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Onsoz

Lisedeki son iki yilimda alt dénemlerimden en ¢ok duydugum ciimle, “Abi sinava
az kaldr ve ne yapmam gerektigini bilmiyorum” oldu. Bu soruyu soranlar tembel
va da isteksiz degil, aksine son derece parlak 6grencilerdi. 1. Agsama Siawvi kendine
has yapisiyla 6zel bir hazirlik gerektirirken 6grencilerin 6niinde ne dogru diiriist
bir yol haritas1 ne de dogrudan bu sinava odaklanan derli toplu bir kaynak vardi.
Yillarca bu arkadaglarima en fazla bir-iki ay yetecek dagimik notlar énerebilmenin
buruklugunu yagadim.

Bilgisayar olimpiyat1 salt kod yazmaktan ibaret degildir; bir problemi mate-
matiksel olarak modelleme ve bulunan fikri hayata gecirme igidir. Bagarili olan-
larin ortak noktasi soru kaliplarini ezberlemek degil, ¢cozdiikleri her sorudan bir
ders ¢ikarip bunu bir sonraki probleme uyarlayabilmeleridir. Bu kitap da yarigma
hilelerinden ziyade sonlu matematik, sayilar teorisi ve algoritmalarin kavramsal
temellerini saglam atmay1 hedefler.

Bilgisayar olimpiyati1 agir bir zihinsel spordur. Saatlerce tek bir soruyu ¢ézeme-
diginiz, baz1 soyut konular giinlerce kafanizda oturtamadiginiz zamanlar olacaktir.
Onemli olan bu zorlanma anlarinda pes etmemek ve kavramlarin zihninizde yer
etmesi icin kendinize zaman tanimaktir. Dogru bir yonlendirme ve diizenli ¢alig-
mayla gelistirilen problem ¢ézme sezgisi, ileride hangi alana yonelirseniz yonelin
kargiligim fazlasiyla verecektir.

Universiteye baglamadan 6énceki yaz tatilimde, heniiz lisedeki tecriibelerim ta-
zeyken bu kitabi hazirlamak istedim. Giiniimiizdeki yapay zeké araclar1 dizgi ve
kaynak tarama gibi rutin isleri oldukca kolaylastirdi; ben de zamanimi miifredat:
kurgulamaya, sorular: titizlikle ayiklamaya ve adimlar1 kontrol etmeye ayirabil-
dim. Yaklagik 600 sayfa olan bu kitab1 acele etmeden, 6rnekleri kendi kagidinizda
¢ozerek ve zamana yayarak sindirmenizi oneririm.

Herkesten ¢ok destek olan aileme; birlikte saatlerce soru ¢ozdiigiimiiz okul arka-
daglarima, alt donemlerime, TUBITAK Fen Lisesi 6gretmenlerime ve okul miidii-
riim Dr. Hact Ahmet Yildirim’a tegekkiir ederim. Destekleri icin TUBITAK ve Bi-
DEB’e, TUBITAK Bilgisayar Olimpiyatlar1 komite bagkan1 Prof. Dr. Muhammed
Fatih Demirci’ye, kamplardaki rehberlerime, destegini hissettigim Ahmet Kaan
Avar agabeyime, 6zverili BIDEB personeli Dr. Burcu Caligkan’a, iiretkenlik konu-
sunda bana rol model olan Dr. Fatih Kiirgat Cansu’ya, beni bu projeye baglamaya
YouTube’daki videolariyla cesaretlendiren Prof. Dr. Oguz Ergin’e ve derslerime
katilan 6grencilerime giikranlarimi sunarim.
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Hakkinda

Ben Dost Seferoglu. TUBITAK Fen Lisesi’nin ilk mezunlarmdanim ve Ko¢ Univer-
sitesi Elektrik-Elektronik Miithendisligi Boliimii’'nde lisans egitimime basliyorum.

Ortaokulda yazilimla hicbir ilgim yoktu; bilgisayar olimpiyatlarina lise hazirlik
sinifinin sonunda bagladim. Okulun ilk 6grencileri oldugumuz igin 6éntimiizde bize
yol gosterecek bir iist dénem yoktu. Ilk bir bucuk yilimu tek basima, ne kadar iler-
ledigimi kestiremeden ve gereksiz yere ytizlerce kolay soru ¢ozerek gecirdim. Dogru
bir yonlendirme alamadigim i¢in de ilk senemde 1. Agama Sinavi'nmi gecemedim.

Benim i¢in asil doniim noktasi, alt donemlerin okula gelisiyle bagladi. Yurdun
ortak alaninda tek bagima problem c¢ozerken yanima geldiler ve birlikte calismaya
bagladik. Ders cikiglarinda ve gece etiitlerinde saatlerce siiren bu ortak ¢aligma,
zamanla okulumuzda bir kiiltiire doniistii; birbirimize bilmediklerimizi anlatip ek-
siklerimizi kapatacak bir ortam kurduk. Bir siire sonra okuldaki alt dénemlerime
ders vermeye, lisenin son yilinda ise TUBITAK kamplarinda egitmenlik yapmaya
bagladim. Bu siirecte 101, Balkan ve Asya-Pasifik Bilgisayar Olimpiyatlar: gibi
yarigsmalarda tilkemizi temsil etme firsat1 buldum.

Kendimi hichir zaman bu isi kolayca kavrayan o ”parlak” ogrencilerden biri
olarak gormedim; aksine ¢cogu kavrami zihnimde oturtabilmek i¢in ¢ok ugragmam
gerekti. Ancak bir konuyu zor 6grenmis olmak, anlatirken kargimdakinin nerede
ve neden takilacagini sezmemi kolaylastirdi. Bu kitap, o yillarda bocalarken eksik-
ligini derinden hissettigim saglam ve derli toplu zemini benden sonrakilere sunma
cabasidir.

Bu kitabr ben yazmadim; yapay zeka araglarindan yararlanarak derledim ve
diizenledim. Miifredat, oncelikler ve kapsam benim tecriibeme dayaniyor; yazim
ve dizgi islerinde de bu araglardan yararlandim. Bu araclarin iirettigi metnin be-
lirledigim kalite cizgisinin iistiinde kalmasini denetledim ve gerekli diizeltmeleri
yaptim.

Kitapla ilgili her tiirlii elegtiri ve geri bildiriminiz i¢in bana dseferoglu26@
ku.edu.tr adresinden ulagabilirsiniz.
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Bolim 1

Matematigin Dili

Matematiksel diisiincenin ve bilgisayar biliminin temeli, diigtinceleri hicbir belir-
sizlige yer birakmayacak agiklikta ifade etmektir. Giinliikk konugma dili; sezgileri
ve giindelik durumlar: aktarmakta zengin olsa da kesin mantiksal ¢ikarimlar soz
konusu oldugunda cogunlukla muglaktir. Ornegin, “Herkes bu soruyu cézemez”
ciimlesi, hi¢ kimsenin soruyu ¢6zemedigini mi anlatir, yoksa baz kisilerin ¢oziip
bazilarinin ¢ézemedigini mi? Giinlikk dilde baglamdan ne kastedildigini anlariz;
fakat bir algoritmanin dogrulugunu kamtlarken veya bir sayma problemini model-
lerken bu tiir belirsizlikler hataya yol acar.

Olimpiyatlarda ve teorik bilgisayar biliminde karsilagtigimiz problemler; girdi
kogullarinin net tanimlanmasini, durumlarin eksiksiz incelenmesini ve her adimin
mantiksal olarak gerekgelendirilmesini gerektirir. Burada; ilerleyen boéliimlerde
kombinatorik, sayilar teorisi ve algoritmalar inga edilirken bagvuracagimiz temel
dili kuracagiz: kiimeler, mantiksal 6nermeler ve niceleyiciler.

1.1 Kimeler ve Gosterim

Matematikte en yalin kavramlar genellikle tanimlanmasi en gii¢ olanlardir. Bir
sepetteki elmalar, bir okuldaki 6grenciler veya 1 ile 100 arasindaki tek sayilar...
Zihnimiz, belirli ortak 6zelliklere sahip nesneleri bir araya getirip tek bir biitiin ola-
rak digiinmeye yatkindir. Kiime kavrami, bu sezgisel gruplamanin matematiksel
olarak kesinlestirilmis halidir.

Modern kiime kuraminin énciisit Georg Cantor, kiimeyi “iyi tanimlanmig, bir-
birinden farkli nesneler toplulugu” olarak ifade etmigtir. Buradaki en belirleyici
Olciit iyi tanimlanmig olma koguludur. Bir toplulugun kiime sayilabilmesi icin,
evrendeki herhangi bir nesnenin o topluluga ait olup olmadiginin nesnel bir kurala
bagli olmasi gerekir. Ornegin “TUBITAK smavina hazirlanan caliskan 6grenciler”
ifadesi bir kiime olugturmaz; ¢iinkii “caliskanlik” kisiden kisiye degisen 6znel bir
nitelemedir. Buna karsiik “TUBITAK 1. Asama sinavinda 60 ve iizeri puan alan
ogrenciler” kesin bir kiime tanimlar.
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Boliim 1. Matematigin Dili

Tanim 1.1 (Kiime, Eleman ve Aidiyet). Bir kiimeyi olusturan nesnelerin her
birine o kiimenin bir elemant denir. Kimeler genellikle A, B,C,S gibi biyik
harflerle, elemanlar ise a,b,x,y gibi kiictik harflerle gosterilir.

e x nesnesi A kiimesinin bir elemans ise bu durum x € A biciminde yazilir ve
“r elemanidir A” diye okunur.

o x nesnesi A kiimesine ait degilse bu durum x ¢ A bi¢iminde yazlir ve “r
elemans degildir A” diye okunur.

Kimeleri yazarken iki temel yontem kullanilir:

1. Liste Yontemi: Eleman sayisi az oldugunda elemanlar siislii parantez igine
virgiille ayrilarak acikca yazilir:

A=1{1,3,57,9}

Bir kiimede aym elemanin birden fazla yazilmasi kiimeyi degistirmez; yani
{1,2,2,3} = {1,2,3} kabul edilir. Ayrica elemanlarin yazlis siras1 énemsiz-
dir: {1,2} = {2,1}.

2. Ortak Ozellik Yontemi: Elemanlar sagladiklar: bir kural ile ifade etmek-
tir:

S={z|P(x)} veya S={z:P(x)}
Bu gosterim, “P(z) kogulunu saglayan tiim z nesnelerinin kiimesi” anlamina
gelir.

Matematikte sikca bagvurulan standart say: kiimeleri icin 6zel harfler kullanilir:

« N=1{0,1,2,3,...}: Dogal sayilar kiimesi (bu kitapta aksi belirtilmedikge 0
dogal say1 kabul edilir). Pozitif dogal sayilar kiimesi N* = {1,2,3,...} ile
gosterilir.

o Z=4...,-2,-1,0,1,2,... }: Tam sayilar kiimesi.

o Q: Rasyonel sayilar kiimesi; a,b € Z ve b # 0 olmak iizere § biciminde
yazilabilen sayilardir.

o R: Reel (gergel) sayilar kiimesi; say1 dogrusundaki tiim noktalar: temsil eder.

Tanim 1.2 (Bog Kime ve Kiimenin Buytkligi). Hi¢bir elemani bulunmayan
kiimeye bog kiime denir ve () simgesiyle (veya {} bigiminde) gosterilir.

Sonlu bir A kiimesinin icerdigi farkly elemanlarin sayisina o kiimenin eleman
sayist (veya kardinalitesi) denir ve |A| ile gosterilir. Bos kiimenin hi¢cbir elemana
olmadigindan |0] = 0’der.
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Dikkat edilecek bir ayrinti: () ile {0} aym kavramlar degildir. () bos bir kii-
medir; {0} ise iginde bog kiimeyi barmdiran tek elemanl bir kiimedir. Dolayisiyla
|0] = 0 iken |{0}| = 1’dir.

Tanim 1.3 (Alt Kime ve Kiime Esitligi). A ve B iki kiime olsun. A’nan her
elemant aym zamanda B’ nin de bir elemant oluyorsa, A’ya B’nin bir alt kiimesi
denir ve bu iliski
ACB

biciminde gosterilir. Eger A kiimesi B’ nin bir alt kiimesi degilse (yani A’da olup
B’de olmayan en az bir eleman bulunabiliyorsa) A ¢ B yazilur.

Eger A C B ve A # B ise (yani B’de bulunup A’da yer almayan en az bir
eleman varsa), A’ya B’nin bir 6z alt kiimesi denir ve A C B veya A C B ile
gosterilir.

Iki kiimenin birbirine esit olmasi (A = B), her iki kiimenin de tam olarak ayna
elemanlara sahip olmasy demektir. Bu durum iki taraflr kapsama ile ifade edilir:

A=B < (ACBuveBCA)
Onerme 1.4 (Bos Kiimenin Evrenselligi). Herhangi bir A kiimesi i¢in, ) C A ve

A C A’dwr.

Kamit. A C A oldugu aciktir; ¢linkiit A’dan alinan her eleman tanim geregi A’nin
bir elemamdir. ) C A oldugunu gérmek i¢in alt kiime taniminin olumsuzuna baka-
lim: Eger 0 ¢ A olsayd, bos kiimede bulunup A’da bulunmayan en az bir eleman
gosterebilmemiz gerekirdi. Ancak bog kiimenin hi¢bir eleman yoktur; dolayisiyla
bdyle bir karg: 6rnek bulmak imkansizdir. O halde iddia zorunlu olarak dogrudur
(bu mantiksal duruma bos gerektirme ya da vacuous truth denir). O

1.1.1 Kiime Islemleri ve Venn Semalari

Yeni kiimeler olugturmak ve kiimeleri birlestirmek i¢in dort temel islem kullanilir:

Tanim 1.5 (Birlesim, Kesigim, Fark ve Tiumleyen). A ve B iki kiime, U ise
incelenen tim nesneleri kapsayan evrensel kiime olsun.

1. Birlegim (AU B): A’da veya B’de (veya her ikisinde) bulunan tim ele-
manlarin kimesidir:

AUB={z|z € A veya x € B}

2. Kesigim (AN B): Hem A’da hem de B’de ayni anda bulunan ortak ele-
manlarin kimesidir:

ANB={z|z € A vexe B}

Eger iki kiimenin hicbir ortak elemani yoksa (ANB = (), bu kiimelere ayrik
kiimeler denir.
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3. Fark (A\ B veya A—B): A’da olup B’de olmayan elemanlarin kiimesidir:

A\B={z |z € Avex ¢ B}

4. Tiimleyen (A° veya A): Evrensel kiimede bulunup A’da yer almayan ele-
manlarin kimesidir (A°=U\ A):

A°={zeU|x ¢ A}

Kiime iglemlerini gorsellegtirmenin en pratik yolu Venn semalaridir. Diizlem
iizerinde evrensel kiime bir dikdortgenle, alt kiimeler ise bu dikdortgenin igine
gizilen kapal egrilerle (genellikle dairelerle) temsil edilir. Dairelerin kesigen bolgesi
ortak elemanlari, kapladiklar: toplam alan birlegimi, dairenin diginda kalan bolge
ise tlimleyeni gosterir.

Teorem 1.6 (De Morgan Kurallari). A ve B iki kiime olmak iizere:
(AUB) = AN B°
(AN B) = A°UB*

Kanat. 11k esitligi ispatlayalim. ki kiimenin esit oldugunu gostermek icin her biri-
nin digerini kapsadigini, yani (AU B)¢ C A°N B¢ ve AN B¢ C (AU B)¢ oldugunu
dogrulamaliyiz.

Once x € (AU B)¢ olsun. Tanim geregi = ¢ (AU B)’dir. Bir eleman birlesimde
degilse, ne A’da ne de B’de bulunabilir; yani x ¢ A ve x ¢ B olmalidir. Buradan
x € A¢ ve x € B¢ ¢ikar. Her iki kiimede de yer aldig i¢in = € (A° N B€) bulunur.
Boylece (AU B)¢ C A°N B¢ dogrulanmisg olur.

Tersine, y € (A°NB€) olsun. O haldey € A°vey € B®dir;buday ¢ Avey ¢ B
demektir. y ne A’da ne de B’de olduguna gore, y ¢ (AU B) olmalidir. Dolayisiyla
y € (AU B)° elde edilir. Bu da A°N B¢ C (AU B)¢ kapsamasin tamamlar. ki
yonlii kapsama saglandigindan esitlik gecerlidir. Tkinci kural da benzer adimlarla
gosterilir. O

1.1.2 Coziimlii Ornekler

Ornek 1.7. Euvrensel kiime U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} olsun. Bu evrende su
iki kiimeyt tanamlayalim:

A={x €U |z ¢ift sappdr}y = {2,4,6,8,10}

B={zeU|z>6}=1{6,7,89,10}

Asagqidaki kimeleri liste yontemiyle bulunuz: a) ANB b)) AUB ¢) A\B d)
B\A ¢)(AUB)*
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Céziim. Tammlar: dogrudan uygulayalim:

a) AN B, her iki kiimede ortak bulunan elemanlardir: AN B = {6,8,10}.

b) AU B, iki kiimedeki tim elemanlarin tekrarsiz listesidir: A U B =
{2,4,6,7,8,9,10}.

c) A\ B, A'da olup B’de olmayan (yani 6’dan kigiik ¢ift) elemanlardir:
A\ B ={2,4}.
d) B\ A, B'de olup A’da olmayan (yani 6’dan biiyiikk tek) elemanlardir:
B\ A={7,9}.

e) (AU B)¢, evrensel kiimede bulunup A U B’de yer almayan elemanlardir.
U’dan {2,4,6,7,8,9,10} kiimesini gikardigimizda geriye {1,3,5} kalir. De
Morgan kurali uyarmca A° = {1,3,5,7,9} ve B¢ = {1,2,3,4,5} kesigtirildi-
ginde de ayni sonug, A°N B¢ = {1, 3,5}, elde edilir.

O]

Ornek 1.8. n elemanle sonlu bir S kiimesinin toplam kag¢ farkl alt kiimesi vardur?
Kiiciik degerler icin inceleyip genel kural bulunuz.

Céziim. Kigilk degerleri listeleyerek érintiiyi gorelim:

n = 0ise: S = (). Yalnizca 1 alt kiimesi vardir: §). (20 = 1)
n =1ise: S = {a1}. Alt kiimeler: (), {a;}. Toplam 2 tane. (2! = 2)

n =2 ise: S = {ay,a2}. Alt kiimeler: 0, {a;}, {a2},{a1,a2}. Toplam 4 tane.
(22 =4)

n =3 ise: S = {a1, as,as}. Alt kiimeler:

0,{a1},{az},{as}, {a1,a2},{a1,as}, {az, a3}, {a1,as,as}
Toplam 8 alt kiime olusur. (23 = 8)

Genel kural goyle kurabiliriz: Bir alt kiime olugturmak, S’deki her bir eleman i¢in
bagimsiz bir se¢cim yapmak demektir. a; elemani olugturacagimiz alt kiimede ya
yer alacaktir ya da almayacaktir (2 segenek). Benzer bi¢imde ay igin 2, a3 igin 2
ve nihayet a,, i¢in 2 secenek bulunur.

Boliim 3’te ele alacagimiz carpma kurali uyarinca, her eleman i¢in yapilan bu
bagimsiz secimlerin toplam sonucu carpimla belirlenir:

2X2X oo x2=2"
| S ———

n tane

Demek ki n elemanl bir kiimenin tam 2" alt kiimesi vardir. (Bu yaklagim, Boliim
32’de gorecegimiz iizere bilgisayar biliminde alt kiimelerin n bitlik ikili sayilarla
temsil edilmesinin de dogrudan temelidir). O
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Ornek 1.9. Bir okulun bilgisayar kulibiinde 25 éGrenci vardir. Bu é§rencilerden
16 ’s2 Python, 13°i C dilini bilmektedir. 4 oGrenci ise her iki dili de bilmemektedir.
Yalnizea C dilini bilen kag¢ ogrenci vardur?

Coziim. Evrensel kiime kuliipteki tiim 6grenciler olsun: |U| = 25. Python bilen-
lerin kiimesi P, C bilenlerin kiimesi C' olsun. Her iki dili de bilmeyen 4 6grenci
olduguna gore, en az bir dili bilenlerin sayisi:

IPUC|=|U|-4=25—-4=21

olmaldir.

Birlegim formiilii geregince (bu formiilii Boliim 8’de igerme-digarma ilkesi baghig:
altinda genellestirecegiz):

|[PUC|=|P|+|C|-[PNC]|
Bilinen degerleri yerine yazalim:
21=16+13—|PNC| = 21=29—-|PNC| = |PNC| =8

Her iki dili de bilen 8 6grenci vardir.
Yalmizca C bilenler C'\ P kiimesidir:

|IC\P|=|C|-|PNC|=13-8=5
Dolayisiyla yalmizca C dilini bilen 5 6grenci bulunmaktadir. ]

Ornek 1.10. Herhangi iki A ve B kiimesi icin (A\ B) N B = 0 oldugunu eleman
bazinda gosteriniz.

Cézim. Iddiayr celiski yontemiyle gosterelim (bu yéntemin ayrmtilarini Bolim
2’de ele alacagiz). Kesigimin bog kiime olmadigini, yani bu kesigime ait en az bir
x eleman1 bulundugunu varsayalim:

re(A\B)NB
Kesigim tanimi geregi:
1.z € (A\B)
2.zeB
Birinci maddedeki z € (A \ B) ifadesini fark kiimesi tanimina gore agarsak:
r€A ve z¢B

elde edilir. Bu durumda hem z ¢ B hem de ikinci maddeden gelen x € B ayni anda
saglanmalidir. Bir eleman bir kiimenin hem elemani olup hem elemani olmamazlik
edemez; bu agik bir mantiksal celigkidir.

Bu celigki, kesigimin bos kiime olmadigi varsayimindan dogmugtur. O héalde
varsayim yanhstir ve (A \ B) N B = () olmak zorundadir. O
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1.2 Mantik: Onermeler ve Baglaclar

Kiimeler diinyasinda nesneleri tanimladiktan sonra, bu nesneler hakkinda kesin
yargilarda bulunabilmek i¢in Onermeler mantigindan yararlaniriz. Bir prog-
ramda yer alan if kosullarindan algoritmalarin degismezlerine kadar birgok yapi
mantik kurallar lizerine oturur.

Tanim 1.11 (Onerme ve Dogruluk Degeri). Dogru ya da yanhs kesin bir hii-
kiim bildiren ifadelere énerme denir. Onermeler genellikle p,q,r, s gibi harflerle
gosterilir.

o Bir onerme ya dogru (D veya 1) ya da yanlig (Y veya 0) degerini alir. Bu
degere onermenin dogruluk degeri denir.

o Soru, emir, inlem veya kisisel yargr belirten ciimleler énerme degildir.

Ornegin:

“2 + 3 = 5” bir 6nermedir ve dogruluk degeri 1’dir.

“7 bir ¢ift sayidir” bir 6nermedir ve dogruluk degeri 0’dur.

“Lutfen kapiyr kapat” bir 6nerme degildir (emir ciimlesidir).

o “Bu kitap ¢ok siirtikleyici” bir 6nerme degildir (6znel begeni bildirir).

1.2.1 Mantiksal Baglacglar ve Dogruluk Tablolari

Tekil 6nermeleri birbirine baglayarak bilegik énermeler elde ederiz. Bu baglaclarin
davranisi dogruluk tablolari ile kesinlegir.

Tanim 1.12 (Degil, Ve, Veya). p ve q iki énerme olsun.
1. Degil (—p veya p'): p dogru ise —p yanls, p yanhs ise —p dogrudur.

2. Ve (N): p A q bilesik onermesi, yalnizca hem p hem de q dogru oldugunda
dogrudur; diger tim durumlarda yanhstr.

3. Veya (V): pV q bilesik onermesi, p veya q’dan en az biri dogru oldugunda
dogrudur; yalnizca her iki 6nerme de yanls oldugunda yanlistir.

Asagidaki tablo, bu ii¢ temel iglemin dogruluk degerlerini 6zetler:

Dikkat: Giinliik dildeki “veya” sozciigii bazen diglayici anlamda (“cay veya
kahve alabilirsiniz” dendiginde yalnizca birinin se¢ilmesi kastedilir) kullanilir. An-
cak matematikteki V baglaci daima kapsayici veyadir; her iki durumun birlikte
dogru olmasi da kabul edilir.
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p qa|-p|pra|pVy
1 1] 0] 1 1
1 0/0] o 1
0o 11| o 1
0 0|1/ 0 0

Tablo 1.1: Temel Mantik Baglaclarinin Dogruluk Tablosu

1.2.2 Kosullu Onerme (Gerektirme) ve Karsit Pozitif

Matematiksel savlarin biiyiik bir kismi “Eger ... ise ...” yapisindadir. Bu iligkiyi
kogullu 6nerme temsil eder.

Tanim 1.13 (Kosullu Onerme / Gerektirme: p = q). p ve q iki énerme olsun.
“p ise q” dnermesi p = q semboliiyle gosterilir. Burada p’ye hipotez (varsayim),
q’ya ise hiikkim (sonug¢) denir.

p = q onermesi, yalnizca hipotezin dogru (1) fakat hiitkmin yanhs (0) oldugu
durumda yanlsg kabul edilir. Diger tim durumlarde dogrudur.

Hipotez yanligken (p = 0), p = ¢ 6nermesinin neden dogru kabul edildigini
anlamak icin bir taahhiit benzetmesi yapilabilir: Bir 6gretmen 6grencisine, “Eger
bu smavdan 100 alirsan (p), sana bir kitap hediye edecegim (q)” demis olsun.
Ogretmen hangi durumda séziinii tutmamis sayilir?

o Ogrenci 100 alir (p = 1) ve 6gretmen kitab1 verirse (¢ = 1): Sz yerine
getirilmigtir (1).

o Ogrenci 100 alir (p = 1) fakat 6gretmen kitab1 vermezse (¢ = 0): Soz cig-
nenmigtir (0).

o Ogrenci 100 alamazsa (p = 0): Ogretmen 6grenciye yine de bir kitap hediye
etse (¢ = 1) veya etmese (¢ = 0), verdigi sozii bozmus sayilmaz; ¢iinkii
soziin 6nkosulu gerceklesmemistir. Dolayisiyla her iki durumda da kosul ihlal
edilmemistir (1).

Tanmim 1.14 (Karsit, Ters ve Karsit Pozitif). Verilen bir p = q kosullu énermesi
icin:

e g = p onermesine bu kosulun kargity denir.

e —p = —q onermesine bu kosulun tersi denir.

o g = —p onermesine bu kosulun kargit pozitifi (contrapositive) denir.
Bu tablo incelendiginde temel bir teorem ortaya cikar:
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P q ‘ p=q ‘ Kargit: ¢ = p | Ters: -p = —q | Karsit Pozitif: -q = —p
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 0
0 1 1 0 0 1
0 0 1 1 1 1

Tablo 1.2: Kosullu Onerme Tiirevlerinin Dogruluk Tablosu

Teorem 1.15 (Kargit Pozitifin Denkligi). Bir kosullu onerme ile onun karsit
pozitifi mantiksal olarak birbirine denktir:

(p=4q)=(~q=—p)

Buna karsilik bir énerme, kendi karsitina veya tersine denk olmak zorunda DE-
GILDIR:
(p=4q)# (¢=p)

Bu denklik, ispat yontemlerinde sik¢a kullanilir. Bir iddianin dogrudan ispat-
lanmasi zor oldugunda, karsit pozitifini ele almak ayni sonucu verir. Ornegin “n?
tek say1 ise n tek sayidir” onermesini dogrudan ispatlamak yerine, onun karsit
pozitifi olan “n cift say1 ise n? cift sayidir” iddiasin gostermek cok daha pratiktir
(Bolum 2’de bunu ayrintisiyla ele alacagiz).

Tamim 1.16 (iki Yénlii Kosullu Onerme / Ancak ve Ancak: p < q). p ile g
onermelerinin birbirini karsihkl gerektirmesi durumudur:

red=p@=>9N(q=>Dp)

p < q onermesi; p ile g aymi dogruluk dederine sahipken dogru, farkly degerlere
sahipken yanhstir.

Teorem 1.17 (Mantiksal De Morgan Kurallar1 ve Dagilma Ozellikleri). Herhangi
D, q, T onermeleri i¢in asagidaki mantiksal denklikler gecerlidir:

~(pAg)=-pV—q
—~(pVag)=-pA—q
pA(@gVr)=((pAq)V(pAT)
pVgATr)=(pPVgAN(pVrT)
P=q="pVyg

p = q = —pV q denkligi, kogullu énermenin temel baglaclarla nasil ifade edile-
bilecegini gosterir.
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1.2.3 Co6ziimlii Ornekler
Ornek 1.18. —(p = q) = p A —~q denkligini dogruluk tablosuyla gosteriniz.

Céziim. p ve ¢’'nun alabilecegi dort farkli dogruluk degeri kombinasyonu icin de-
gerleri adim adim hesaplayalim:

p qalp=q|-(p=q | a|pr—q
1 1] 1 0 0] o
1 0| o0 1 1 1
0o 1| 1 0 0ol o0
0 0] 1 0 1 0

Tablonun 4. siitunu (—(p = ¢)) ile 6. siitunundaki (pA—q) dogruluk degerlerinin
her satirda ayni (0,1,0,0) oldugu goriilir. Dolayisiyla iki ifade birbirine denktir.

Bu sonucun giinliik dildeki kargiligi sudur: “Eger yagmur yagarsa yerler 1slanir”
iddiasi ¢liriitmek i¢in yagmurun yagdigim fakat yerlerin islanmadigini géstermek
gerekir (p A —q). O

Ornek 1.19. Asagidaki 6nermelerin karsitim, tersini ve karsit pozitifing yazimaz:
1. “Bir sayr 4’e tam béliniiyorsa, o say ¢ifttir.”

2. “z >3 ise 2 > 9’dur (x € R).”

Coziim. 1k énermeyi bilesenlerine ayiralim: p: “Say1 4’e tam boliiniir”, ¢: “Say1
cifttir”.
o Karsit1 (¢ = p): “Bir say ¢ift ise, o say1 4’e tam boliintr.” (Goriilecegi gibi

bu iddia yanligtir; 6rnegin 6 ¢ifttir ama 4’e boliinmez).

o Tersi (—p = —q): “Bir say1 4’e tam boliinmiiyorsa, o say1 tek sayidir.” (Bu
da yanligtir; 6 sayis1 4’e boliinmez fakat ¢ifttir).

o Karsit Pozitifi (—¢ = —p): “Bir say1 tek ise (¢ift degilse), o say1 4’e tam
bolimmez.” (Bu ifade dogrudur ve ana 6nermeye denktir).

Ikinci 6nerme icin: p: “x > 37, ¢: “a > 9"

o Karsit1 (¢ = p): “o? > 9 ise x > 3'tiir.” (Yanhstir; 2 = —4 i¢in 22 = 16 > 9
olur fakat —4 > 3 saglanmaz).

o Tersi (—p = —q): “z < 3 ise 22 < 9dur” (Yanhstir; x = —5 < 3 iken
2?2 = 25 < 9 degildir).

« Karsit Pozitifi (—g = —p): “2? < 9ise 2 < 3'tiir” (Dogrudur; 22 < 9 +—=
—3 <z < 3 oldugundan = < 3 zorunlu olarak saglanir).
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O

Ornek 1.20 (Klasik Mantik Bulmacast: Sévalyeler ve Yalancilar). Yalnazca iki tiir
msanin yasadigr bir adadasiniz: Sovalyeler daima dogruyu séyler, Yalancilar
ise daima yalan séyler. Adada iki yerliyle (A ve B) karsilasiyorsunuz.

A kisisi soyle bir ciimle kuruyor: “Ikimizden en az biri yalancidur.”

A ve B’nin kimliklerini mantiksal olarak belirleyiniz.

Cé6ziim. Durum analizi yaparak ilerleyelim. A’nin olasi iki durumunu inceleyelim:

1. Durum: A bir yalanci olsun.

o A yalanc ise soyledigi ciimle mantiksal olarak yanlig (0) olmalidir.

o Ifade sudur: “A yalancidir VEYA B yalancidir”

e Bu ifadenin yanhg olabilmesi igin her iki bilegsenin de yanlig olmas:1 gerekir;
yani hem A hem de B yalanci olmamaldir.

e Buradan A’nin gévalye olmasi gerektigi cikar.

o Fakat baglangi¢ varsayimi A’nin yalanci olduguydu. Bir kigi ayn1 anda hem
yalanci hem govalye olamayacagindan bu bir geligkidir.

e O héalde A yalanci olamaz.

2. Durum: A bir g6valye olsun.

o A govalye ise soyledigi ciimle mantiksal olarak dogru (1) olmahdir.

o Ifadenin dogru olmasi icin “A yalancidir VEYA B yalancidir” 6nermesi
dogru olmalidir.

o A govalye oldugundan birinci kisim (“A yalancidir”) yanhgtir (0).

e« VEYA baglacinda sonucun 1 ¢ikabilmesi igin ikinci kismin zorunlu olarak
dogru olmasi gerekir; yani “B yalancidir” 6nermesi dogru (1) olmahdir.

e Buradan B’nin yalanci oldugu sonucuna varilir.

Sonug olarak A kesinlikle bir govalye, B ise kesinlikle bir yalancidir. O

Ornek 1.21. Bir yazlvmda iki tamsay dediskeni x ve y olsun. Su kontrol blogunu
ele alalim:

if (I(z> 0688y <=5)) {

}

// Calisacak kod blogu
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Bu if kosulunu, basinda olumsuzlama isareti (!) kalmayacak bigimde mantiksal
De Morgan kurallarine kullanarak sadelestiriniz.

Céziim. Onermeleri adlandiralim:
e p:x >0
e ¢y <=5
Kosul ifadesi —(p A q) bigimindedir. De Morgan kural uyarinca:
~(pAg)=-pV -y
Tekil 6nermelerin olumsuzlari:
e —p: x > 0 ifadesinin olumsuzu x <= 0’dir.
e —gq:y <= b ifadesinin olumsuzu y > 5’tir.

Boylece kogul dogrudan suna doniisiir:

if (x<=011y>5) {
// Calisacak kod blogu
¥

Bu iki kogul tiim olasi x ve y degerleri i¢in tamamen ayni mantiksal sonucu iiretir.
O

1.3 Niceleyiciler

Onermeler mantiginda sabit énermelerle (p, q) galigtik. Ancak matematikte siklikla
bir degiskene bagli olan ve o degiskenin degerine gére dogrulugu degisen ifadeler
yer alir. Ornegin “z > 0” ciimlesi tek basina bir énerme belirtmez; ciinkii x’in
degeri bilinmeden dogruluktan s6z edilemez. Bu tiir ifadelere agik 6nerme denir
ve P(x) ile gosterilir. z = 5 i¢in P(5) dogru iken, x = —2 i¢in P(—2) yanhstir.

Bir agik 6nermeyi kesin bir 6nermeye doniistiirmek icin degiskenin hangi kap-
samda ele alindigin1 belirten niceleyiciler kullanilir.

Tanim 1.22 (Evrensel ve Varliksal Niceleyiciler). P(z) bir A evrensel kimesi
tizerinde tamimly agik bir onerme olsun.

1. Evrensel Niceleyici (V, “her” ya da “biitin”):
Vo € A, P(x)

ifadesi, “A kiimesindeki her x elemani i¢in P(x) dogrudur” anlamina gelir.
Bu ifadenin dogru sayilmasi icin istisnasiz tim elemanlarn kosulu saglamasi
gerekir. Tek bir aykwry eleman dnermeyi yanls kilar.
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2. Varlhiksal Niceleyici (3, “en az bir”, “baz” ya da “vardir”):
dr € A, P(x)

ifadesi, “A kiimesinde P(x) kosulunu saglayan en az bir x elemani vardur”
anlamina gelir. Bu ifadenin dogru olmasi icin kosulu saglayan tek bir érnek
bulmak yeterlidir. Yalnizca hicbir eleman kosulu saglamadiginda énerme yan-
lis olur.

1.3.1 Niceleyicilerin Olumsuzlanmasi

Matematiksel ispatlarda bir savin olumsuzunu dogru kurmak esastir. Bir iddiay1
¢uriitmek, onun olumsuzunun dogru oldugunu goéstermekle esdegerdir.

Teorem 1.23 (Niceleyicilerin Olumsuzlanmas1 Kurali). P(z) bir agik dnerme
olmak “zere:

—(Vx € A,P(x)) =3z € A, —~P(x)
—(Jx € A, P(x)) =Vx € A,~P(x)

Kamit. 1k denkligi inceleyelim: “Bir smiftaki tiim ogrenciler gozliikliidiir”
(Vx, P(z)) iddiasim c¢iiriitmek icin biitiin 6grencilerin gozliikkstiz oldugunu gos-
termek gerekmez. Smifta gozliik takmayan tek bir égrenci bulmak (Jz, —P(z))
iddianin yanlis oldugunu kanitlamaya yeterlidir. Bu tek aykir1 érnege matema-
tikte karg1 ornek (counterexample) denir (kargi 6rnekle ¢iirtitme teknigi Bolim
2’de ele aliacaktir).

Ikinci denklik de benzer bicimde calisir: “Bu odada bir yabanci var” (3z, P(z))
iddiasinin olumsuzu, odadaki herkesin tanidik oldugunu; yani odadaki her bireyin
yabanci olmadigini (Va, = P(z)) ifade etmektir. O

1.3.2 Coklu Niceleyiciler ve Siralamanin Onemi

Birden fazla degigken igeren acik 6nermelerde (P(x,y) gibi) niceleyicilerin yazilg
sirasi ciimlenin anlamini biitlintiyle degistirir. Bu ayrim, niceleyicileri anlamadaki
en 6nemli noktalardan biridir.

Insanlar evreninde tanimli su iki énermeyi karsilastiralim:

1. Vx, 3y, Anne(y, x): “Her x insani i¢in, x’in annesi olan bir y insam vardir.”

(Bu 6nerme dogrudur; her insanin bir annesi bulunur).

2. Jy,Vz, Anne(y, z): “Oyle bir y insan1 vardir ki, herkesin (z) annesidir.” (Bu
onerme yanligtir; tiim insanlarim ortak tek bir biyolojik annesi yoktur).

Niceleyicilerin sirasinin degismesi énermenin anlamini tamamen bagkalagtirir:
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o Vz3y ifadesinde segilecek y elemani, x’e bagh olabilir (her z igin farkli bir
y belirlenebilir).

e JyVux ifadesinde ise tek ve sabit bir y bulunmalidir; bu y, istisnasiz tiim x’ler
icin kogulu ayni anda saglamalidir.

1.3.3 Co6ziimlii Ornekler

Ornek 1.24. Asagidaki matematiksel ifadelerin dogruluk dederlerini belirleyiniz
ve her birinin olumsuzunu aliniz:

1. Ve eR, 22> 0
2. dreZ,x+5=2
3. VreNz—1€N

Coziim. Sirasiyla inceleyelim:

1. Vo € R,z? > 0: Her reel saymin karesi sifirdan biiyiik veya esittir (pozi-
tif sayilarin karesi pozitif, negatiflerin karesi pozitif, sifirin karesi sifirdir).
Dolayisiyla dogruluk degeri 1 (dogru)dur.

Olumsuzu: —(Vr € R,2? > 0) = Iz € R, 2% < 0. (“Karesi sifirdan kiigiik en

az bir reel say1 vardir”).

2. dx € Z,x + 5 = 2: Denklem ¢oziildiigiinde x = 2 — 5 = —3 bulunur. —3 bir
tam say1 (Z) oldugundan kosulu saglayan bir eleman mevcuttur. Dolayisiyla
dogruluk degeri 1 (dogru)dur.

Olumsuzu: —(Jz € Z,x +5 =2) =Va € Z,x + 5 # 2. (“Her x tam sayis1
i¢gin  + 5 # 2’dir”).

3. Vx € Nyz — 1 € N: Dogal sayilar kiimesi N = {0,1,2,...} bigimindedir.
x = 0 dogal sayis1 i¢in 0 — 1 = —1 elde edilir. Fakat —1 ¢ N’dir. Tek bir
kars1 6rnek iddiay1 gecersiz kilmaya yeterlidir. Dolayisiyla dogruluk degeri 0
(yanhs)dir.

Olumsuzu: ~(Vzx € Nyoz —1 € N) =3z € Nz — 1 ¢ N. (z = 0 karg: 6rnegi
nedeniyle bu olumsuz ifade dogrudur).

O
Ornek 1.25. Reel sayilar evreninde (R) su iki onermeyi ele alalim:
1. Py :VzeR,Jy e R, (z+y = 10)
2. Pp:3yeR,Vx e R, (z+y=10)

Bu iki énermenin dogruluk degerlerini belirleyip aralarindaki farky aciklayinaz.
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(Céziim. P; onermesi: Verilen herhangi bir z reel sayisi i¢in, onunla toplandiginda
10 sonucunu veren bir y reel sayisi secilebilir mi? x ne olursa olsun y = 10 — x
secilirse:
r+y=xz+ (10—2)=10

saglanir. € R oldugundan 10 — x de daima bir reel sayidir. Her x i¢in uygun bir
y tretilebildigi igin P, 6nermesi dogru (1)dur. Burada y’nin degeri segilen x’e
bagl olarak degisir.

P, 8nermesi: Oyle sabit bir y reel sayis1 var midir ki, hangi o reel sayis1 secilirse
secilsin 4+ y = 10 esitligi korunsun? Boyle bir y sayisi oldugunu varsayalim. Bu
esitlik x = 0 icin de saglanmalidir:

0+y=10 = y=10
Fakat ayn1 y = 10 degeri z = 1 i¢in de gecerli olmalidir:
1+410=10 = 11 =10

Bu acik bir geligkidir. Tiim z’ler i¢in aynm1 anda caligan tek bir y reel sayisi bulu-
namaz. Dolayisiyla P» énermesi yanhg (0)dir. O

Ornek 1.26. Bir algoritma tasarvmcisi, N elemanle bir tamsayr dizisinin
(A[0], A[1],..., A[N — 1]) swralr oldugunu iddia etmektedir.

1. Bu iddiayn niceleyicilerle matematiksel olarak ifade ediniz.
2. Iddianin olumsuzunu yaziniz.

3. Bu iddiay dogrulayan bir algoritmanin neden tim diziyi incelemek zorunda
oldugunu, iddiayr ¢lirtitmek isteyen bir testin ise neden bazen tek adimda
sonlanabilecegini agiklayiniz.

Céziim. 1. Iddianin Niceleyici ile Ifadesi: Dizinin kiiciikten biiyiige sirali ol-
masi, ardigik her eleman ciftinde soldakinin sagdakinden kiiciik ya da ona esit
olmasi demektir:

Vie{0,1,...,N =2}, Ali] < A[i+1]

2. iddianin Olumsuzu: Niceleyicinin olumsuzunu alma kuralim uygulayalim
(=V = 3):
Fe{0,1,...,N =2}, Ali] > A[i +1]
Yani dizinin sirali olmadigini géstermek, soldaki elemanin sagdakinden biiyiik ol-
dugu en az bir ¢ indisi bulmak anlamina gelir.

3. Algoritmik Cikarim: Evrensel iddialarin (V) dogrulanmas ile ¢iirtitiilmesi
arasindaki yapisal fark, Bolim 21°de gorecegimiz algoritma karmagikliginin da
temel nedenlerinden biridir:
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e Dizinin sirali oldugunu dogrulamak istiyorsak, tek bir ihlalin dahi bu-
lunmadigindan emin olmak zorundayiz. Bu nedenle algoritma ¢ = 0’dan

N — 2’ye kadar tiim indisleri denetlemeli, yani diziyi biitlintiyle taramalidir
(O(N) islem).

o Buna karsilik iddiay1 ¢iiriitmek icin tek bir kars: 6rnek (3) yeterlidir. Or-
negin A[0] = 9 ve A[1] = 2 ise, algoritma ilk adimda A[0] > A[l] ihlalini
yakalar ve dizinin kalan N — 2 elemanina bakmadan dogrudan “dizi sirali
degildir” yanitini verebilir.

Bu mantik, programlamadaki kisa devre degerlendirmesi (short-circuit evaluation)
ve arama algoritmalarindaki erken sonlanma (early exit) stratejilerinin temelini
olugturur. O
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Ispat Nasil Yapilir

Bir yazilimc: yazdig: kodun dogru ¢aligtigini anlamak i¢in onlarca, bazen yiizlerce
test girdisi dener. Girdiler bagariyla gectikge programin hatasiz olduguna dair
gliveni artar. Ancak bilgisayar biliminin ve matematigin kalbinde yatan teorik
problemler s6z konusu oldugunda, “bin farkli degerde denedim, hepsinde ¢aligt1”
demek asla yeterli degildir. Ciinkii incelenen evren ¢ogunlukla sonsuzdur ve hentiz
denemedigimiz bir sonraki deger biitiin iddiamiz1 gecersiz kilabilir.

Iste ispat, bir iddianin yalmzca denenen birka¢ durumda degil, istisnasiz tiim
gecerli durumlarda dogru oldugunu siipheye yer birakmayacak mantiksal adim-
larla giivenceye alma yontemidir. Ispat yapmak, saglam kanitlardan hareketle ger-
cege ulagan bir aragtirmac: gibi calismaktir: Baglangicta kabul edilen tanimlardan
ve aksiyomlardan yola ¢ikilir; Boliim 1’de kurdugumuz mantik kurallar zinciriyle
ilerlenerek hedeflenen sonuca varilir.

Olimpiyat matematiginde ve algoritmik diigiincede her iddianmin arkasindaki
“neden?” sorusunu yanitlamak i¢in dort temel ispat tekniginden yararlaniriz: dog-
rudan ispat, celigkiyle ispat, karsi 6rnekle ciirtitme ve matematiksel tiimevarim.

2.1 Dogrudan Ispat

Matematiksel iddialarin en yaygin bicimi p = ¢ yapisindaki kosullu 6nermelerdir.
Dogrudan ispat, bu kogulun mantigina en sade ve dogal yaklagimdir: Hipotez olan
p’nin dogru oldugunu kabul ederiz; ardindan tanimlari, bilinen cebirsel kurallar:
ve daha once kanitlanmig gercgekleri ardisik adimlarla uygulayarak hiikiim olan
q’ya ulagiriz.

Dogrudan ispatin mantigini kavramak icin Boliim 11 ve 12’de bdlinebilme
ve asal sayilar1 incelerken de sikga bagvuracagimiz teklik ve giftlik tanmimlariyla
baglayalim.

Tanmim 2.1 (Cift ve Tek Sayilar). n bir tam sayr olsun (n € Z):

36



Boliim 2. Ispat Nasil Yapilr

e Eger n = 2k olacak bicimde bir k € Z tam sayist varsa, n’ye bir ¢ift says

denir.

o Eger n = 2k + 1 olacak bicimde bir k € Z tam sayist varsa, n’ye bir tek

sayr denir.

Bu tamimlar yalmzca birer siniflandirma degil, ispatlarimizda dogrudan yerle-
rine koyabilecegimiz cebirsel egitliklerdir.

Teorem 2.2. Iki tek saymn toplame daima bir ¢ift sayudr.

Kamit. Adim adim dogrudan ispat zincirini kuralim:

1. Varsayim (Hipotez): x ve y iki tek say1 olsun.

2. Tanimi Uygulama: Tek say1 tanimi geregi, oyle a, b € Z tam sayilar: vardir
ki:

r=2a+1 ve y=2b+1

3. Cebirsel Islem: Bu iki say1y1 toplayalim:

r+y=2a+1)+2b+1)=2a+2b+2

4. Hedef Formu Yakalama: Elde ettigimiz ifadeyi 2 ortak parantezine ala-
biliriz:

r+y=2a+b+1)

5. Sonug¢ (Hiikiim): a ve b tam say1 oldugundan k£ = a + b + 1 sayisi da
bir tam sayidir. O halde x + y = 2k bigiminde yazlabilmektedir. Cift say1
tanimi geregince x + y zorunlu olarak bir ¢ift sayidir.

Ispat boylece dogrudan tamamlanmis olur. O

2.1.1 Karsit Pozitifle Ispat

Boliim 1’de ele aldigimiz temel mantiksal denkliklerden biri, bir kogullu énermenin
kendi karsit pozitifine denk olduguydu:

(p=4q)=(~q=—p)

Kimi zaman p’den yola c¢ikip ¢’ya ulagmak cebirsel olarak gii¢ veya dolambach
olabilir. Boyle durumlarda —q ifadesini hipotez kabul edip dogrudan adimlarla
—p’ye ulagmak ¢ok daha kolaydir. Karsit pozitifi dogrudan ispatlamak, ana iddiay:
ispatlamakla tamamen ayni giice sahiptir.

Teorem 2.3. n bir tam say olsun. Eder n® ¢ift say ise, n de ¢ift sayidar.

37



Boliim 2. Ispat Nasil Yapilir

Kanat. Bu iddiay1 dogrudan ispatlamaya calisalim: “n? cift ise n? = 2k’dir; bura-
dan n = v/2k olur.” Fakat v/2k ifadesinin neden bir tam say1 oldugunu ve neden
2’ye boliindugini agiklamak koklii ifadeler nedeniyle dogrudan adimlarla kolay
degildir.

Bunun yerine énermemizin kargit pozitifini kuralim:

o p: “n? cifttir”, ¢ “n cifttir”.

o —q: “n tektir”,  —p: “n? tektir”.

Karsit pozitif iddiamiz sudur: “Eger n tek sayi ise, n? de tek sayidir.” Simdi
bu iddiay1 dogrudan ispatlayalim:

1. n bir tek say1 olsun. O hélde bir k € Z i¢in n = 2k + 1’dir.
2. n?’yi hesaplayalim:

n? = 2k +1)? = 4k* + 4k +1 = 2(2k*> + 2k) + 1
3. k tam say1 oldugundan m = 2k? + 2k de bir tam sayidir.

4. Dolaysiyla n? = 2m + 1 bicimindedir; bu da tanim geregi n?'nin tek say
oldugunu gosterir.

Kargit pozitif (—g = —p) dogrudan kanitlandig i¢in, ana teoremimiz (p = ¢) de
ispatlanmig olur. O

2.1.2 (Coziimlii Ornekler

Ornek 2.4. Ardisik iki tam saymn carpyminan daima bir ¢ift sayr oldugunu
dogrudan ispatlayiniz.

(Céziim. Herhangi bir n € Z tam sayis1 alalim. Ardigik iki say1 n ve n + 1 olur.
Carpimlart P = n(n + 1)’dir. Bir tam say1 ya ¢ifttir ya da tektir. Bu iki durumu
ayr1 ayr1 inceleyelim (durum analizi ile dogrudan ispat):

o 1. Durum (n ¢ift olsun): n = 2k (k € Z) yazlabilir. Buradan:
P=n(n+1)=2k2k+1) =2[k(2k + 1)]
k(2k + 1) bir tam say1 oldugundan P sayisi 2'nin tam katidir, yani ¢ifttir.

e 2. Durum (n tek olsun): n = 2k + 1 (k € Z) yazlabilir. O hélde bir
sonraki say1:
ntl=(2k+1)+1=2k+2=2k+1)

olur. Carpim ise:
P=nn+1)=Q2k+1)-2(k+1)=2[2k+1)(k+1)]
bi¢imindedir. Yine 2 ortak ¢arpani elde edildiginden P cifttir.
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Her iki durumda da n(n+ 1) ¢ift gktigindan iddia tiim tam sayilar i¢in dogrudur.
O

Ornek 2.5. x ve y iki tek tam say ise, x> + y? toplamanan ¢ift oldugunu fakat 4
ile bolinemedigini dogrudan ispatlayiniz.

Cozim. x ve y tek say1 olduklarindan x = 2a+1 ve y = 2b+1 (a, b € Z) yazabiliriz.
Karelerini alip toplayalim:
22 +y* = (2a+1)* + (2b+ 1)?
= (4a® +4a+ 1) + (46> + 4b + 1)
= 4a® + 4a + 4b% + 4b + 2
Bu ifadeyi iki farklh bigimde gruplayabiliriz:
1. 2 ortak parantezine alirsak:
2%+ y* = 2(2a® + 2a + 26> + 2b + 1)
Bu ifade 2'nin kat1 oldugundan toplam kesinlikle bir ¢ift sayidir.
2. Simdi ayni ifadeyi 4 paranteziyle inceleyelim:
24yt =4 +a+ b +b)+2

a® +a+b?+4b bir tam sayidir; buna K diyelim. O halde 22 4y? = 4K 4 2'dir.
Bir sayinin 4 ile tam béliinebilmesi i¢in kalanin 0 olmasi gerekir; oysa burada
kalan daima 2’dir.

Demek ki iki tek sayinin kareleri toplamu ¢ifttir fakat asla 4’e tam boliinemez. [

Ornek 2.6. n bir tam say olsun. Ejer 3n+2 tek say ise, n'nin tek sayr oldugunu

karsit pozitif yontemiyle ispatlayiniz.

Céziim. Onermemiz sudur: “3n + 2 tek = n tek”. Bu 6nermenin karsit pozitifi:
“n ¢ift say1 ise 3n + 2 ¢ift sayidir.”

Bu yeni iddiay1 dogrudan ispatlayalim:

—_

. n bir ¢ift say1 olsun. O halde n = 2k olacak bigimde bir k& € Z vardir.
2. 3n + 2 ifadesinde n yerine 2k yazalim:
3n+2=32k)+2=06k+2
3. Ifadeyi 2 parantezine alalim:
3n+2=23k+1)
4. k tam say1 oldugundan 3k + 1 de bir tam sayidir.
5. Dolayisiyla 3n + 2 bir ¢ift sayidir.

Kargit pozitif dogru oldugundan, ana iddia da zorunlu olarak dogrudur. O
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2.2 Celigkiyle Ispat

Bazen bir sonucun neden dogru oldugunu dogrudan inga etmek gii¢ olabilir; buna
kargilik onun yanlis oldugunu varsaymanin acik bir mantiksal tutarsizlik do-
gurdugunu gostermek ¢ok daha pratiktir. Bu yonteme geligkiyle ispat (Latince
adiyla reductio ad absurdum) denir.

Celigkiyle ispatin mantiksal adimlar1 séyledir:

1.

Ispatlamak istedigimiz 6nerme P olsun.

. P’nin yanlig oldugunu, yani —=P’nin dogru oldugunu varsayariz.

Bu varsayimdan yola ¢ikarak kurala uygun mantiksal ¢ikarimlar yapariz.

. En sonunda mantiksal olarak olanaksiz bir durumla karsilagiriz: Ornegin bir

sayimin ayni anda hem tek hem ¢ift ¢cikmasi, 0 = 1 esitligi ya da bilinen bir
teoremin ihlali.

Gegerli ¢gikarim adimlar: hata iiretmeyecegine gore, bu geligkinin tek kaynagi
en basgta yaptigimiz “P yanlistir” varsayimidir.

Dolayisiyla varsayimimiz gecersizdir ve P 6nermesinin dogru oldugu kanit-
lanmis olur.

Matematik tarihinin en bilinen celigkiyle ispatlarindan biri, antik Yunan’da
gelistirilen v/2'nin irrasyonelligi teoremidir.

Teorem 2.7. \/2 bir rasyonel say: degildir (yani irrasyoneldir).

Kanit. 1ddianimn tersini varsayalim: v/2 bir rasyonel say1 olsun.

1.

Rasyonel say1 tanimi geregi, /2 sayisi aralarinda asal iki pozitif tam sayinin
orani olarak yazilabilir:

V2== (a,beZ")

S e

Buradaki temel kabuliimiiz, kesrin en sade halinde olmasidir; yani a ve b’nin
1’den biiyiik ortak boleni yoktur (6zellikle ikisi birden ¢ift say1 olamaz).

Esitligin her iki tarafinin karesini alalim:

a2

_ 2 _ 2

a? = 2b? esitligi, a®’nin bir ¢ift say1 oldugunu soyler. Boliim 2.1’de kanitla-

digimiz teorem uyarinca, bir tam sayimnin karesi ¢ift ise kendisi de cifttir. O
halde a bir ¢ift sayidir.
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4. a cift olduguna gore, bir k € Z* icin a = 2k yazabiliriz. Bunu bir énceki
denklemde yerine koyalim:

(2k)? = 2b* = 4k? =20 — b? = 2k°
5. Simdi bu son esitlige bakalim: b> = 2k? olduguna gore b2 de bir ¢ift sayidir.
Yine aym kuraldan 6tirii b de zorunlu olarak bir ¢ift say1 olmalidir.

6. Elde ettigimiz sonuglar: birlegtirelim: Hem a’nin hem de b’nin ¢ift oldugunu
bulduk. Tkisi de cift ise, her ikisi de 2’ye tam béliiniir.

7. Bu durum, en bagta yaptigimiz “a/b kesri en sade haldedir, a ve b’nin 1’den
biiyiik ortak boéleni yoktur” kabuliiyle gelisir.

Bu celigki, v/2’nin rasyonel oldugu yoniindeki varsayimin yanlis oldugunu kanitlar.
Demek ki v/2 bir rasyonel say1 olamaz; irrasyoneldir. O

2.2.1 Coziimlii Ornekler

Ornek 2.8. Toplamlar: 100 olan 5 tam saywman en az birinin 20 °den biyiik veya
ona esit olmast gerektigini celiskiyle ispatlayiniz.

Céztim. Sayllarimiz x1, 9, T3, T4, x5 € Z olsun ve x1 + xo + x3 + x4 + x5 = 100
verilsin.

Ispatlamak istedigimiz iddia: “3i € {1,2,3,4,5},z; > 20"
Bu iddianin olumsuzunu varsayalim: Sayilarin hicbiri 20’ye esit veya biiyiik olma-
sin. Yani her bir say1 20’den kesinlikle kiiciik olsun:
ViE{l,2,3,4,5}, ;<20 = x; <19
Simdi bu 5 saymin toplamini iistten simirlandiralim:
r1+zot+ a3+ ra+25 <194+19+19+19419 =95
Fakat bize verilen basglangi¢ kogulu toplamin tam olarak 100 olduguydu:

100 <95

Bu durum acik bir geligkidir. Demek ki varsayimimiz yanligtir; sayilardan en az biri
20 veya daha biiyiik olmak zorundadir. (Bu akil yiirtitme, Boliim 7’de gorecegimiz
Giivercin Yuvasi Ilkesimin de temelini olugturur). O

Ornek 2.9. r bir rasyonel sayr (r € Q) ve x bir irrasyonel say olsun. r + x
toplamanin bir irrasyonel sayr oldugunu ispatlayiniz.
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Céziim. Celigki yontemini uygulayalim. Toplamin irrasyonel olmadigini, yani bir
rasyonel say1 oldugunu varsayalim:

r+z=q (¢€Q)

Esitlikte z’i yalniz birakalim:

r=q-—r
q ve r iki rasyonel say1 oldugundan, ¢ = ¢ ve r = § (a,c € Z ve b,d € Zt)
biciminde yazilabilir. Farklarii alalim:
a ¢ ad-—bc
xr= - — — =
b d bd

Tam sayilar kiimesi ¢arpma ve ¢ikarma altinda kapali oldugundan ad — be bir tam
sayidir. Benzer bicimde bd de sifirdan farkli bir tam sayidir.

Dolayisiyla x, iki tam sayinin orani bigiminde yazilabilmistir; yani € Q (ras-
yonel) olmalidir.

Fakat problemin baginda x’in bir irrasyonel say1 oldugu verilmigti. Bir say1
ayni anda hem rasyonel hem irrasyonel olamaz. Bu celigki varsayimimizi gecersiz
kilar. O halde r + x toplam1 kesinlikle irrasyoneldir. O

Ornek 2.10. Karesi bir ¢ift say olan en kiigik pozitif tek sayiman var olmadifins
celiskiyle ispatlayiniz.

Coziim. 1ddia sudur: Karesi cift olan hicbir pozitif tek say1 yoktur. Tersini varsa-
yalim: Karesi ¢ift olan en az bir n pozitif tek sayisi var olsun.

1. n tek olduguna gore n = 2k + 1 (k € N) bigimindedir.
2. Karesini alalim:

n? = (2k +1)* = 4k* + 4k +1 = 2(2k* 4+ 2k) + 1

3. Bu esitlik n?nin kesinlikle bir tek say1 oldugunu gésterir.

2

4. Ancak varsayimmimiz n<’nin bir ¢ift say1 olduguydu.

5. Bir tam say1 ayni anda hem tek hem ¢ift olamaz.

Bu celigki varsayimi gegersiz kilar. Dolayisiyla karesi ¢ift olan tek bir pozitif tek
say1 bile bulunamaz. O
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2.3 Kars1 Ornekle Ciiriitme

Matematikte genel bir kurali dogrulamak ile ¢lriitmek arasinda belirgin bir asi-
metri bulunur. Bir iddianin dogrulugunu gostermek igin olasi tiim durumlar: kap-
sayan bir kamt sunmak gerekirken, evrensel bir iddiay1 (Vz, P(x)) ¢lrtitmek igin
kurala uymayan tek bir Ornek gostermek yeterlidir. Bu 6rnege karsi ornek
(counterexample) denir.

Boliim 1’de inceledigimiz mantiksal denklik bu durumu agikca gosterir:
-(Vz € A, P(x)) =3x € A, ~P(x)

Yani “her eleman kogulu saglar” iddiasinin degili, “kogulu saglamayan en az bir
eleman vardir” ifadesidir.

2.3.1 Ogrenci Tiimevarimi Tuzagi

Yarigmalara hazirlanan 6grencilerin sikga diigtiigii yanilgilardan biri, bir iddianin
ilk birkag¢ deger icin saglandigini goriince onun genel bir kural olduguna hiitkmet-
mektir: “n = 1 i¢in dogru, n = 2 i¢in dogru, n = 3 i¢in dogru; demek ki her n igin
gecerlidir.” Bu ¢ikarim bigimi matematikte kanit sayilmaz.

Tarihte 6nde gelen matematikc¢iler dahi bu tuzaga dair carpici 6érnekler birak-
migtir:

« Euler’in Asal Ureten Polinomu: Leonhard Euler, f(n) = n? + n + 41
polinomunu incelemistir.

n=0 = 41 (asal)
n=1 = 43 (asal)
n =2 = 47 (asal)

n =39 = 397 + 39+ 41 = 1601 (asal)

Bu formiil n = 0’dan n = 39’a kadar tam 40 adim boyunca kesintisiz olarak
asal say1 tiretir. Ilk 40 denemeyi géren biri formiiliin daima asal tirettigine
kolayca inanabilir.

Fakat n = 40 koydugumuzda:
f(40) = 40 +40+41 = 40(404+1) +41 = 40 x 41 +41 = 41 x (40+1) = 412

elde edilir. 412 = 1681 sayis1 41’e tam boliiniir ve asal degildir. n = 40 tek
basina bu genel iddiay: ciiriiten bir karsi 6rnektir.

« Fermat Sayilar:: Pierre de Fermat, F,, = 22" + 1 bicimindeki sayilarin her
n > 0 icin daima asal oldugunu 6ne siirmiigtiir. Ik birkac degere bakalim:

Fy=3, Fi =5 =17, F3=257, FIy=:65537
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Bu sayilarin hepsi gercekten asaldir. Ancak yaklasik bir asir sonra Euler,
n =5 icin:
Fy = 2% + 1 = 4294967297 = 641 x 6700417

oldugunu gostererek Fermat'nin iddiasini tek bir kargi 6érnekle clirtitmiistiir.

2.3.2 Co6ziimlii Ornekler

Ornek 2.11. Asaqidaki iddialarin yanhs oldujunu birer karsy ornek gostererek
curutuniz:

1. “Biitiin tek sayilar asal sayidir.”

2. “Iki irrasyonel saywmn toplama daima irrasyoneldir.”

3. “Herhangi a,b,c € R icina-b=a-c ise b= c’dir.”
Céziim. Her iddiay1 tek bir karsi 6rnekle gegersiz kilalim:

1. Iddia: Vn € Z, (n tek = n asal).
Karsi ornek: n = 9 segelim. 9 = 2 x4+ 1 oldugundan bir tek sayidir; ancak
9 = 3 x 3 oldugundan asal degildir. n = 9 iddiay1 c¢iiriitmeye yeterlidir.

2. lddia: z,y ¢ Q =z +y ¢ Q.
Kars: 6rnek: = /2 ve y = —v/2 secelim. Her ikisi de irrasyoneldir. Fakat
toplamlari:

z+y=V2+(-v2)=0

olur. 0 = % bir rasyonel sayidir. Dolayisiyla iddia genel olarak dogru degildir.

3. Iddia: a-b=a-c=b=c.
Kars1 ornek: a = 0,b = 2, ¢ = 5 segelim.

a-b=0-2=0 ve a-c=0-5=0

Burada a - b = a - ¢ egitligi saglamir; ancak 2 # 5tir (b # ¢). Sifir garpam
iddiay1 gecersiz kilar.

O]

Ornek 2.12. Bir Ggrenci “n bir pozitif tam say ise n?> —n + 11 sayst daima

asaldir” iddiasinda bulunmaktadir. Bu iddiay ¢lriten en kiigik n pozitif tam
saysing bulunuz.
Cozim. Ifademiz f(n) = n? —n + 11’dir. Kiiciik degerleri inceleyelim:

en=1= 1-1+11=11 (asal)
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e n=2 = 4—2+11=13 (asal)
e n=3 = 9—-3+11=17 (asal)
e n=4 = 16 —4+ 11 = 23 (asal)
e n=5 = 25 -5+ 11 =31 (asal)

Denemelere devam etmek yerine ifadenin cebirsel yapisina bakalim: Ifadenin 11’in
kat1 olmasini nasil saglarz? Eger n? — n kism1 11’in bir kati olursa, toplamimn
tamami 11°e boliiniir ve say1 asal olmaktan gikar:
n?—n=n(n-1)
Eger n = 11 secersek:
fA1) =112 =11 + 11 = 11% = 121

elde edilir. 121 = 11 x 11 oldugundan asal degildir.

Peki 11’den daha kiigiik bir kargit 6rnek var midir? n(n — 1) ¢arpiminim 11°e

boliinmesi icin n — 1 = 11 = n = 12 gerekir. n = 1,...,10 degerleri icin
n? —n + 11 asal kalir. O halde iddiay1 ciiriiten en kiiciik pozitif tam say1 n =
11°dir. O

2.4 Tiimevarim ve Toplam Gosterimi

Dogal sayilar iizerine kurulu iddialar1 (Vn € N*, P(n)) ispatlamanin en etkili ve
sistematik yolu matematiksel tiimevarim (mathematical induction) yontemi-
dir.

Timevarimin calisma mantigini yan yana dizilmis sonsuz sayida domino tasi
tizerinden diigiinebiliriz:

1. Taban Adimi (Base Case): Ik domino tagimni devirebiliyor muyuz? Yani
P(1) dogru mudur?

2. Tiimevarim Adim (Inductive Step): Herhangi bir k. tag devrildiginde,
bir sonraki (k 4 1). tagt da mutlaka deviriyor mu? Yani P(k) = P(k + 1)
gerektirmesi genel olarak gecerli midir?

Bu iki kosul saglandiginda, ilk tag devrildiginde ikinciyi, ikinci iig¢iinciiyli devirecek
ve zincirleme bir bicimde tiim taglar devrilecektir.

Teorem 2.13 (Matematiksel Tiimevarim Ilkesi). P(n), pozitif tam saylar (n €
Z* ) idizerinde tanamly bir a¢ik onerme olsun. Eger:

1. P(1) dogru ise, ve

2. Herhangi bir k > 1 tam saysu i¢in P(k) nin dogrulugu P(k + 1)’in dogrulu-
gunu gerektiriyorsa (P(k) = P(k+1)),

o0 hdlde her n € Z" i¢in P(n) dogrudur.
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2.4.1 Toplam Gosterimi (>))

Ardigik terimlerin toplamini uzun uzadiya a; + ao + - - - 4+ a, bigiminde yazmak
yerine matematikte biiytik Yunan harfi Sigma () ) ile gosterilen toplam sembolii
kullanilir:

n
Zai:a1+a2+a3+---+an
i=1
Burada ¢ degiskenine toplam indisi denir; 1 indisin baslangic degerini, n ise bitisg
degerini belirtir.
Timevarimin en bilinen uygulamalarindan biri olan Gauss toplam formiiliini
ele alalim.

Teorem 2.14 (Gauss Toplam Formiilii). Ik n pozitif tam saywnn toplama:

n

d i=14243+-+n=

=1

n(n+1)
2

formiiliiyle verilir.

Kamit. Timevarim ilkesinin iki adimin uygulayalim:

1. Taban Adim (n = 1): Sol taraf: Yalmzca ilk terim vardir, yani 1. Sag
taraf: Formiilde n = 1 yazalim:
1-(1+1) 1-2

= :1
2 2

Sol taraf ile sag taraf birbirine egittir (1 = 1). Taban adim1 dogrulanmgtir.

2. Tiimevarim Adimi: Bir £ > 1 tam sayisi i¢in formiiliin dogru oldugunu
varsayalim (tiimevarim hipotezi):

k(k + 1)

L24 e d k==

Amacimiz, bu hipotezi kullanarak esitligin n = k 4+ 1 i¢in de saglandigini, yani:

1424t kAt (k1) = (k+1)((ké+1)+1) _ (k:+1)2(k:+2)

sonucuna vardigini gostermektir.

k + 1 terimli toplamin sol tarafin1 yazalim ve ilk k terimi tiimevarim hipotezi-
mizle degigtirelim:

k(k+1
1+2+---+k+(k+1):w+
—_——

_ k(k+1)
)

(k+1)
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Ortak payda olugturalim:

k(k+1) +2(k + 1)
2

Pay kismini (k + 1) ortak parantezine alalim:

(k 4+ 1)(k + 2)
2

Bu, n = k 4 1 icin elde etmek istedigimiz ifadedir.

Taban adimi ve tiimevarim adimi saglandigindan, matematiksel tiimevarim il-
kesi geregince formil tiim n > 1 tam sayilar: i¢in gegerlidir. O

2.4.2 (Coziimlii Ornekler

Ornek 2.15. [ik n pozitif tek tam saywnan toplamanin n? oldugunu, yani:

n
> @i-1)=1+3+5+-+(2n—1)=n’

=1

esitliging timevarim yontemiyle ispatlayiniz.

Cézim. 1. Taban Adimi (n = 1): Sol taraf: 2(1) — 1 = 1. Sag taraf: 12 = 1.
Esitlik n = 1 i¢in dogrudur.

2. Tiimevarim Adimi: Iddianm n = k icin dogru oldugunu varsayalim:
14345+ +(2k—1)=k&

n = k 4+ 1 durumunu inceleyelim. Bu durumda toplama bir sonraki tek say1 olan
2(k+1) —1=2k+1 eklenir:

14345+ +Ck—1)+2k+1)=k>+2k+1

—k2

Cebirsel tam kare acilimindan biliyoruz ki:
k2 42k +1=(k+1)>

Bu da formiliin n = k£ + 1 icin 6ngordiigh degerdir.

Tiimevarim tamamlanmistir; ilk n tek saymin toplami daima n?’dir. O

Ornek 2.16. Her n > 1 tam sayse i¢in 32" — 1 sayisian 8 ile tam bolindidini
timevarimla ispatlayiniz.
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Cézim. 1. Taban Adim (n = 1):
320 —1=32-1=9-1=38

8 sayis1 8’e tam bolintr (8 = 8 x 1). Taban adim saglanir.

2. Tiimevarim Adimi: n = k igin ifadenin 8’e boliindiigiinii varsayalim; yani
bir m € Z igin:
3% —1=8m = 3% =8m+1

olsun. Simdi n = k + 1 i¢in ifadeyi hesaplayalim:
Tiimevarim hipotezimiz olan 3%* = 8m + 1 degerini yerine yazalim:
9-@m+1)—1=72m+9 -1

="72m+ 8
=8(9m+1)

m bir tam say1 oldugundan 9m + 1 de bir tam sayidir. Elde edilen ifade 8’in kati
oldugundan, n = k + 1 icin de 8 ile tam boliinir.

Tiimevarim ilkesi uyarinca iddia her n > 1 icin dogrudur. O

Ornek 2.17. Her n > 4 tam sayse icin 2" > n? esitsizliginin saglandigine time-
varimla ispatlayiniz.

(Cézim. Burada taban adimimizin 1 degil 4 olduguna dikkat ediniz (n = 3 igin
23 = 8 < 32 = 9 olurdu).

1. Taban Adim (n = 4): Sol taraf: 2* = 16. Sag taraf: 4> = 16. 16 > 16
saglandigindan taban adimi gegerlidir.

2. Tiimevarim Adimu: k > 4 icin 2 > k? oldugunu varsayalim. n = k + 1
icin 281 > (k 4 1)? oldugunu gostermek istiyoruz. Sol taraftan baglayalim:

2kl — 2.9F > 9k  (tiimevarim hipotezinden)

Simdi 2k? > (k +1)? oldugunu gésterebilirsek zincir tamamlanacaktir. Farki ince-
leyelim:

2k* — (k+1)2 =2k* — (K* +2k+1)=k* -2k — 1 =k(k —2) - 1
k > 4 oldugunu biliyoruz. O héalde:
k(k—2)—1>4(4—-2)—1=4(2)—-1=7>0
Fark pozitif olduguna gére 2k% > (k + 1)?’dir. Buradan:
2Rl > 9k% > (k4 1)?

elde edilir. Ispat tamamlanmgtir. O
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2.5 Ispath Kiigiik Ornekler

Ogrendigimiz ispat tekniklerini yarismalarda karsilasilan klasik problemlere ve
algoritmik diisiinceye uygulayalim.
2.5.1 Rekiirsiyon ve Tiimevarim Kardesligi

Bilgisayar biliminde bir problemin ¢oziimiinii kendi alt problemlerine indirgeyerek
tanimlamaya rekiirsiyon (recursion) denir (bu kavram Boliim 26’da ayrmntili bi-
¢imde ele alimacaktir). Rekiirsiyon ile matematiksel tiimevarim birbirini dogrudan
tamamlar:

o Tiimevarim ¢oziimii tabandan yukariya dogru insa eder (1 —2 — 3...).

 Rekiirsiyon ise problemi adim adim taban duruma (base case) indirger.

Asagidaki C kodunu ele alalim:

// n pozitif tam sayisinin faktoriyelini hesaplar
int faktoriyel(int n) {
if (n<=1) {
return 1; // Taban adimi (base case)
}

return n * faktoriyel(n - 1); // Ozyinelemeli adim

Bu fonksiyonun her n > 1 icin dogru calistiginin dogrulamasi dogrudan mate-
matiksel tiimevarimla yapilir:

1. n = 1 i¢in kod if bloguna girer ve 1 dondiirtir. 1! = 1 oldugundan taban
adimi gecerlidir.

2. Fonksiyonun k igin dogru ¢alistigini varsayarsak (faktoriyel(k) = k!), k+1
cagrildiginda (k+1) * faktoriyel(k) = (k+ 1) k! = (k + 1)! degerini
iiretecektir. Tiimevarim adimi tamamlanir.

2.5.2 Klasik Coziimlii Problemler

Ornek 2.18 (L-Tromino ile Tahta Doseme). Bir kenar: 2™ birim olan (2" x 2")
kare bir satrang tahtasimdan rastgele tek bir birim kare kesilip ¢ikartiliyor. Ge-
riye kalan 2°™ —1 adet birim karenin, her biri 3 birim kareden olusan L bicimindeki
taslarla (L-tromino) bosluksuz ve tasma olmadan tamamen désenebilecegini her
n > 1 i¢in ispatlayiniz.

(Céziim. Bu geometri problemini matematiksel tiimevarimla ¢6zebiliriz:

1. Taban Adimi (n = 1): Tahtamiz 2! x 2! = 2 x 2 boyutundadir ve toplam
4 karesi vardir. Herhangi 1 kare c¢ikarildiginda geriye tam olarak 3 kare kalir. Bu
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3 kare kendiliginden tam bir L-tromino seklindedir. Dolayisiyla 1 tag ile tahta
dogenir. Taban adimi saglanir.

2. Tiimevarim Adimi: Iddianin n = & icin dogru oldugunu kabul edelim: 1
karesi eksik herhangi bir 2% x 2¥ tahta L-trominolarla désenebilsin.

Simdi 281 x 281 boyutundaki tahtayi ele alalim. Bu tahtay1 tam ortadan
yatay ve dikey cizgilerle bolerek dort adet 2* x 2¥ boyutunda ceyrek tahtaya
ayiralim.

Eksik olan tek kare, bu dort ceyrekten yalnizca birinin icinde yer alir.

o Eksik kareyi barindiran ¢eyrek tahta, tiimevarim hipotezimiz geregince tek
basina dogenebilir.

o Eksik karesi olmayan diger ii¢ ¢eyrek tahtaya gelince: Biiyiik tahtanin tam
merkezine, eksik karesi olmayan {i¢ ceyregin kesistigi koseleri ortecek bi-
¢imde tek bir L-tromino yerlegtirelim.

e Bu hamleyle, diger li¢ ceyrek tahtanin da merkezdeki birer karesi ortiilmiig
olur. Artik o {i¢c ceyrek tahta da “birer karesi eksilmis 2¥ x 2* tahtalara”
dontistir.

e Timevarim hipotezimize goére bu i¢ ¢eyrek de bagimsiz olarak L-
trominolarla tamamen dosenebilir.

Boylece 2811 x 25+ tahtanin tamami dogenmis olur. Tiimevarim ilkesi geregi iddia
her n > 1 igin gegerlidir. O

Ornek 2.19. Ardisik di¢ tam saywmn toplamamin daima 3 ile tam bélindigini
dogrudan ispatlayiniz.

Céziim. Ardigik ii¢ tam sayiy1 temsil etmenin iki yolu vardir:
e Birinci yol: n,n + 1,n 4+ 2. Toplamlar:

n+n+1)+(n+2)=3n+3=3(n+1)

o Ikinci (daha simetrik) yol: Ortadaki sayiya m dersek sayilar m — 1, m,m + 1
olur. Toplamlari:

(m—1)+m+(m+1)=3m

Her iki durumda da toplamin 3 ortak ¢arpanina sahip oldugu gériiliir. Sayilar tam
say1 oldugundan toplam daima 3’{in tam katidir. O

Ornek 2.20. Bir cember etrafina 1,2,3,...,6 sayilar, rastgele bir sirayla dizil-
mistir. Cember tizerinde yan yana bulunan ardisik ti¢ sayrnin toplamimin en az 11
olmasy gerektigini celiski yontemiyle ispatlayiniz.
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Céziim. Cember tizerindeki sayilar: saat yoniinde sirasiyla ai, ao, as, aq, as, ag ola-
rak adlandiralim. Boliim 4’te ele alacagimiz permiitasyon kavramiyla ifade edersek,
bu sayilar 1,2, 3,4, 5, 6’nin bir dizilimidir; dolayisiyla toplamlari:

6
Zai:1+2+3+4+5+6:21
=1

olur.

Cemberi ardigik tigerli iki ayrik gruba ayiralim:
S1=a1+az+a3 ve Sp=as+as+ag
Bu iki grubun toplami tiim sayilar1 kapsar:
S1+S2 = (a1 +az+a3)+ (as+as+ag) =21

Simdi iddiamizin tersini varsayalim: Cember iizerindeki ardigik higbir ii¢ sayinin
toplami 11 veya daha fazla olmasin. Yani yan yana her ii¢ sayinin toplami en fazla
10 olsun:

51§10 ve SQSlO

Bu iki esitsizligi taraf tarafa toplayalim:
S1+ 52 <10+ 10 =20
Fakat biz S 4+ S2 = 21 oldugunu biliyoruz:
21 <20

Bu bir geligkidir. O héalde varsayimimiz yanligtir; ¢gember iizerindeki ardigik g
sayinin toplami en az bir yerde 11’e esit veya 11’den biiyiik olmak zorundadir. [J
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Boliim 3

Saymanin Temel Ilkeleri

Bir algoritmanin ¢aligma siiresini analiz ederken, bir gifrenin giivenligini degerlen-
dirirken ya da bir veri yapisindaki olasi durumlari incelerken temel bir soruyla
karsilagiriz: “Burada kag farkli durum vardir?”

Kombinatorik, sonlu ya da ayrik yapilarin eleman sayilarini belirleyen mate-
matik daldir. Ilk bakista saymak, nesneleri birer birer gostermek kadar yalin bir
eylem gibi goriinebilir. Ancak incelenen nesnelerin sayisi binleri, milyonlar: ya da
milyarlar: astiginda nesneleri tek tek listelemek miimkiin olmaz. Ornegin 64 kare-
lik bir satranc tahtasina taglarin dizilme bicimlerinin sayisi evrendeki atomlarin
sayisindan ¢ok daha fazladir.

Bu nedenle nesneleri tek tek saymak yerine, kurallara dayali sistematik sayma
yontemleri kullanilir. Kombinatorik, temelde iki ilke {izerine kuruludur: ¢arpma
kurali ve toplama kurali. Bu boliimde, sayma kuraminin bu iki temel yap1 tagini
somut orneklerle ele alip genel formiillerine ulagacagiz.

3.1 Carpma Kurah

Giindelik bir problemle baglayalim: Gardirobunuzda 3 farkh gomlek (Mavi, Beyaz,
Cizgili) ve 4 farkli pantolon (Siyah, Gri, Kot, Bej) bulunuyor. Bir gémlek ve bir
pantolondan olusan bir kiyafeti kag farkli sekilde segebilirsiniz?

Secenekleri listeleyelim:

o Mavi gomlek segilirse yanina 4 farkl pantolondan biri giyilebilir: (Mavi, Si-
yah), (Mavi, Gri), (Mavi, Kot), (Mavi, Bej) — 4 segenek.

o Beyaz gomlek segilirse yine 4 farklh pantolon segenegi vardir: (Beyaz, Siyah),
(Beyaz, Gri), (Beyaz, Kot), (Beyaz, Bej) — 4 secenek.

o Cizgili gémlek segilirse yine 4 farklh pantolon segenegi vardir: (Cizgili, Siyah),
(Cizgili, Gri), (Cizgili, Kot), (Cizgili, Bej) — 4 segenek.
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Her goémlek se¢imi icin pantolon segeneklerinin sayis1 degismez ve her biri i¢in
4 yeni durum ortaya ¢ikar. Toplam secenek sayisi:

44+44+4=3x4=12

olur. Bu kombine bir de 2 farkli ayakkab: ¢ifti (Spor, Klasik) eklenseydi, bu 12
durumun her biri igin 2 farkli ayakkabi segilebilecek ve toplam segenek sayisi
12 x 2 = 24 olacaktr.

Bu gozlem bizi saymanin ilk temel ilkesine gotiiriir:

Tanmim 3.1 (Carpma Kurali / Bagimsiz Adimlar Ilkesi). Bir islem birbiri ardina
gergeklestirilen k advmdan olugsun:

e 1. adim ny farkl yolla yapilabiliyorsa,
e 1. adwm nasil yapilirsa yapilsin, 2. advm no farkl yolla yapilabiliyorsa,

e 1. we 2. advmlar nasil yapilirsa yapisin, 3. adim ns farkl yolla yapilabili-
yorsa,

o IIk (K —1) adum nasil yapilirsa yapilsin, sonuncu k. advm ny farkh yolla
yaprlabiliyorsa;

bu islemin tamama sirasiyla
N1 XnNng Xng X - XN

farkly yolla gerceklestirilebilir.

3.1.1 Kiimeler Kurami Acgisindan Carpma Kural

Boélim 1’de kurdugumuz kiime kavramlarini hatirlayalim. A ve B iki sonlu kiime
olsun. Bu iki kiimenin elemanlarindan olugturulan tiim sirali ikililerin ((a, b)) ki-
mesine A ile B'nin Kartezyen carpim denir ve A x B ile gosterilir:

Ax B={(a,b)|a€ Avebe B}

Teorem 3.2. A ve B sonlu iki kiime olmak tizere, Kartezyen carpimin eleman
sayst kimelerin eleman sayilarimin carpimana esittir:

|Ax B|=[A]-|B]|
Kanit. A = {a1,a9,...,a,} ve B = {b1,ba,...,b,} olsun. Dolayisiyla |A| = m

ve |B| = n’dir. A x B’nin tiim elemanlarim satir ve siitunlardan olusan bir tablo
biciminde diizenleyelim:
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b by ... by
al ((ll,bl) (al,bg) e (al,bn)
as | (a2,b1) (a2,b2) ... (a2,by)
Qm (amabl) (amabZ) . (amabn)

Bu tablonun m satir1 ve her satirinda n eleman vardir. Tablodaki hi¢cbir eleman
birbiriyle ayni degildir ve olas1 tiim (a;,b;) ciftleri bu tabloda yer alir. O hélde
toplam eleman sayis1 satir sayisi ile siitun sayisiin ¢arpimidir:

|Ax Bl=m-n=|A|-|B|
Boylece esitlik gosterilmis olur. O

Onemli Bir Ayrim: Carpma kuralinda adimlarin birbirinden bagimsiz olmast,
her adimda secilen nesnelerin ayni kiimeden gelmesi gerektigi anlamina gelmez.
Onemli olan, secenek sayisinin sabit kalmasidir. Ornegin 5 kisi arasindan bir
bagkan ve bir bagkan yardimcisi segecek olalim:

o Bagkan i¢in 5 aday vardir (n; = 5).

o Bagkan kim secilirse secilsin, secilen kisi bagkan yardimcisi olamayacagindan
geriye 4 aday kalir (ny = 4).

o Ikinci adimdaki adaylarm kimler oldugu birinci adimdaki secime baghdir;
ancak adaylarin sayisi her durumda 4’tir.

e Dolayisiyla ¢arpma kurali gegerlidir: Toplam 5 x 4 = 20 farkl se¢im yapila-
bilir.
3.1.2 Coziimlii Ornekler

Ornek 3.3. {1,2,3,4,5} kiimesinin elemanlar: kullanilarak:

1. U¢ basamakh kag farkh dogal saiyr yazilabilir?

2. Rakamlar: birbirinden farkl ii¢ basamakly kag farkl dogal sayr yazilabilir?

Cé6ziim. Ug basamakli bir say1y1 olusturmak, yiizler, onlar ve birler basamagini
belirlemekten olugsan 3 adiml bir iglemdir.

1. Rakam tekrar: serbestken:

o Yiizler basamag: igin {1,2,3,4,5} kiimesinden 5 segenek vardur.

e Onlar basamag: i¢in yine 5 segenek vardir (kullanilan rakam tekrar
secilebilir).
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e Birler basamag icin yine 5 segenek vardir.
Carpma kurali uyarinca:
5x5x5=>5"=125
farkli say1 yazilabilir.
2. Rakamlar1 farkhiyken:

o Yiizler basamag: icin 5 secenekten biri secilir.

e Onlar basamag i¢in, ytizler basamaginda kullanilan rakam hari¢ kalan
4 secenekten biri secilir.

o Birler basamag icin, ilk iki basamakta kullanilan rakamlar haric kalan
3 secenekten biri secilir.

Carpma kurali uyarinca:
5x4x3=60

farkl say1 yazilabilir.

O]

Ornek 3.4. Bilgisayar biliminde temel bilgi birimi bit’tir (0 veya 1). Sekiz bitten
olusan bir dizgiye bir bayt (byte) denir (6rnegin 10110010). Bir bayt ile kag farkl
bilgi (karakter ya da sayi) temsil edilebilir?

(Cézim. Bir bayt olugturmak, art arda 8 pozisyonun her birine bir bit (0 veya 1)
yerlegtirmek anlamina gelir:

Her pozisyon i¢in 2 farkli segenek vardir (0 veya 1):

e 1. bit: 2 secenek
e 2. bit: 2 segenek
o 8. bit: 2 segenek
Carpma kurali geregince toplam farkh dizgi sayisi:

2Xx2X2x2x2x2x2x%x2=2%=256

8 adim

olur. Bu nedenle 1 baytlik bellekte 0 ile 255 arasindaki tam sayilar ya da standart
ASCII tablosundaki 256 farkli karakter saklanabilir. O
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Ornek 3.5. 4 farkly mektup, 3 farkl posta kutusuna her kutuda istenen saiyda
mektup bulunabilecek sekilde kag farkly bicimde atilabilir?

Céziim. Bu tip sorularda sik karsilagilan tereddiit, cevabin 3% mii yoksa 4% mii
oldugudur. Bu ayrimi yapmanin pratik yolu sudur: “Karar1 veren kimdir?”

e Posta kutular1 mektuplar: segemez; kutu se¢im yapmaya kalkarsa hangi mek-
tubun hangi kutuya gidecegi belirsizlesir.

e Karar mektuplar tizerinden verilir: Her mektup sirayla ele alinir ve hangi
kutuya atilacag: belirlenir.

Adimlar: tanimlayalim:

e 1. mektup igin 3 farkli kutu segenegi vardir.
e 2. mektup igin 3 farkli kutu segenegi vardir.
e 3. mektup igin 3 farkli kutu segenegi vardir.

e 4. mektup igin 3 farkli kutu segenegi vardir.
Her mektubun secimi bagimsiz oldugundan carpma kurali uygulanir:
3x3x3x3=3"=81
farkli dagitim yapilabilir. O

Ornek 3.6. A sehrinden B sehrine 3 farkl kara yolu, B sehrinden C sehrine ise
4 farkl kara yolu bulunmaktadar.

1. A’dan C’ye B fdzerinden kag farkl yoldan gidilebilir?

2. A’dan C’ye gidip tekrar A’ya dénecek olan bir striict, donerken gittigi yol-
larr aynen kullanmamak sartwla kag farkl gidis-donis rotast izleyebilir?

Céziim. 1. A’dan C’ye gitmek 2 adimh bir iglemdir: Once A — B (3 segenek),
ardindan B — C (4 segenek). Carpma kurali uyarmca:

3x4=12
farkli rota vardir.
2. Gidig-doniig igslemi toplam 4 adimdan olusur:

e A — B gidis: 3 yol secenegi.
e B — C gidis: 4 yol segenegi.

e C — B doniig: Giderken kullanilan yol kullanilamayacagindan geriye
kalan 4 — 1 = 3 secenek.
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e B — A doéniig: Giderken kullanilan yol kullanilamayacagindan geriye
kalan 3 — 1 = 2 secenek.

Carpma kurali geregince toplam rota sayisi:
3Xx4x3Ix2="T72

farkli bicimde belirlenebilir.

3.2 Toplama Kural

Carpma kuralinda adimlar birbirini izliyordu (“6nce bunu yap ve sonra sunu
yap”). Segenekler ardigik adimlar yerine birbirinin alternatifi olan ayrik yollardan
oluguyorsa toplama kurali devreye girer.

Ornegin Ankara’dan Istanbul’a seyahat etmek istediginizi varsayalm. Iki ula-
sim tiirit bulunmaktadir: Ugak veya hizl tren. Giin icinde 3 farkl ucak seferi ve
5 farklh hizli tren seferi vardir. Bu yolculuk igin kag farkli sefer segenegi bulunur?

Burada bir ucak seferi ve bir tren seferi ayni anda segilemez; ya bir ugak se-
feri veya bir tren seferi segilir. Bu iki segenek grubu birbirini diglar (ayriktir).
Dolayisiyla toplam segenek sayisi:

34+5=8
olur. Bu mantik toplama kuralidir.

Tanim 3.7 (Toplama Kurali / Ayrik Durumlar ﬂkesi). Bir islem, birbirini disla-
yan k farkl durumdan biriyle yapilabilsin:

e 1. durum ny farklh yolla,

e 2. durum ng farklh yolla,

k. durum ny farklh yolla gerceklesebiliyorsa;

ve bu durumlarin hi¢biri ayni anda gerceklesemiyorsa (yani durumlar ikili olarak
ayriksa), bu islem toplam

ny+mng+---+ng

farkly yolla yapilabilir.
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3.2.1 Kiimeler Kurami Ag¢isindan Toplama Kurali

Boliim 1’de ayrik kiimeleri AN B = () olarak tanimlamigtik. Toplama kurali, ayrik
kiimelerin birlegiminin eleman sayisini verir.

Teorem 3.8. Ay, Ao, ..., A sonlu kiimeler olsun. Bu kiimeler ikili olarak ayriksa
(yani her i # j i¢in A;NA; = 0), birlesimlerinin eleman sayist kimelerin eleman
sayilary toplamana egittir:

AT U Ay U ---U Ag| = |Aq| + |Ag| + - + | Ag]

Kanst. Klmeler ikili olarak ayrik oldugundan, hi¢cbir eleman birden fazla kiimede
yer almaz. Dolayisiyla birlegsimdeki tiim elemanlar: saymak, her kiimenin eleman-
larini bagimsiz olarak sayip bu degerleri toplamaktan ibarettir. O

Onemli Bir Uyar1 (Ayrik Olmama Durumu): Toplama kuralimi dogrudan
uygulayabilmek icin durumlarin kesisimsiz olmas: sarttir. Iki kiimenin ortak ele-
manlar1 varsa (AN B # (), dogrudan toplama iglemi ortak elemanlarin ikiger kez
sayilmasina yol agar.

Bolim 1’de gordiigiimiiz gibi genel durumda:
|AUB| =|A|+ |B| - |AN B

bagintis1 gecerlidir. Incelenen durumlarin ayrik oldugundan emin olunmadikca
dogrudan toplama yapilamaz; kesigim kiimesinin ¢ikarilmas: gerekir (bu yaklagim
Boliim 8'de Icerme-Disarma ilkesi baghg: altinda ayrintil bicimde incelenecektir).

3.2.2 (Coziimlii Ornekler

Ornek 3.9. Bir dGrencinin kitaphginda 6 farkls matematik, 4 farkl fizik ve 5
farkly kimya kitaby bulunmaktadir. Bu égrenci masasina koyup calismak tizere bu
kitaplar arasindan tek bir kitap sececektir. Kag farkl secim yapabilir?

Céziim. Ogrenci tek bir kitap sececektir. Bu kitap:

o Ya bir matematik kitab1 (6 secenek),
o Ya bir fizik kitab1 (4 segenek),

e Ya da bir kimya kitab1 (5 secenek) olur.

Bir kitap aymi anda birden fazla kategoriye ait olamayacagindan bu secenekler
ikili olarak ayriktir. Toplama kurali uyarinca:

6+4+5=15

farkh kitap secimi yapilabilir. O

o8



Boliim 3. Saymanin Temel Ilkeleri

Ornek 3.10. [ki standart zar birlikte atilwor. Zarlarin ist yizine gelen saylarin
toplamanin 7 veya 11 olma durumlarinin saysine bulunuz.

(Céziim. Zarlar atildiginda toplam ayni anda hem 7 hem de 11 olamaz; bu iki
durum birbirini diglar. Durumlar: ayr1 ayr: ele alalim:

o 1. Durum (Toplamin 7 olmasi): Zarlarin gelme ciftlerini (z1, z2) olarak
listeleyelim:

(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1) = 6 farkli durum.
e 2. Durum (Toplamin 11 olmasi):

(5,6),(6,5) = 2 farkh durum.

Iki durum ayrik oldugundan toplama kurali uygulanir:
6+2=38
farkli durumda toplam 7 veya 11 gelir. O

Ornek 3.11. 1 ile 100 arasindaki (1 ve 100 dahil) tam saylardan kag tanesi 3’e
veya 5’e tam boliniir?

Céziim. Durumlarin ayrik olup olmadigini kontrol edelim:

e 3’e bolinen sayilar kiilmesi A olsun: 3,6,9,...,99. 99 = 3 x 33 oldugundan
|A| = 33’tur.

e 5’e boliinen sayilar kiimesi B olsun: 5,10, 15,...,100. 100 = 5 x 20 oldugun-
dan |B| = 20’dir.

Hem 3’e hem 5’e boliinen sayilar (Boliim 11 ve 13’te ele alinan boliinebilme ve
EKOK kavramlar: uyarinca) 15’in katlaridir (A N B):

15,30, 45,60,75,90 = |ANB| =6

Kiimeler ayrik olmadigindan dogrudan 33 + 20 toplanamaz; 15’in katlar iki kez
sayilmig olur. Birlegim formiilii uygulanir:

|AUB| = |A|+ |B| — |[ANB| = 33420 — 6 = 47

Buna gore bu aralikta 3’e veya 5’e boliinen 47 say1 vardir.

Alternatif olarak, problem ayrik alt kiimelere ayrilarak da coziilebilir:
e Yalnizca 3’e boliinilip 5’e béliinmeyenler: 33 — 6 = 27

e Yalnizca 5’e boliiniip 3’e béliinmeyenler: 20 — 6 = 14
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e Hem 3’e hem 5’e boliinenler: 6

Bu ii¢ grup ikili olarak ayriktir. Toplama kurali uygulanirsa:
27414 +6 =47

ayni sonuca ulagilir. O

3.3 Agac Diyagramlar: ve Listeleme

Carpma kurali son derece kullamighdir; ancak her adimda var olan secenek sayisi-
nin 6nceki se¢gimlerden bagimsiz olarak sabit kalmasini gerektirir.

Sonraki adimin secgenekleri 6nceki adimlardaki tercihe gore degisiyorsa, bazi
se¢imler siireci sonlandirip bazilar: yeni dallar agiyorsa carpma formiilii dogrudan
uygulanamaz. Boyle durumlarda agag¢ diyagramlar: (tree diagrams) ve sistema-
tik listeleme yontemlerine bagvurulur.

Tanim 3.12 (Aga¢ Diyagrami). Bir siirecin tim asamalarne gorsellestiren dal-
lanmas yaprya agag diyagramsa denir:

o Siire¢ en tepedeki tek bir noktadan (kok) baslar.
e Her karar veya olay, o noktadan ¢ikan dallar ile gosterilir.
e Dallar boyunca ilerleyerek siirecin tamamlandigr u¢ noktalara yaprak denir.

o Kokten herhangi bir yapraga uzanan her kesintisiz yol, siirecin olasi bir
sonucunu temsil eder.

Agag diyagramlari; bilgisayar biliminde karar agaglarinin (decision trees), oyun

kuram algoritmalarimin ve sézdizim ¢oziimleyicilerinin (parsers) temel modelini
olugturur.

3.3.1 Sistematik Listeleme ve Sozliik Sirasi

Elemanlar elle listelerken bazi durumlar: atlamamak ya da ayni durumu birden
fazla kez saymamak i¢in s6zliik sirasi (lexicographical order) kullanilir. Sozliikte
kelimelerin alfabetik dizilmesinde oldugu gibi, sayma durumlar1 da belirli bir 6n-
celik kuralina gore diizenlenir.

3.3.2 (Coziimlii Ornekler

Ornek 3.13 (Klasik Turnuva Problemi). ki takim (A ve B) bir dizi mag¢ yapa-
caktir. Kurallar soyledir:

e Beraberlik yoktur; her mag¢t ya A ya da B kazanar.

60



Boliim 3. Saymanin Temel Ilkeleri

o Ust iiste 2 mag¢ kazanan takim turnuva sampiyonu olur ve turnuva biter.
e Veya takimlardan biri toplam 3 mac¢ kazandiginda turnuva sona erer.

Bu turnuva ka¢ farkle mac dizilimi ile sonuglanabilir?

Céziim. Turnuvanin ka¢ mag siirecegi onceden sabit degildir; siire¢ 2 magta da
bitebilir, 5 maca da uzayabilir.

Ik mag1 A'nin kazandig1 senaryolar: (A ile baslayan dallar1) adim adim izleye-
lim:

e 2. Mag:

— A kazamirsa: Dizi AA olur. A st iiste 2 ma¢ kazandig: i¢in turnuva
biter (1. Senaryo: AA — 2 mag).

— B kazanirsa: Dizi AB olur, turnuva siirer.
+ 3. Mag (AB’den sonra):

— B kazanirsa: Dizi ABB olur. B iist liste 2 mag kazandigindan turnuva
biter (2. Senaryo: ABB — 3 mag).

— A kazamrsa: Dizi ABA olur, turnuva stirer.
o 4. Mag (ABA’dan sonra):

— A kazanirsa: Dizi ABAA olur. A st iiste 2 mag kazandig i¢in turnuva
biter (3. Senaryo: ABAA — 4 mag).

— B kazanirsa: Dizi ABAB olur, turnuva siirer.
o 5. Ma¢ (ABAB’den sonra):

— A kazanirsa: Dizi ABABA olur. A toplam 3 galibiyete ulagtig igin
turnuva biter (4. Senaryo: ABABA — 5 mag).

— B kazanirsa: Dizi ABABB olur. B hem iist iiste 2 mag¢ kazanmis hem
de toplam 3 galibiyete ulagmig olur (5. Senaryo: ABABB — 5 macg).

Ik mac1 A'nin kazandigi durumda 5 farkl bitis senaryosu elde edilir:

AA, ABB, ABAA, ABABA, ABABB

Takimlarin rolleri simetriktir (bu tiir simetri argtimanlarini Boéliim 17’de daha
ayrintili inceleyecegiz). Dolayisiyla ilk magr B’nin kazandigi dal da simetrik bi-
¢imde 5 farkli senaryo {iretir:

BB, BAA, BABB, BABAB, BABAA

Toplama kurali geregince turnuva toplam:
5+5=10

farkl gekilde sonuclanabilir. O
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Ornek 3.14. Bir madeni para havaya atibyor. Oyun su iki kosuldan biri sadlan-
diginda derhal durmaktadar:

o Art arda iki kez Tura (T') gelmesi, ya da
o Toplamda ii¢ kez Yaz (Y') gelmesi.

Bu oyun en fazla kac atis strebilir ve kac farkl atis dizilimi ile sonlanabilir?

Cézim. Oyunun olasi bitig dizilimlerini, Yazi (Y') sayisina gore ayrik durumlara
aywrarak listeleyelim:

o 0 Yaz iceren bitis: 77T (2 atig).
o 1 Yaz iceren bitigler: YTT,TYTT (3 ve 4 atig).

e 2 Yaz igeren bitigler: YYTT,YTYTT,TYYTT,TYTYTT (4, 5 ve 6
atig).

o 3 Yaz igeren bitisler (3 Yazi’ya ulasildig:r an biter): Art arda iki T’
gelmeden 3 adet Y biriktiren dizilimlerdir: YYY TYYY YTYY YYTY,
TYTYY, TYYTY, YTYTY,  TYTYTY.

Agag diyagraminin tiim dallar incelendiginde, art arda iki Tura gelmeden en uzun
siire devam edebilen salinim dizilimi TYTYTY olup 6. atigta 3. Yaz1 kuraliyla
biter; bu yiizden en uzun bitig tam olarak 6 atigtir. Toplam bitig dizilimi sayisi
incelendiginde, 2 Yazi’dan az iceren bitigler 7 tanedir (TT, YTT, TYTT,YYTT,
YTYTT, TYYTT, TYTYTT), 3 Yan igeren bitigler 8 tanedir; dolayisiyla toplam
7 + 8 = 15 farklh dizilim vardir ve siireg sonlu sayida yaprak iiretir. O

Ornek 3.15. S = {1,2,3} kiimesinin elemanlariyla yazlabilecek rakamlary farkh
tim ki basamakly sayplary s6zlik swraswyla listeleyiniz ve saysiny carpma kuralyla
dogrulayimiz.

Cozim. Sozliik sirasiyla listeleme yapalim (6nce onlar basamag kiigiik olanlar):
e Onlar basamagi 1 olanlar: 12,13
e Onlar basamagi 2 olanlar: 21,23
e Onlar basamag: 3 olanlar: 31, 32

Toplam 6 say1 listelenmigtir.

Carpma kurali ile dogrulama:
e Onlar basamag i¢in 3 secenek vardir.
o Birler basamag icin geriye kalan 2 segenek vardir.

Toplam 3 x 2 = 6 sayidir. Dogrudan listeleme sonucu ile formiil 6rtiigmektedir. [
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3.4 1ki Ilkeyi Birlikte Kullanma

Bircok sayma probleminde ¢arpma ve toplama kurallari birlikte kullanilir. Karma-
sik bir problem 6nce birbirini diglayan ana senaryolara (ayrik durumlara)
ayrilir; her senaryodaki secenek sayisi garpma kurali ile hesaplanir ve elde edilen
sonuglar toplama kurali ile birlestirilir:

Toplam Sonug¢ = Senaryo; + Senaryo, + - - - + Senaryo,,

Bunun yani sira, dogrudan sayim yerine tiim durumlarin sayisindan isten-
meyen durumlarin sayisini ¢ikarmak iglem yikiini belirgin bicimde azalta-
bilir. Bu yaklagima tiimleyen yoluyla sayma (komplementer sayma) denir.

3.4.1 Co6ziimlii Ornekler

Ornek 3.16. {0,1,2,3,4,5} kimesinin elemanlart kullamilarak rakamlary birbi-
rinden farkl, dort basamakls ve 5 ile tam boliinebilen ka¢ farkls dogal say
yazlabilir?

Cézim. Burada sifir (0) rakamimin iki farkli kisitlamasi vardir: Dort basamaklh
bir sayinin en bagina gelemez; ancak 5’e boliinebilme geregi son basamakta bulu-
nabilir.

Sifirin son basamakta kullanilip kullanilmamasi binler basamagindaki segenek
sayisini degistirdiginden, ¢arpma kurali tek adimda uygulanamaz. Problem, son
basamaga gore iki ayrik duruma ayrilarak ¢ozilir:

1. Durum: Son basamagin 0 olmasi (abc0):

o Birler basamag icin tek segenek vardir: {0} (1 segenek).

e Binler basamag: icin: 0 birler basamaginda kullanildigindan geriye kalan
{1,2,3,4,5} kiimesinden 5 rakam da segilebilir (5 segenek).

o Yiizler basamag: icin: Kalan 4 rakamdan biri (4 segenek).

o Onlar basamag: i¢in: Kalan 3 rakamdan biri (3 segenek).
Carpma kurali geregince 1. durumdaki say1 adedi:
5x4x3x1=60

olur.

2. Durum: Son basamagin 5 olmasi (abcb):
o Birler basamag i¢in tek segenek vardir: {5} (1 segenek).
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e Binler basamag: icin: 5 kullamilmigtir ve 0 da basa gelemez; dolayisiyla
{1,2,3,4} arasindan se¢im yapilir (4 segenek).

e Yizler basamag: icin: Bu basamakta 0 kullanilabilir. Toplam 6 rakamdan
2’si kullamldigindan geriye 6 — 2 = 4 segenek kalir (4 segenek).

o Onlar basamag: i¢in: Kalan 3 segenekten biri (3 segenek).

Carpma kurali geregince 2. durumdaki say1 adedi:
4x4x3x1=48

olur.

Birlestirme: Bu iki durumun son basamaklar1 farkli oldugundan durumlar
ayriktir. Toplama kurali geregi:

60 4 48 = 108
farkli say1 yazilabilir. O

Ornek 3.17. {0,1,2,3,4,5} kiimesinin elemanlar ile rakamlar: tekrarsiz, ¢ ba-

samakly ve 300°’den biiyiik tek sayilar yazilmak isteniyor. Kag¢ farklh sayr yazi-
labilir?

(Coziim. Kogullar1 inceleyelim:

1. U¢ basamakl say1: abc.
2. 300’den biiyiik olmasi i¢in a € {3,4,5} olmalidur.

3. Tek say1 olmasi igin ¢ € {1,3,5} olmalidir.

3 ve 5 rakamlar: hem yiizler hem birler basamagi i¢in adaydir. Yiizler basamaginda
¢ift rakam olan 4 secilirse birler basamagina 3 tek say1 secenegi kalir. Ancak ytizler
basamaginda 3 veya 5 segilirse birler basamaginin secenegi 2’ye diiger.

Bu cakigmay: yonetmek i¢in yiizler basamaginin tek veya ¢ift olma durumuna
gore iki ayrik durum incelenir:

1. Senaryo: Yiizler basamaginin ¢ift olmasi (a = 4):
o Yiizler basamag (a): Yalmzca {4} segilebilir (1 segenek).

o Birler basamag (c): Tek sayilardan {1, 3,5} herhangi biri segilebilir (3 sece-
nek).

e Onlar basamagi (b): Toplam 6 rakamdan 2’si kullanmilmigtir; geriye kalan 4
rakamdan biri segilir (4 secenek).
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1. senaryodaki say1 adedi:
1x4x3=12

2. Senaryo: Yiizler basamaginin tek olmasi (a € {3,5}):
o Yiizler basamag: (a): {3,5} kiimesinden biri segilir (2 segenek).

 Birler basamag (c): {1,3,5} kiimesinden ytizler basamaginda kullanilan ra-
kam hari¢ kalan 2 segenekten biri segilir (2 segenek).

e Onlar basamag: (b): Kalan 4 rakamdan biri secilir (4 secenek).

2. senaryodaki say1 adedi:
2x4x2=16

Bu iki senaryo yiizler basamaginin degerine gore ayrik oldugundan, toplama
kurali uyarinca:
12+16 =28

farkli say1 yazilabilir. O

Ornek 3.18 (Tiimleyen Yoluyla Sayma: Giivenli Sifre Problemi). Bir banka sis-
temi icin 4 haneli sifreler dretilecektir. Her hanede 0’°dan 9’a kadar olan 10 ra-
kamdan biri kullandabilir (rakam tekrary serbesttir).

Icinde en az bir adet 7 rakama barmdiran kag farkl sifre olusturulabilir?

(6ziim. Bu problemi dogrudan ¢ézmek igin tam 1, tam 2, tam 3 ve 4 tane 7 igeren
durumlar1 ayri ayri hesaplamak gerekir.

Bunun yerine tiimleyen yoluyla sayma kullanilir:
Istenen Durumlar = Tiim Durumlar — Istenmeyen Durumlar
Burada:

e Tiim Durumlar: Hicbir kisitlama olmaksizin yazilabilecek tiim 4 haneli
sifreler. Her hanede 10 rakam segenegi oldugundan:

10 x 10 x 10 x 10 = 10* = 10000

« Istenmeyen Durumlar: “En az bir tane 7 bulunmasi” kosulunun tersi,
sifrede hi¢ 7 bulunmamasidir. Hi¢ 7 kullanmamak, her hane igin 7 harig
kalan 9 rakamdan birini se¢gmek demektir:

9x9x9x9=09%=6561

O halde en az bir 7 igeren sifrelerin sayisi:
10000 — 6561 = 3439

olarak tek bir ¢ikarma iglemiyle elde edilir. O
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Ornek 3.19. 8 x 8 boyutlarindaki standart bir satrang tahtasina, birbirini tehdit
edemeyecek (yani aym satirda veya aym situnda yer almayacak) bigimde biri beyaz
biri siyah ki kale kac farkl sekilde yerlestirilebilir?

Céziim. 1ki agsamali bir se¢im siireci kuralim:

1. 1. Asama (Beyaz kalenin yerlestirilmesi): Satrang tahtasinda toplam
8 x 8 = 64 kare vardir. Beyaz kale bu 64 kareden herhangi birine yerlegtiri-
lebilir (64 segenek).

2. 2. Asama (Siyah kalenin yerlestirilmesi): Beyaz kale bir kareye konul-
dugunda, siyah kalenin konulamayacag kareler gsunlardir:

o Beyaz kalenin durdugu kare (1 kare).
o Beyaz kalenin bulundugu satirdaki diger kareler (7 kare).

o Beyaz kalenin bulundugu siitundaki diger kareler (7 kare).

Bu satir ve siitun yalnizca beyaz kalenin bulundugu karede kesigtiginden,
toplam yasakli kare sayisi:

1+7+7=15

olur.

Buna gore siyah kale i¢in geriye kalan kare sayisi:
64 — 15 =49
olur. (Alternatif olarak: Siyah kale beyazin bulundugu satirin digindaki 7

satirdan birinde ve beyazin bulundugu siitunun digindaki 7 siitundan birinde
bulunmalidir; yani 7 x 7 = 49 karedir).

Carpma kurali geregince iki kalenin yerlestirilme sayisi:
64 x 49 = 3136

farkli sekilde hesaplanir. O

3.4.2 C Kodu ile Dogrulama ve Dongii Sezgisi

Algoritma analizinde i¢ ice dongiilerin adim sayisini hesaplarken carpma ve top-
lama kurallarindan yararlaniriz.

Agagidaki C kod bloklarini inceleyelim:
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// Ornek A: Carpmali yapt (bagimsiz ic ice donguler)
int sayacA = 0;
for (int i = 0; i < M; i++) {
for (int j = 0; j < N; j++) {
sayacA++;
}

}
// sayacA degeri tam olarak M * N olur.

// Ornek B: Toplamali yapti (ardisik ayrik donguler)
int sayacB = 0;
for (dnt i = 0; i < M; i++) {

sayacB++;

¥

for (int j = 0; j < N; j++) {
sayacB++;

X

// sayacB degeri tam olarak M + N olur.

Bir algoritmada isglemler ardigik bloklar halindeyse zaman maliyeti toplanir
(M + N). Islemler i¢ ice ge¢mis dongiilerle yiiriitiiliiyorsa adim sayilar1 carpilir
(M x N). Saymanm temel ilkeleri, algoritma analizinde O(N) ve O(N?) gibi kar-
magiklik siniflarimi (Bo6liim 21) belirlemenin de zeminini olugturur.

67




Bolum 4

Permiutasyon

Boliim 3’te nesneleri ve durumlar: saymanin iki temel dayanagini kurmustuk: ba-
gimsiz adimlarin secenek sayilarii carpmak ve birbirini diglayan ayrik durumlar:
toplamak. Bu iki temel ilkeyi arkamiza alarak kombinatorigin en temel yap: tas-
larindan birine gegiyoruz: Siralama.

Gerek giinliikk yagsamda gerekse bilgisayar algoritmalarinda nesnelerin dizilig
sirasi belirleyici bir fark yaratir:

¢ Bir kelimede harflerin dizilig siras1 anlami biitiintiyle degigtirir: “KARA” ile
“ARAK?” tamamen ayni harflerden olugur, ancak iki farkli kelimedir.

o Bir kosu yariginda ilk {i¢ dereceye giren atletler belirlenirken 1. olmak ile 3.
olmak aym sey degildir; derece siras1 esastir.

o Bir igletim sisteminin iglemciye gonderdigi gorevlerin (task) galisma sirasi,
sistemin kilitlenip kilitlenmeyecegini veya kaynaklarin ne kadar verimli kul-
lanilacagini belirler.

Nesnelerin belirli bir siraya gore dizilmesine matematikte permiitasyon (siral
dizilim) denir. Bu béliimde faktoriyel kavramini ¢arpma kuralindan tiiretecek; n
nesneden r tanesinin sirali se¢imini (P(n,r)), 6zdeg nesnelerin yer aldig tekrarh
permiitasyonlar: ve déonme simetrisine sahip dairesel dizilimleri ele alacagiz.

4.1 Faktoriyel

Kiiciik degerlerle hesaplayabilecegimiz somut bir soruyla baglayalim: Birbirinden
farkli n adet kitab1 diiz bir rafa yan yana kag farkli sirada dizebiliriz?

Oriintiiyii gérmek icin n’nin kii¢iik degerlerini inceleyelim:
o n =1 kitap (A): Yalmzca 1 dizilim vardir: A.

o n =2 kitap (4, B): Iki dizilim miimkiindiir: AB, BA — 2 dizilim.
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o n =3 kitap (A, B, C): Kitaplar tek tek listeleyelim:

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA — 6 dizilim.

o n =4kitap (A, B,C, D): 1. siraya bu 4 kitaptan herhangi birini koyabiliriz. 1.
siraya hangi kitab1 koyarsak koyalim, geriye kalan 3 kitap kalan 3 pozisyona
yukarida buldugumuz gibi 6 farkl sekilde dizilir. Carpma kural geregince:

4 x 6 = 24 dizilim.

Simdi genel duruma bakalim: Birbirinden farkli n nesneyi yan yana n adet bos
pozisyona yerlestirmek, n adiml bir karar siirecidir:

1. 2. 3. n.

1. En bastaki 1. pozisyon icin elimizde n farkli nesne secenegi vardir.

2. 2. pozisyon i¢in, ilk pozisyona konulan nesne hari¢ geriye kalan n — 1 nesne-
den biri segilir.

3. 3. pozisyon icin geriye kalan n — 2 nesneden biri segilir.

4. Bu sekilde devam edildiginde, sonuncu n. pozisyon icin geriye yalnizca 1
nesne kalir.

Bolim 3’te ele aldigimiz carpma kurali uyarinca, bu adimlarin secenek sayilarini
garpariz:
nxn—1)x(n—-2)x---x2x1

Matematikte bu ardigik ¢carpim o kadar sik kargimiza c¢ikar ki kendine ait 6zel bir
gbsterimi vardir.

Tanim 4.1 (Faktoriyel). n pozitif bir tam sayr olmak tzere, 1°den n’ye kadar olan
tim pozitif tam sayplarn carpimina n faktoriyel denir ve n! simgesiyle gosterilir:

nl=nxn-1)xn—-2)x---x3x2x1

Ozel bir kabul olarak:
ol=1

olarak tanimlanar.

Neden 0! = 1’dir? Bu egitlik ilk bakigta sezgilerle geligiyor gibi goriinebilir;
oysa arkasinda iki tutarl gerekge yatar:

1. Kombinatorik Sezgi: n!, n elemanli bir kiimenin elemanlarini siralama
sayisini temsil eder. Bog kiimede (n = 0) siralanacak higbir eleman yoktur;
hicbir elemani siralamamanin tam 1 yolu vardir (bos dizilim).
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2. Cebirsel Tutarlilik: Faktoriyel fonksiyonu su temel yineleme bagintisini
saglar:

|
nl=nx(n-1)! = (n—l)!:E
n

Bu esitlikte n = 1 yazarsak:

elde edilir. Sayet 0! = 0 kabul edilseydi, kombinatorikteki temel formiillerin
tutarliligr bozulurdu.

Teorem 4.2. Birbirinden farklh n nesnenin yan yana dogrusal dizilimlerinin top-
lam sayrsy n!’dir.

Kanat. Ispat, yukarida kurdugumuz n adimh karar siirecine ¢carpma kuralinin dog-
rudan uygulanmasiyla tamamlanmistir. O

4.1.1 Kombinatorik Patlama (Combinatorial Explosion)

Faktoriyel fonksiyonu son derece hizh biiyiir. Ik birkac degere goz atalim:

1'=1

31=6

5! =120
7'=5040
10! = 3628 800

13! = 6227020800 (32-bit igaretli tamsay1 sinirini asar)
20! &~ 2.43 x 10'®  (64-bit standart tamsay1 simira dayanir)
52! ~ 8.0658 x 10°7

52! degerine dikkat ediniz: 52 karthik standart bir iskambil destesini iyice karig-
tirdiginizda elde ettiginiz kart dizilimi, neredeyse kesinlikle diinya tarihi boyunca
daha 6nce hi¢ kimsenin eline gegmemis benzersiz bir dizilimdir. Cinki 52!, ev-
rendeki tahmin edilen toplam atom sayisina (10%°) yaklagsacak denli devasa bir
biiyiikliiktiir.

Bilgisayar biliminde olas: tiim siralamalar1 deneyen (brute force / kaba kuvvet)
algoritmalarin karmagikligi O(n!) olarak ifade edilir. Bu patlama nedeniyle O(n!)
karmasgikligindaki programlar giiniimiiz bilgisayarlarinda bile yalnizca n < 11 —12
gibi ¢ok kiicilik sayilar i¢in makul stirede tamamlanabilir; n = 20 oldugunda ise
islem siireleri pratik sinirlarin ¢ok otesine gecer.
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4.1.2 Coziimlii Ornekler

Ornek 4.3. Asaqidaki cebirsel ifadelerin dejerini hesaplayiniz ve sadelestiriniz:

10!
1. 81x2!
2. n>1i¢in %

Céziim. Faktoriyelin temel 6zelligi bliytik olanin kii¢iik cinsinden yazilabilmesidir:
(n+1)!=(n+1)- nl

1. 10! = 10 x 9 x 8! olarak yazlabilir:

10! _10><9><8!_10><9_90_45
8x2l 8x2 2 2

2. Benzer bicimde (n + 2)! = (n+2)(n + 1) - n! yazilir:

(”2‘!2)! B (n+2)(Z!+1) L (n+2)(n+1)=n*+3n+2

O]

Ornek 4.4 (Blok / Paketleme Yéntemi). Anne, baba ve 3 cocuktan olusan 5 kisilik
bir aile diz bir sirada yan yana fotograf cektirecektir.

1. Anne ve baba daima yan yana olmak sartiyla ka¢ farklh sekilde siralanabilir-
ler?

2. Anne ve baba kesinlikle yan yana olmamak sartiyla kag farkl sekilde sira-
lanabilirler?

(Céziim. Bu problem saymadaki iki temel yaklagimi érnekler:

1. Blok (Paketleme) Yontemi: Anne (A) ve babayi (B) birbirinden hig
ayrilmayacak tek bir varlik, yani bir “blok” gibi diigiinelim: [AB].

Artik elimizde siralanacak su nesneler vardir:
[AB], Cocuk;, Cocuk,, Cocuks

Toplam 1 4+ 3 = 4 nesne vardir. Bu 4 nesne kendi arasinda 4! farkh sekilde
siralanabilir.

Ayrica blok igindeki anne ve baba da kendi arasinda yer degistirebilir: (A, B)
veya (B, A) olmak iizere 2! segenek vardir.

Carpma kurali geregince toplam siralama sayisi:
4! x21=24x2=48

farkl sekilde gerceklegebilir.
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2. Tiimleyen Yoluyla Sayma: Bolim 3’te gordiigiimiiz gibi, “yan yana ol-
mama” durumunu dogrudan saymak yerine tiim durumlardan istenmeyen
durumu ¢ikaririz:

Istenen = Tiim Siralamalar

— Anne ve Babanin Yan Yana Oldugu Siralamalar

e Higbir kisitlama olmaksizin 5 kigi 5! = 120 farkli sekilde siralanir.

e Anne ve babanin yan yana oldugu durumlarin sayisini az 6nce 48 olarak
hesapladik.

O hélde anne ve babanin yan yana olmadig: siralamalarin sayisi:
120 — 48 =172
olarak tek bir ¢ikarma iglemiyle bulunur.
O

Ornek 4.5. Bir kitaphk rafina 4 farkl matematik kitabs ve 3 farkl fizik kitabs
dizilecektir. Aymu dersin kitaplar daima bir arada bulunmak kosuluyla bu kitaplar
kag farkl sirada dizilebilir?

(Céziim. Yine blok yontemini kullanalim:
o Matematik kitaplarmi bir paket yapalim: [M; MaMsMy] (1 blok).
o Fizik kitaplarini bir paket yapalim: [F; F»F3] (1 blok).

Adim adim carpma kuralini uygulayalim:

1. 1. Adim (Bloklarin dizilisi): Elimizde [M] ve [F] olmak iizere 2 blok
vardir. Bu iki blok rafta 2! = 2 farkli sirada durabilir (6nce matematikler
sonra fizikler ya da tam tersi).

2. 2. Adim (Matematik kitaplarinin kendi igi): Blok iginde 4 farkli ma-
tematik kitab1 4! = 24 farkli sirada dizilebilir.

3. 3. Adim (Fizik kitaplarinin kendi ici): Blok i¢inde 3 farkli fizik kitab:
3! = 6 farkh sirada dizilebilir.

Carpma kurali uyarinca toplam dizilim sayisi:

20 x4l x 31 =2 x 24 x 6 = 288
farkl gekilde yapilabilir. O
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4.2 Sirali Se¢im: P(n, r)

Faktoriyel bahsinde elimizdeki n nesnenin tamamaini siraladik. Uygulamada ise
¢ogu zaman n nesnenin tamamini degil, yalmzca belirli bir r tanesini (r < n) segip
siralamak gerekir.

Ornegin 10 atletin katildig1 bir 100 metre kosusunu diisiinelim. Yarig sonunda
podyuma g¢ikacak ilk ti¢ derece (Altin, Giimiig, Bronz madalya) belirlenecektir.
Kag farkli podyum siralamasi olugabilir?

o 1.lik (Altin madalya) i¢in 10 aday vardur.

o 1. olan atlet 2. olamayacagindan, 2.lik (Giimiig madalya) i¢in geriye kalan 9
aday vardir.

o 3.liikk (Bronz madalya) igin geriye kalan 8 aday vardur.
Carpma kurali geregince toplam podyum siralamasi:
10 x 9 x 8 =720

farkh gekilde gergeklegebilir. Burada 10 atletin tamamini siralamadik; yalnizca 3
tanesini sirayla sectik.

Tanim 4.6 (Permiitasyon: P(n,r)). n ve r iki dogal sayr ve 0 < r < n olsun. n
elemanly bir kiimeden birbirinden farkl r tanesinin belirli bir swraya gore secilip
dizilmesine n’nin r’li permitasyonu denir ve bu sayr P(n,r) ile gésterilir.

Teorem 4.7. Her 0 < r < n igin:
Pn,r)=nx(n—1)x(n—2)x-x(n—7r+1)

Bu ifade faktoriyel cinsinden su sekilde yazilabilir:

Kamit. Siral r adet pozisyon belirleyelim:

1. 2. 3. T

e 1. pozisyon i¢in n segenek vardir.
e 2. pozisyon i¢in n — 1 segenek vardir.

e 3. pozisyon i¢in n — 2 secenek vardir.

e k. pozisyon i¢in n — (k — 1) = n — k + 1 segenek kalir.
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o Dolayisiyla sonuncu r. pozisyon i¢in n — (r — 1) = n — r + 1 segenek kalir.
Carpma kurali uyarinca:
Pn,r)y=n(n—1)(n—2)...(n—r+1)
elde edilir. Bu ¢arpimin pay ve paydasim (n — r)! ile carparsak:

nn—1)...(n—r+1 n—r)...2-1 n!
I LS BCETES ESCES N

formiiliine ulagiriz. O

Uc¢ durumlar: kontrol edelim:

e 7 = n ise: P(n,n) = Got = o = T = n! (Tim nesneleri siralama
sonucuyla ortiigiir).

o 7 =1ise: P(n,1) = (nﬁ!l)! =n.

o 7 =0ise: P(n,0) = %: = 1 (0 nesne segip siralamanin 1 yolu vardir: bos
dizilim).

4.2.1 Coziimlii Ornekler

Ornek 4.8. Bir sunifta 8 oGrenci vardur. Bu éGrenciler arasindan bir baskan, bir
baskan yardimeist ve bir nobetci ogrenci kac farkl sekilde secilebilir?

Cézim. Burada roller birbirinden farkhdir; yani se¢im sirasi énemlidir (bagkan
secilmek ile nobetgi secilmek ayni gorev degildir). Dolayisiyla bu bir sirali segim

problemidir:
P(8,3 8! i 8 X T7x6=336
(8:3) (8—-3)! 5l
farkli gekilde se¢im yapilabilir. O

Ornek 4.9. S = {1,2,3,4,5,6,7} kiimesinin elemanlar, kullanalarak rakamlar,
tekrarsiz dort basamakle:

1. Kag farkly sayr yazilabilir?
2. 5 ile baslayan kag farkl sayr yazilabilir?

8. 5 rakamans kesinlikle icermeyen kag farkly sayr yazilabilir?
Céziim. 1. 7 farkh rakamdan 4 tanesi segilip siralanacaktir:
P(7,4) =7x6x5x4=840
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2. Say1 5 ile baglayacaktir (5 b ¢ d): Binler basamag i¢in 5 sabittir (1 segenek).
Geriye kalan 3 basamaga, kalan 6 rakamdan ({1,2,3,4,6,7}) se¢im yapila-
caktir:

1x P(6,3) =1x(6x5x4)=120

3. b rakami kullanilmayacaksa, se¢im kiimemizden 5’i ¢ikaririz. Geriye 6 rakam
kalir: {1,2,3,4,6,7}. Bu 6 rakamla yazilabilecek 4 basamakli sayilar:

P(6,4) =6 x5 x4 x 3 =360

farkl sekilde yazilabilir.
O

Ornek 4.10. 6 kisi arasindan 4 kisilik surals bir bayrak kosusu takvma kurulacaktor.
Adaylardan biri olan Can’in bu takimda mutlaka yer almasu sartwyla kag farkh
takim siralamasy olusturulabilir?

(C6ziim. Bu problemi iki adimli bir siirecle ele alalim:

1. 1. Adin (Can’in pozisyonunu belirleme): Can bayrak kosusunda
1.,2.,3. veya 4. kosucu olabilir. Can igin 4 farkli pozisyon segenegi vardir.

2. 2. Adim (Kalan pozisyonlar1 doldurma): Can yerlegtirildikten sonra
geriye 3 bog pozisyon kalir. Can digindaki geriye kalan 5 aday arasindan bu

3 pozisyona kosucular secilip dizilecektir:

P(5,3) =5 x 4 x 3 =60

Carpma kurali geregince:
4 x P(5,3) =4 x 60 =240

farkl takim kurulabilir.

Alternatif Yol (Timleyenle Coziim):
Can’in Oldugu = Tiim Takimlar — Can’in Olmadigr Takimlar
= P(6,4) — P(5,4) = (6 x 5 x4 x 3) — (5 x 4 x 3 x 2) = 360 — 120 = 240
Her iki yol da ayni sonuca ulagtirir. O
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4.3 Tekrarlh Permiitasyon

Su ana kadar inceledigimiz tiim durumlarda siralanan nesneler birbirinden tama-
men farkhiydi. Peki siralamak istedigimiz bazi nesneler birbirinin tipatip aymnisi
(6zdesg) olursa durum nasil degisgir?

Somut bir soruyla baglayalim: “KARA” kelimesinin harfleriyle 4 harfli kag farkl
kelime yazilabilir?

Eger bu iki A harfi birbirinden farkh olsaydi (6rnegin biri kirmiz1 Aj, digeri
mavi As olsaydi), 4 farkh harf 4! = 24 farkh gekilde dizilirdi. Bu 24 dizilimden
ikisini yazalim:

KAlRAQ ve KAQRAl
Harflerin tizerindeki indisleri kaldirdigimizda her iki dizilim de “KARA” kelime-
sine doniigiir; ¢iinkii iki A harfi kendi arasinda yer degistirdiginde yeni bir kelime
olugmaz.

Her bir kelime, A’larin kendi arasindaki 2! = 2 farkl yer degisiminden otiiri
tam 2 kez sayilmigtir. Dolayisiyla gercek farkli kelime sayisini bulmak i¢in toplam
permiitasyon sayisim 2!’e bolmemiz gerekir:

4! 24

— =12
21 2

Iste bu mantik tekrarli permiitasyonun temelini olusturur.

Teorem 4.11 (Tekrarlh Permitasyon Formiili). Toplam n adet nesnenin; mni
tanest 1. tirden ozdes, no tanest 2. tiurden ézdes, .., ng tanesi k. tirden dzdes
olsun (ny +mng+---+np=n).

Bu n nesnenin yan yana farkly dogrusal dizilimlerinin toplam sayisi:

n!

ny! X ng! X« x ny!

formiiliiyle hesaplanar.

Kanat. Ttim nesneleri 6nce birbirinden farkliymig gibi diisiinelim (her birine gegici
bir numara verelim). Bu durumda n! farkh dizilim elde edilir.

Simdi bu numaralar1 kaldiralim. 1. tiirden n; adet 6zdeg nesne kendi arasinda
ny! farkh gekilde yer degistirebilir; fakat bu yer degisimleri dizilimi degistirmez.
Benzer bigimde 2. tiirden nesneler no! kez, ..., k. tiirden nesneler ny! kez aym
dizilimi tretir.

Carpma kurali geregince her bir 6zgiin dizilim, bu yapay numaralandirma yii-
ziinden tam olarak

7”L1! XTLQ! X xnk'

defa fazladan sayilmigtir. Gergek dizilim sayisini bulmak i¢in toplam sayiy1 bu
katsayiya boleriz. O
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4.3.1 Izgara Uzerinde En Kisa Yollar (Kafes Yollar1)

Tekrarli permiitasyonun sik¢a karsimiza c¢ikan uygulamalarindan biri koordinat
diizlemindeki kafes (1zgara) yollaridir.

Diizlemde (0,0) noktasinda bulunan bir robot, her adimda yalmizca 1 birim
Saga (S) ya da 1 birim Yukar1 (Y) hareket edebilmektedir. Bu robot (m,n)
noktasina en kisa yoldan kag farkh rota izleyerek ulagabilir?

Sezgi: Robotun (0,0)’dan (m,n)’ye varabilmesi i¢in toplamda tam m defa Saga
(S) ve tam n defa Yukar: (V) adim atmas: sarttir.

Her rota, m adet S ve n adet Y harfinden olugan m + n uzunlugunda bir
dizilimdir. Ornegin (2,3) noktasina gitmek igin:

SSYYY veya SYSYY wveya YY SSY

rotalarindan biri izlenir. Tiim S’ler birbiriyle 6zdeg, tiim Y ’ler birbiriyle 6zdestir.
Dolayisiyla rota sayisi dogrudan bir tekrarli permiitasyondur:

(m+n)!
m!-n!

(Bu 6nemli bagintiy1 Boélim 5'te kombinasyon ve Bolim 9’da kafes yollar ile
yineleme bagintilar1 baglaminda yeniden ele alacagz).

4.3.2 Coziimlii Ornekler

Ornek 4.12. “MATEMATIK” kelimesinin harfleri yer dejistirilerek 9 harfli an-
lamle ya da anlamsiz kag farkly kelime yazilabilir?

Céziim. Once kelimedeki harflerin frekanslarini (tekrar sayilarini) ¢ikaralim:
o M harfi: 2 tane
o A harfi: 2 tane
o T harfi: 2 tane
o E harfi: 1 tane
o 1 harfi: 1 tane
o K harfi: 1 tane

Toplam harf sayisi: 24242+ 14141 = 9’dur. Tekrarli permiitasyon formiiliinii
uygulayalim:

9! 362880 362880
21x 2l x 2l x U x 1 x1 2x2x2 8
farkl kelime yazilabilir. O

= 45360
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Ornek 4.13. (0,0) noktasindan (4,3) noktasina yalnzca saga (S) ve yukars (Y)
advmlarla gitmek isteyen bir hareketli, yol izerindeki (2,1) noktasindan mutlaka
gecmek sartwyla kag farkl en kisa rota izleyebilir?

(C6zim. Hareketi iki ardigik etaba ayiwralim (¢arpma kurali):

1. 1. Etap: (0,0) — (2,1) rotasi: Toplam 2 Saga ve 1 Yukar1 adim atilmaldir
(toplam 3 adim):
2+ 3!
20 x 11 20 x 1!

(Bu rotalar: SSY, SY'S,YSS’dir).

= 3 rota.

2. 2. Etap: (2,1) — (4, 3) rotasi: x koordinat1 2’den 4’e (2 Saga), y koordinati
I’den 3’e (2 Yukar1) gidecektir (toplam 4 adim):

2+2)! 4 24
SIx2l _2lxal 4 orota

Carpma kurali uyarmca (2, 1) tizerinden gegen toplam rota sayisi:
3x6=18
farkh gekilde secilebilir. O

Ornek 4.14. 2,2,0,3,3,5 rakamlar, kullamlarak alty basamakle kag farkl dogal
sayr yazlabilir?

(C6ziim. Burada sifir (0) rakaminin en baga gelememesi kisit1 vardir (en baga sifir
gelirse say1 5 basamakl olur). Iki yontemle ¢ozebiliriz:

1. Yontem (Tiimleyenle Coziim):

o Higbir kisitlama olmaksizin (0 bagta da olabilseydi) 6 rakamn tekrarh per-
miitasyonu: Rakamlar: iki adet 2, iki adet 3, bir adet 0, bir adet 5.
6! 720

= — =180
21 x 21 x 1! x 1! 4

Tim Durumlar =

« Sifirin en basta oldugu istenmeyen durumlar (0...): Ilk basamaga 0 sabitle-
nir; kalan 5 pozisyona {2, 2, 3,3,5} rakamlar1 dizilir:

5! 120

— _=""=30
21 x 21 x 1! 4

Istenmeyen Durumlar =

Gegerli alt1 basamakl sayilarin sayisi:
180 — 30 = 150
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olur.

2. Yontem (Oran / Simetri Sezgisi): Toplam 6 rakamdan 5 tanesi si-
fir digindadir (2,2, 3,3,5). Rakamlarin simetrisinden 6tiirii, tiim dizilimlerin tam
5/6’sinda ilk basamaga sifirdan farkh bir rakam gelir:

5
180 x 2 = 150
“ 6

Her iki yontem de ayni sonucu verir. O

4.4 Dairesel Permiitasyon

Su ana kadar tiim siralamalar1 diiz bir ¢izgi {izerinde yaptik. Dogrusal bir sirada
belirgin bir baglangi¢ (en sol) ve bitig (en sag) noktasi vardir.

Peki nesneleri yuvarlak bir masa etrafina dizersek ne degisir?

Kiigiik bir 6rnek tizerinden inceleyelim: 3 arkadag (A, B, C') yuvarlak bir masaya
oturacaktir. Diiz bir sirada bu 3 kigi 3! = 6 farkh gekilde otururdu:

ABC, BCA, CAB, ACB, BAC, CBA

Simdi yuvarlak masaya bakalim. ABC' diziliminde: A’nin saginda B, B’nin sa-
ginda C, C’nin saginda A oturur. Herkesi ayni anda bir koltuk saga kaydirirsak
oturma diizeni C'AB olur; bir koltuk daha kaydirirsak BC A olur.

Fakat dikkat edilirse kimsenin sagindaki ya da solundaki komsusu degismemis-
tir. Masay1 kendi ekseni etrafinda dondiirmek yeni bir oturma diizeni yaratmaz.
Dairesel diizende mutlak koltuk numaralar degil, kigilerin birbirine gore bagil
konumlari 6nemlidir.

Bu 3 dogrusal dizilim (ABC, BCA,CAB) dairesel masa etrafinda ayni dizi-
lime karsilik gelir. Benzer bigimde diger 3 dizilim (AC B, BAC, C BA) de ikinci bir
dairesel dizilim olusturur. Dolayisiyla 3 kiginin yuvarlak masa etrafindaki farkh
oturma diizeni sayisi:

2 _9
3
olur.

Teorem 4.15 (Dairesel Permiitasyon Formilii). Birbirinden farkly n adet nesne-
nin dairesel bir hat etrafindaki farkly dizilimlerinin toplam sayisi:

(n—1)!
formdiliyle verilir.
Kamit. Bu teoremi iki farkli bakis acisiyla ispatlayabiliriz:
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1. ispat (Fazladan Sayimi Bolme): n farkli nesneyi énce diiz bir sirada
dizelim (n! segenek). Yuvarlak masa etrafinda bu dizilimi her bir pozisyon don-
dirdigimiizde (1 adim, 2 adim, ..., n—1 adim déndiirme) toplam n adet dogrusal
dizilim birbirinin tipatip aynisi olan tek bir dairesel diizen iiretir. Her diizen n kez
sayildig icin:

nh_nxm=Dt_ gy,
n n
bulunur.

2. ispat (Referans Sabitleme Yontemi): Masaya ilk gelen kisiyi diigiinelim.
Masa heniiz bogtur ve dairesel simetriye sahiptir; dolayisiyla bu ilk kiginin hangi
sandalyeye oturdugu fark yaratmaz (1 secenek).

Ik kisi bir sandalyeye oturdugu anda dairesel simetri kirihr. Artik masada “o
kiginin sag1”, “o kiginin karsis1”, “o kiginin iki koltuk solu” gibi sabit referans
pozisyonlar1 olugsmusgtur. Geriye kalan n — 1 kigi, bu referans noktasina gore sanki
diiz bir siradaymug gibi dogrusal olarak yerlegir. Bu da (n — 1)! farkli gekilde
yapilabilir. O

4.4.1 Donen ve Ters Cevrilebilen Dizilimler (Bileklik ve Anahtar-
lik)

Yuvarlak bir masa iki boyutludur; masay1 ters yiiz edemezsiniz. Ancak bir anah-
tarlik halkasi ya da boncuklardan olusan bir bileklik ii¢ boyutlu uzayda ser-
bestce ters cevrilebilir.

Bir bilekligi masanin iizerine koyup yukaridan baktiginizda saat yoniindeki si-
ralama, bilekligi arkasina c¢evirdiginizde saat yoniiniin tersi héaline gelir. Yansima
(ters yiiz etme) simetrisi nedeniyle her dairesel diizen bir de tersten kendisiyle
eslesir.

Teorem 4.16 (Ters Cevrilebilen Dairesel Dizilimler). Birbirinden farkl n nesne-
nin (0rnegin anahtarlarin ya da boncuklarin), arkase cevrilebilen dairesel bir halka
tizerindeki farkly dizilimlerinin sayise:

(n—1)!
2

formiiliiyle hesaplanyr (n > 3).

4.4.2 Coziimlii Ornekler
Ornek 4.17. 6 diplomat yuvarlak bir masa etrafinda toplant, yapacaktur.

1. Higbir kwsitlama olmaksizan kac farkl sekilde oturabilirler?

2. Belirli iki diplomatin (Ali ve Burak) daima yan yana oturmas: sartiyla
ka¢ farkl sekilde oturabilirler?
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Céziim. 1. 6 kigi dairesel masa etrafinda:
(6 —1)!=5!=120
farkli sekilde oturabilir.

2. Blok yontemini uygulayalim: Ali ve Burak’i tek bir blok yapalim: [AB]. Ma-
sada yer alacak varliklar: [AB] bloku ve geriye kalan 4 diplomat olmak tizere
toplam 1 4 4 = 5 nesnedir.

o Bu 5 nesne yuvarlak masa etrafina (5 — 1)! = 4! = 24 farklh gekilde
dizilir.

o Blok i¢indeki Ali ve Burak kendi arasinda 2! = 2 farkh sirada oturabilir
(AB veya BA).

Carpma kurali geregince toplam oturma diizeni sayisi:
4! x21=24 x2=48

olur.

O

Ornek 4.18. 4 kadin ve 4 erkek, yuvarlak bir masa etrafinda higbir iki kadin
yan yana gelmeyecek (yani bir kadin, bir erkek seklinde ardisik) bicimde kag
farkly sekilde oturabilir?

Céziim. Bu tiir ardisik dizilim problemlerinde iki agsamali bir yerlestirme stratejisi
izlenir:

1. 1. Asama (Erkeklerin yerlegimi): Once 4 erkegi yuvarlak masaya otur-
talim. Dairesel permiitasyon kurali geregince 4 erkek masaya:

4-1!I=3'=6
farkh sekilde oturur.

2. 2. Asama (Kadinlarin yerlesimi): Erkekler oturduktan sonra, aralarinda
tam 4 adet bog sandalye olusur:

By — By — B3 — By —

Buradaki kritik nokta: Erkekler masaya oturdugu anda dairesel simetri
kirilmigtir. Kadinlar icin bu 4 sandalye artik 6zdes degildir; 6rnegin biri “FE}
ile Eo’nin aras1”, digeri “Fs ile E3’tin arasi”dir. Dolayisiyla kadinlar bu 4
sandalyeye dairesel degil, dogrusal olarak dizilirler:

4! = 24 secenek.
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Carpma kurali uyarinca toplam oturma diizeni sayisi:
(4—-1)!'x4=6x24=144
farkh gekilde gerceklegebilir. O

Ornek 4.19. 7 farkh anahtar, maskotsuz (halkas: simetrik) bir anahtarhja kag
farkly sekilde takilabilir?

Céziim. Anahtarlik ters gevrilebildiginden yansima simetrisi devreye girer:

(7-1)! 6 720
5 =5 =5 =360

farkl sekilde takilabilir. O
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Kombinasyon

Bolim 4’te ele aldigimiz permiitasyon problemlerinde dizilis sirasi belirleyiciydi:
Bir podyumda birinci olmak ile iigiincii olmak arasindaki fark, bir kasanin gifresin-
deki rakamlarin dizilisi ya da bir yarismadaki gérev dagilimi dogrudan elemanlarin
sirasina bagliydi.

Matematikte ve bilgisayar biliminde ise ¢ogu zaman nesnelerin hangi sirada
dizildigiyle degil, yalnizca hangi nesnelerin segildigiyle ilgileniriz:

e 10 kisilik bir simiftan okul meclisine 3 temsilci secerken Ahmet, Ayse ve
Can’in hangi sirayla belirlendigi temsilciler kurulunun yapisini degistirmez.
Kurul {Ahmet, Ayse, Can} kiimesidir.

o Masadan cekilen 5 iskambil kartinin cekilis sirasi elin degerini etkilemez;
elde toplanan kartlar kiimesi belirleyicidir.

o Bir bilgisayar aginda n sunucu arasindan birbirine dogrudan baglanacak iki
sunucu belirlemek, sirasiz bir ikili segmektir.

Nesnelerin secilme sirasinin hesaba katilmadig: bu tiir se¢cimlere kombinasyon
(sirasiz se¢im) denir. Burada kombinasyon kavramim permiitasyondan tiiretecek,
(7;) binom katsayisini, simetri ve Pascal bagintisini, ardindan 6zdeg nesnelerin da-
gitiminda bagvurulan “Yildizlar ve Boliiciiler” yontemini adim adim inceleyecegiz.

5.1 Binom Katsayisi

Kiigiik bir 6rnekle baglayalim: Dort kisilik bir arkadag grubundan (A, B, C, D) iki
kisilik bir proje ekibi kurmak istiyoruz. Kag farkh ekip olusturabiliriz?

Once Boliim 4'te gordiigiimiiz sirali se¢im (permiitasyon) yaklagimini uygula-
yalim:
P(4,2)=4x3=12
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Bu 12 sirali ikiliyi agik¢a yazalim:

(4,B), (4,0), (A,D), (B,A), (B,C), (B,D),
(C,A), (C,B), (C,D), (D,A), (D,B), (D,C)

Bir proje ekibi i¢in (A, B) ile (B, A) arasinda fark yoktur; her iki sirah ikili de
ayni iki kigiden olugsan {A, B} ekibini belirtir. Benzer bigimde (A, C) ile (C, A)
ayni ekiptir.

Her ekip, secilen 2 kiginin kendi arasindaki 2! = 2 farkhi diziliminden o6tiiri
listede tam 2 defa yer almigtir. Farkli ekip sayisim1 bulmak igin sirali se¢imlerin
sayisini 2!’e bolmeliyiz:

Elde edilen 6 sirasiz ekip gunlardir:
{A, B}, {A,C}, {A D}, {B,C}, {B,D}, {C,D}

Eger bu 4 kigi arasindan 3 kisilik bir ekip segseydik, secilen herhangi 3 kigi
kendi arasinda 3! = 6 farkl sirada dizilebilirdi. Dolayisiyla her ekip P(4,3) = 24

P4
%:%:4

siral tiglii listesinde tam 6 defa tekrarlanacakti. Gergek ekip sayisi 5

olurdu.

Bu gézlem bizi kombinasyonun formiiliine ulagtirir:
Tanim 5.1 (Kombinasyon ve Binom Katsayisi). n ve r iki dogal sayi ve 0 <r <n
olsun. n elemanly bir kiimenin r elemanly her bir alt kimesine n'nin r’li kom-

binasyonu denir. Bu alt kiimelerin toplam sayist (’:) (veya C(n,r)) simgesiyle
gosterilir ve “n’nin r’lisi” diye okunur.

Teorem 5.2. Her 0 <r < n icin:

(7;) - P(f!’r) - r!(nni r)!

Kanat. n elemanh bir kiilmeden r elemanl sirali bir dizi (P(n,r)) olugturma siire-
cini iki agamali bir iglem olarak kurgulayalim:

1. 1. Asama (Kiimeyi se¢mek): Sirasina bakilmaksizin hangi r elemanin
secilecegini belirleriz. Bu se¢im tanim geregi (f) farkli sekilde yapilabilir.

2. 2. Asama (Segilenleri dizmek): Secilen r eleman: bir siraya dizeriz. r
farkli nesne kendi arasinda r! farkl sekilde siralanar.

Bolim 3’teki ¢arpma kurali uyarinca bu iki agamanin ¢arpimi toplam sirali se¢im-

lerin saywsi (P(n,r)) verir:
n
xrl=P
(1) x = Poan)
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Egitligin her iki tarafim1 r!’e bolersek:

(Z) B P% :

elde edilir. Bolim 4’teki P(n,r) = (717_17'?), ifadesi yerine kondugunda:

() = e

bulunur. m

Simir durumlar: inceleyelim:

. (g) = #io)! = IL;L, = 1 (n elemandan 0 eleman se¢menin 1 yolu vardir:
bosg kiime 0).

« (1) =1 (7?11)! = n(g:;,)' = n (n nesneden tek bir nesne segmenin n yolu
vardir).

. () = #ln), = n’,"”—'o, = 1 (n nesnenin tamamimi segmenin tek bir yolu

vardir: kiimenin kendisi).

5.1.1 Kiimeler Kurami ile Baglanti

Boliim 1’de n elemanl bir kiimenin toplam 2™ adet alt kiimesi oldugunu ¢arpma
kuraliyla dogrulamigtik. Kombinasyon bu alt kiimeleri eleman sayilarina gore ayrik
siniflara boler:

e 0 elemanl alt kiime sayisi: (8)
« 1 elemanh alt kiime sayisi: ()

o 2 elemanl alt kiime saysi: (5)

o n elemanli alt kiime sayisi: (Z)

Bu alt kiime siniflar1 birbirini diglayan ayrik durumlar oldugundan, Boliim 3’teki
toplama kurali geregince tiim alt kiimelerin toplamai:

()= () () ()0 () -

egitligini saglar. Bu temel 6zdegligi Béliim 6’da binom teoremi gercevesinde yeni-
den ele alacagiz.
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5.1.2 (Coziimlii Ornekler

Ornek 5.3. Asagidaki kombinasyonlarin dejerlerini hesaplayinaz: a) (g) b) (10)

) () 2

(Céziim. Kombinasyon hesaplarken biiyiik faktoriyelleri agmak yerine, pay1 r adim
geriye agip paydaya r! yazmak daha pratiktir:

7T\ _ Tx6x5 _ 210 _
. a)()_3§2§1—7—35.

- b) (3) =R =F =45

8) __ 8XT7x6x5 __ 8XTX6x5 __ —
e o) (i) = BFsa = P2 =Tx2x5=70.

O]

Ornek 5.4. 12 dyeli bir égrenci toplulufundan 4 kisilik bir disiplin kurulu kag
farkly sekilde secilebilir?

Cé6ziim. Kurul iyeleri arasinda unvan ya da gorev farki bulunmadigindan seg¢im
siras1 onemsizdir:

12 _12)(11)(10)(9
4]  4x3x2x1

Paydadaki 4 x 3 = 12 paydaki 12 ile sadelesir. Kalan 2 ise 10’u sadelestirip 5

yapar:
=11 x5 x9=495

farkli gekilde kurul segilebilir. O

Ornek 5.5. Bir cember iizerinde birbirinden farkl 8 nokta isaretlenmistir.
1. Kogeleri bu noktalardan segilen kag farkly dogru parcasu (kirig) ¢izilebilir?
2. Kégeleri bu noktalardan segilen kag farkl ticgen olusturulabilir?

Coziim. Cember iizerindeki noktalarin higbir ii¢ii dogrusal degildir.

1. Bir dogru parcasi belirlemek icin bu 8 noktadan herhangi 2 tanesini se¢mek
yeterlidir. Noktalarin se¢ilme sirasi dogru pargasii degistirmez (AB ile BA

aym Kirigtir):
8\ 8x7
(2) =2 i - = 28 kiris izilebilir.

2. Bir iiggen belirlemek i¢in bu 8 noktadan herhangi 3 tanesini se¢gmek gerekir:

8 8XT7TX6 . N
<3> =S5 oxl 56 farkh tiggen cizilebilir.
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O

Ornek 5.6. Disbiikey (konveks) bir n kenarl cokgenin toplam kag¢ késegeni vardur?
Formiili kombinasyon yardimayla elde ediniz.

(Coziim. n kenarli bir ¢okgenin n adet kogesi bulunur. Bu n koge arasindan seci-
lecek herhangi iki kége bir dogru parcasi tanimlar:

Tim Dogru Parcalart = <Z>

Bu dogru parcalar: iki gruptan olusur:
o (Cokgenin kenarlar1 (komsu iki késeyi birlegtiren n adet dogru pargasi).
o Kosegenler (komsgu olmayan iki koseyi birlestiren dogru parcalari).

Dolayisiyla kosegen sayisi, tiim dogru parcalarinin sayisindan kenar sayisi ¢ikari-
larak bulunur:

_ 1 2 _ _ 2 o 3
Kosegen Sayisi = <Z> —n= n(nz) S g n_ n(n2 )
Ornegin bir altigen icin (n = 6): % = 9 kogegen elde edilir. O

5.2 Simetri ve Pascal Bagintisi

Kombinasyon katsayilar1 belirgin cebirsel ve simetrik 6zellikler tagir. Bu 6zellikle-
rin ilkini basit bir soruyla gorebiliriz:

10 kisilik bir simiftan kampa gidecek 8 6grenciyi mi segmek daha kolaydir, yoksa
geride kalacak 2 6grenciyi mi?

Kampa gidecek 8 kigiyi belirlemek, geride kalacak 2 kisgiyi belirlemekle ayni
se¢im iglemidir. Gidecekler belirlendiginde, kalanlar da kendiliginden belirlenir.
Formiille inceleyelim:

10 10! 10 10!
<8> Rixal e <2> arxs

Iki deger birbirine esittir.

Teorem 5.7 (Simetri Ozelligi). Her 0 <r <n igin:

()=()
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Kanst. Formiili dogrudan uygulayalim:

<nir> - (n—r)!x(?:—(n—r))! N (n—:)!!xr!

Carpmanin degigsme 6zelligi geregi paydadaki (n — 7)! x vl = 7! x (n — r)Pdir.
Buradan:
n B n! _(n
n—r) rlin—7r) \r
sonucuna varilir. O

Bu 6zellik hesaplamalar1 énemli 6lciide sadelestirir. Ornegin (2080) ifadesi dog-
rudan simetri kuraliyla agilir:

100 _ 100 _ 100 _ 100 x 99 4950
98 100 — 98 2 2

5.2.1 Pascal Bagintisi: Bir Elemanin Durumu

Simdi kombinatorik ispatlarin klasik yaklagimlarindan birini inceleyelim. n kisilik
bir gruptan r kisilik bir komite kurmak istiyoruz ((:}))

Bu gruptaki belirli bir kigiye odaklanalim; bu kigi Ahmet olsun. Olasi tiim
komiteleri Ahmet’in durumuna gore iki ayrik duruma ayirabiliriz:

1. 1. Durum (Ahmet’in yer aldigi komiteler): Ahmet komitededir. Ko-
mitenin kalan r — 1 iiyesi, gruptaki diger n — 1 kisi arasindan secilir:

-1
<n > secenek.
r—1

2. 2. Durum (Ahmet’in yer almadigi komiteler): Ahmet komitede yer
almaz. Dolayisiyla r kisilik komitenin tamami diger n — 1 kigi arasindan

secilmelidir:
-1
<n > secenek.
r

Ahmet bir komitede ya vardir ya da yoktur; bu iki durum ayriktir. Toplama
kurali geregince iki durumun toplami tiim komitelerin sayisini verir.

Teorem 5.8 (Pascal Bagintisi). Her 1 < r <n i¢in:

()=o) (")
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Kamit. Yukaridaki kombinatorik akil yiirtitme dogrudan bir ispattir. Cebirsel ola-
rak dogrulamak icin sag taraftaki terimleri ortak paydaya getirelim:

(Z: D " (n . 1) G —(T)!_(;)i ST r!(fmn—_llz!r)!

(
Birinci kesri r ile, ikinci kesri (n — r) ile genisletelim:

Cr-(n—=1)! (n—r)-(n-—1)

orli(n—7)! rl(n —r)!
rtn=r)-(n-1)!
B rli(n —r)!
~n-(n—-1)! n! _(n
Corln—=r) rln—r) <7“>
boylece esitlik gosterilmis olur. O

5.2.2 Coziimlii Ornekler

Ornek 5.9. (130) + (1f) + (151) toplamana tek bir binom katsayist olarak yazinaz.

Coziim. Pascal bagintisini adim adim uygulayalim. ilk iki terimi ele alalim: (130) +

(140). Pascal kurali geregince ("71) + (”71) = () oldugundan:

r—1 r

() ()= ()

olur. Bu sonucu iigiincii terimle birlegtirelim:

(1))

Tekrar Pascal kurali uygulanirsa (n = 12,7 = 5):

11 n 1y /12
4 5) \5
elde edilir. O

Ornek 5.10 (Kombinatorik Ispat: Bagkanli Komite Modeli). Her 1 <r < n igin
asagrdaki esitligin dogrulugunu gdsteriniz:

n—1 n
n =r
r—1 r
(Céziim. Bu esitlik cebirsel yoldan dogrulanabilecegi gibi, Boliim 10’da ayrintilan-
diracagimiz iki yoldan sayma (gifte sayim) yontemiyle de kurulabilir.

n kisi arasindan r kigilik bir komite ve bu komiteye bir baskan sececegimizi
varsayalim. Bu secim iki farkl sirayla yapilabilir:
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+ 1. Yol (Once bagkan, sonra iiyeler): n aday arasindan bagkan secilir (n
segenek). Kalan n — 1 kigi arasindan komitenin diger r — 1 tiyesi belirlenir
((2:11) segenek). Carpma kuraliyla:

« n—1

" r—1
+ 2. Yol (Once komite, sonra bagkan): n kisi arasindan r kisilik komite
olusturulur ((:f) secenek). Segilen r kigi arasindan bir bagkan belirlenir (r

secenek). Carpma kuraliyla:
(") ‘r
,

Her iki sayim da ayni kiimenin eleman sayisim1 verdiginden:

n—1 n
n =r
r—1 r
esitligi saglanir. ]

Ornek 5.11 (C Dilinde Pascal Bagintisiyla Rekiirsif Kombinasyon). Pascal bagin-
tissme kullanarak kombinasyon hesaplayan bir C fonksiyonu yaziniz ve algoritmay
acrklayimaz.

(ozim. Pascal bagmtis1 (7) = (:f:ll) + (";1) dogal bir rekiirsiyon (rekiirsiyon)
yapist sunar. Taban durumlar: ise » = 0 ve r = n oldugunda degerin 1 olmasidir:

// Pascal bagintisi ile kombinasyon hesabi
long long kombinasyon(int n, int r) {
// Taban durumlari (base cases)
if (r =0 || r ==n) {
return 1;
}
// Ozyinelemelt adim: Pascal kurals
return kombinasyon(n - 1, r - 1) + kombinasyon(n - 1, r);

Bu fonksiyon matematiksel tanimi dogrudan uygular; ancak biiyiikk n degerle-
rinde ayn1 alt problemleri defalarca hesaplar. Bu verimsizlik Béliim 26’da dinamik
programlama yaklagimiyla giderilecektir. O

5.3 Yildizlar ve Boliiciiler (Stars and Bars)

Simdiye kadar ele aldigimiz kombinasyon problemlerinde tizerinde g¢aligilan nes-
neler birbirinden ayirt edilebilirdi. Dagitilacak nesnelerin birbiriyle tamamen
0zdes oldugu durumlarda sayim nasil yapilir?
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Somut bir problem ele alalim: Birbirinin tipatip aynisi olan 7 elmay1 3 ¢ocuga
(A, B, C) kag farklh sekilde paylagtirabiliriz?

Elmalar 6zdes oldugundan hangi elmanin kime verildigi degil, her ¢ocugun
kag elma aldigi 6nemlidir. A'nin aldig1 elma sayisina x1, B’ninkine x4, C'ninkine
x3 dersek, problem su denkleme denktir:

x1+axs+a3=7 (r1,22,23 €N, x; >0)

Bu denklemin ¢oziimlerini tek tek listelemek yerine, kombinatorikte sik¢a bas-
vurulan Yildizlar ve Bdliiciiler (Stars and Bars) modelini kullaniriz.

5.3.1 Yontemin Mantig

7 adet 6zdes elmay1 yan yana dizilmis 7 adet yildiz (x) ile gosterelim:
x x k Kk X kK

Bu 7 yildiz1 3 gruba ayirmak i¢in araya 3 — 1 = 2 adet ayrag (bdliicii ¢izgi, |)
yerlegtirmek yeterlidir.

Ornek dizilimler:

o kk| Kk Kk k| kk = 21 =2, 9 =3, w3=2

o | * Kk kk|x x x = 21 =0, 2 =4, x3=3 (ilk ¢ocuk hi¢ elma almad)
o kx k Kk x k x||= 21 =7, 22=0, 23 =0 (tim elmalar ilk ¢ocuk aldi)

Her paylagim, 7 yildiz (x) ve 2 béliiciiden (]) olusan toplam 742 = 9 karakterlik
bir dizilimle birebir eglesir.

Soru guna indirgenir: Yan yana duran 9 bog pozisyondan hangi 2 tanesine
boliicii (]) yerlestirilecektir? Geriye kalan yerlere yildizlar gelecektir. Sira 6nemsiz
oldugundan bu dogrudan bir kombinasyondur:

9\ 9x8
(2>_2><1_36

Demek ki 7 6zdeg elma 3 ¢ocuga 36 farklh sekilde dagitilabilir.

Teorem 5.12 (Yildizlar ve Boliiciiler Teoremi — Negatif Olmayan Coziimler). n
adet 6zdes nesnenin k farkl kutuya dagitilma bi¢imlerinin (veya x1+xo+- - -+xf =
n denkleminin x; > 0 tam sayr ¢oziimlerinin) toplam sayisi:

n+k—1
k—1

Kanit. n adet yildiz ve kutular: birbirinden ayirmak icin k£ — 1 adet boliici kul-
lanilir. Toplam pozisyon sayist n + (k — 1) = n + k — 1’dir. Bu pozisyonlardan
boliiciilerin yerlegecegi k — 1 konumu belirlemenin yolu (";:ﬁ;l) tanedir. O

formdiliiyle hesaplanar.
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5.3.2 Her Kutuya En Az Bir Nesne Diismesi Durumu (z; > 1)

Her cocugun en az bir elma almasi kogulu konursa, yani 1 +x2+ -+ =n
denkleminin pozitif tam say1 (z; > 1) ¢oztimleri aranirsa iki yoldan ilerlenebilir:

1. Yol (Onden Dagitma): n elmadan énce her cocuga birer tane verilir.
Toplam k elma dagitilmig olur ve geriye n — k elma kalir. Kalan n — &k elma
cocuklara serbestce (negatif olmayan bicimde) paylagtirilabilir:

(n—k)+k-1\ (n-1
k—1 k-1
2. Yol (Araliklara Boliicii Koyma): n adet yildiz yan yana dizildiginde
aralarinda tam n — 1 adet bogluk bulunur:

* * *x ... Kk
~—~ ~—~
bosluk bosluk

Hicbir kutunun bog kalmamasi, iki boliicliniin ayni bosluga konmamasi ve uclara
boliicii yerlegtirilmemesi demektir. Dolayisiyla £ — 1 adet boliicii, bu n — 1 bosluk
arasindan segilen yerlere konur:
n—1
-y

Teorem 5.13 (Pozitif Tam Say1 Coziimleri). x1 4+ xo + - - - + x = n denkleminin
pozitif tam saylardaki (x; > 1) ¢ozim sayise:

n—1
k—1
formiiliiyle verilir.

5.3.3 Coziimlii Ornekler

Ornek 5.14. Bir pastanede 4 cesit kurabiye (¢ikolatal, findikl, tar¢inh, vanilyal)
satilmaktadir ve her cesitten yeterince vardwr. Bir mistert: toplam 10 adet kurabiye
secerek bir paket yaptirmak istediginde ka¢ farkl paket olusturabilir?

Céziim. Kurabiyeler ayni cesit icinde 6zdegtir. Secilecek miktarlara x1,x2, x3, x4
dersek:

1+ 29+ a3+ x4 =10 (56120)

Burada n = 10 nesne ve k = 4 farklh kategori s6z konusudur. Yildizlar ve boliiciiler
teoremini uygulayalim:

(L= =)
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Degeri hesaplayalim:

(13)13><12><1113><12><11

_ 3% 2x11=2
3 3x2x1 6 3x2x 86

Farkli paket seceneklerinin sayisi 286’dir. O

Ornek 5.15 (Degisken Degistirme Teknigi). a + b + ¢ = 18 denkleminin a > 2,
b > 3 ve ¢ > 0 kosullarina saglayan kag farkl tam sayr ¢ozimi vardir?

(Céziim. Kisitlar standart > 0 bigimine doniigtiirmek icin degisken degistirme
uygulariz:

e a>2 = d=a-2>0 = a=d +2
e >3 = V=b-3>0 = b=V +3
e c>0 = d=c>0 = c=¢
Bu tanimlari: denklemde yerine koyalim:
(@+2)+ W +3)+=18 = d +b ++5=18 = o' +b + =13
Boylece n = 13 ve k = 3 parametrelerine sahip standart bi¢cime ulagiriz:
1 -1 1 15 x 14
(1) (5) -2t

farkl ¢6ztim vardir. O

Ornek 5.16 (Ustten Kisith Dagitim). z1 + xo + x3 = 9 denkleminin 0 < x; < 4
kisstine saglayan tam sayr ¢ozim saysing bulunuz.

Céziim. Degiskenlerin alabilecegi en biiyiik deger 4 olarak sinirlandirilmigtir. Co-
ziimii timleyen kiime {izerinden kuralim:

Istenen = Tiim Coziimler — En az bir degiskenin > 5 oldugu durumlar
1. Tiim Coziimler (x; > 0):
9+3-1 11 11 x 10
( 3-1 )‘(2)_ ;g

2. Bir degiskenin > 5 olmasi: Degiskenlerden biri (6rnegin 1) en az 5 olsun:
x1 > 5. 2y = 21 — 5 > 0 doniigtimiiyle:

i +trat+a3=9-5=4

Bu denklemin ¢6ziim sayisi:

4 _
+3-1 _ 6 _ 15
3—-1 2
En az 5 olacak degigkeni se¢gmenin (i’) = 3 yolu vardir (z1,z2 veya x3).
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3. ki degisken birden > 5 olabilir mi? iki degisken aym anda > 5 olsaydi
toplam en az 5+ 5 = 10 olurdu; oysa denklem toplami 9’dur. Dolayisiyla bu
durum gerceklesemez.

Kogulu bozan durumlarin sayisi 3 x 15 = 45’tir. O hélde aranan ¢6ziim sayisi:
55 —45 =10

olur. O

5.4 Karisik Segcme Problemleri

Kombinatorik problemlerinde ¢ogu zaman kombinasyon, permitasyon ve durum
analizi bir arada kullanilir. Temel yaklagim kurali sudur: Once segim yapilir
(kombinasyon), gerek duyuluyorsa ardindan siralama uygulanir (per-
miitasyon).

5.4.1 Coziimlii Ornekler

Ornek 5.17. 6 erkek ve 5 kadn arasindan 4 kisilik bir temsilci heyeti segilecektir.

1. Heyette en az 2 kadwn bulunmas: sartiyla kac farkl secim yapilabilir?

2. Belirli iki kisinin (Ahmet ve Zeynep) birlikte bulunmamas: sartiyla kag
farkl heyet kurulabilir?

Céziim. 1. Heyetteki kadin sayis1 2,3 veya 4 olabilir. Bu durumlar ayrik oldu-
gundan ayr1 ayri hesaplanip toplanir:

« 2 Kadin, 2 Erkek: (5) x (3) =10 x 15 = 150
« 3 Kadin, 1 Erkek: (3) x (¥) =10 x 6 =60
4 Kadm, 0 Erkek: () x (J) =5x1=5

Toplama kurali geregince:

150 4+ 60 + 5 = 215 farkli heyet kurulabilir.

2. Timleyen yaklagimini kullanalim:
Istenen = Tiim Heyetler — Ahmet ile Zeynep’in Bulundugu Heyetler

o Toplam 6 4+ 5 = 11 kisgi vardir. Kisit olmaksizin 4 kisi:

=330

11 _11><10><9><8
4] 4x3x2x1
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e Ahmet ve Zeynep’in ikisinin de secildigi durumlar: Bu iki kisi ayrildik-
tan sonra kalan 11 — 2 = 9 kisiden komiteyi tamamlayacak 4 — 2 = 2

kisi secilir:
9 9x8
= =36
) =%

Buna gore Ahmet ve Zeynep’in birlikte yer almadig heyet sayisi:

330 — 36 = 294

olur.

O]

Ornek 5.18 (Izgarada Dikdértgen Sayma). Yatayda 5 paralel dogru ile diiseyde
7 paralel dogru birbirini dik kesmektedir. Kenarlar: bu dogrular tzerinde bulunan
ka¢ farkl dikdortgen olusur?

(Céziim. Bir dikdortgen tanimlamak igin:

e Alt ve iist kenar belirleyecek 2 adet yatay dogru,

e Sol ve sag kenar belirleyecek 2 adet diisey dogru

se¢mek gerekir. Segilen her yatay dogru ¢ifti ile diisey dogru ¢ifti tek bir dikdortgen
sinirlar:

e 5 yatay dogrudan 2 tanesini segmenin yolu: (g) = 10.

7) =21

e 7 diisey dogrudan 2 tanesini segmenin yolu: (2

Carpma kurali uyarinca toplam dikdoértgen sayisi:

) 7
<2> X <2> =10 x 21 =210

olur. Genel olarak m yatay ve n diisey dogru arasinda (’;) (g) adet dikdortgen

bulunur. n

Ornek 5.19 (Standart Iskambil Eli Sayim). 52 karthk standart bir iskambil
destesinde her biri 13’er karttan olusan 4 simge (Kupa, Karo, Maga, Sinek) ve
her simgede 13 farkly deger (A,2,3,...,10,J,Q, K) bulunur. Bu desteden segilen
5 karthik bir elde tam olarak bir per (ayni degerden 2 kart ve diger 3 kartin
degerleri hem birbirinden hem de perden farkly) bulunma sayisine hesaplayiniz.

Céziim. Sayim adimlarimi sirayla olugturalim:

1. 1. Adim (Perin degerini segmek): Perin hangi degerden olugacag: belir-
lenir. 13 farkli degerden biri segilir: (113) = 13 segenek.
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2. 2. Adim (Perin kartlarin1 se¢gmek): Secilen degerin 4 simgesinden 2
tanesi belirlenir: (;1) = 6 segenek.

3. 3. Adim (Kalan 3 kartin degerlerini segmek): Elin bagka bir per iger-

memesi i¢in diger 3 kartin degerleri birbirinden ve ilk degerden farkli olma-

hidir. Kalan 12 deger arasindan 3 farkli deger segilir: (132) = W = 220

secenek.

4. 4. Adim (Kalan 3 kartin simgelerini se¢mek): Belirlenen 3 degerin her
biri i¢in 4 simgeden biri secilir: (‘11) X (411) X (‘11) = 43 = 64 secenek.

Carpma kurali geregince tam olarak bir per iceren ellerin sayisi:

1 4 12
<13> x <2> x (3) x 4% =13 x 6 x 220 x 64 = 1098240

olarak hesaplanir. ]
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Binom Acilimi ve Ozdeslikler

Bir parantezin karesini agmak ¢ogumuza tanidik gelir:
(a+b)? = a® + 2ab + b*.

Fakat bu satirdaki 2 sayisinin nereden geldigi tizerinde durmak, yalnizca formiilii
ezberlemekten ¢ok daha o6greticidir. ab terimi iki ayr1 secimden dogar: ilk paran-
tezden a, ikinciden b secilebilir; ya da ilkinden b, ikincisinden a segilebilir. Aym
carpima ulagtiran secimleri saydigimiz anda, cebir ile kombinatorik arasinda dog-
rudan bir képri kurmus oluruz.

Buradaki temel fikir sudur: (a + b)" ifadesini agarken her parantezden ya a’y1
va da b’yi segeriz. Benzer terimleri kag farkli se¢imin iirettigini belirlemek ise
dogrudan Bolim 5’te ele aldigimiz kombinasyon hesabidir. Bu béliimde 6nce te-
rimlerin kii¢iik kuvvetlerde nasil ortaya ciktigini adim adim inceleyecek, ardindan
binom teoremini kuracagiz. Devaminda binom katsayilarinin olugturdugu Pascal
iiggenine, bu iiggenden dogan temel 6zdegliklere ve Bolim 10’da daha kapsaml
ele alacagimiz c¢ifte sayim fikrinin ilk o6rnekleri olan kombinatorik ispatlara yer
verecegiz.

6.1 Elle Acmadan Teoreme

Yiiksek kuvvetli bir parantezi agarken yapilan en yaygin hata, iglemi yalnizca uzun
bir carpma aligtirmasi olarak gormektir. Oysa parantez sayisi arttikca asil gereken
sey daha hizli carpmak degil, ortaya ¢ikan terimlerin hangi se¢imlerden tiiredigini
kavramaktir.

[k olarak (a + b)? ifadesini adim adim ele alalim:
(a+b)3 = (a+b)(a+b)(a+b).

Carpimin agihminda bir terim olugturmak igin ii¢ parantezin her birinden tam
bir terim secilir. Ornegin a?b terimini elde etmek istiyorsak iki parantezden a, bir
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parantezden b se¢meliyiz. b’nin hangi parantezden geldigine gore ti¢ farkli segim
miimkiindiir:
a-a-b, a-b-a, b-a-a.

Carpma islemi degismeli oldugundan bu ii¢ secim de aymi a?b carpimini verir.
Buna karsilik a® yalnizca biitiin parantezlerden a secilerek, b de yalnizca biitiin
parantezlerden b segilerek olugur. Demek ki

(a+b)® = a® + 3ab + 3ab* + V7.

Burada katsayilarin 1,3,3,1 cikmas: tesadiif degildir. a?b teriminin katsaysi,
ii¢ parantezden hangisinden b segileceginin sayisidir; yani (i’) = 3’tiir. ab? icin de
b alinacak iki parantez secilir; bunun sayisi (;’) = 3’tiir.

Tanim 6.1 (Binom ve binom acilimi). ki terimin toplama ya da fark: bicimindeki
a+b ifadesine binom denir. n € N i¢in (a+0b)" ifadesinin carpma islemsi yapilarak
toplam biciminde yazilmasina binom acgilima denir.

Simdi genel duruma gegelim. (a + b)" ¢arpiminda n tane parantez yer alir.
Acilimdaki " ¥b* terimini elde etmek icin bunlarimn tam k tanesinden b, kalan
n — k tanesinden a se¢gmek gerekir. b secilecek k parantezi belirlemek, n nesneden
k tanesini sirasiz segmek demektir. Bu yiizden secim sayis1 dogrudan (Z) olur.

Teorem 6.2 (Binom teoremi). a ve b gercel sayilar, n € N olsun. O zaman

(a+0b)" = En: <Z> a" Rk,

k=0

Baska bir deyisle,

(a+b)" = <g> a” + <T> a" b+ (Z) a4t <Z> b,

Kanit. n parantezin her birinden a veya b secilir. a” *b* teriminin olusmasi icin
tam k parantezden b secilmelidir. Bu k parantezin secimi (Z) farkli yolla yapilir

ve her se¢im ayni ¢arpimi verir. Dolayisiyla s6z konusu terimin katsayisi (Z) “dir.

k indisi, 0’dan n’ye kadar biitiin degerleri alabilir. Bu degerlerin her biri farkl
bir b iissii iirettiginden benzer bagka terim kalmaz; biitlin terimler toplandiginda
teoremdeki acilim elde edilir. O

Formiilii uygularken iki diizeni birlikte takip etmek isi kolaylagtirir. Soldan
saga dogru ilerledikge a’'nin iissii birer birer azalirken b’'nin {issii birer birer artar.
Eszamanh olarak binom katsayilar (3), (1), ..., () swrasinda ilerler. Fark iceren
ifadelerde ise ikinci terimin igaretini b’nin iginde tagimak giivenli bir yoldur: (a—b)"

aciliminda formildeki b yerine —b yazilir.
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6.1.1 Coziimlii ornekler

Ornek 6.3. (2x — 3)* ifadesini binom teoremiyle aginaz.

(Coziim. Burada a = 2z, b = —3 ve n = 4’tlir. Dordiincii kuvvete kargilik gelen
binom katsayilar1 1,4,6,4,1 oldugundan temel a¢ilimi yazalim:

(2z — 3)* = (22)* + 4(22)3(=3) + 6(22)%(—3)?
+4(22)(=3) + (—=3)%.

Terimleri sadelegtirdigimizde

(2z — 3)* = 1621 — 9623 + 21622 — 2162 + 81

elde edilir. Isaretlerin sirayla degismesi, (—3)’iin tek kuvvetlerinin negatif, cift
kuvvetlerinin pozitif olmasindan kaynaklanir. O

Ornek 6.4. (22 + 32)% agilmanda 2° teriminin katsayisina bulunuz.

Coziim. Ifadenin tamamini agmaya gerek yoktur. Genel terim, ikinci terimin k
kez secildigi durumda

<Z> ($2)6—k(3m)k‘ _ (2) 3km12—2k+k
- (0)t
olur. Istenen kuvvet 9 olduguna gore 12 — k = 9, yani k = 3 olmalidir. Buradan

katsay1
6
(3)33 =20 .27 = 540

bulunur. Dolayisiyla aranan terim 540z°’dur. O

Ornek 6.5.

acthmindaki sabit terimi bulunuz.

Céziim. Sabit terimde x’in ssii sifir olmahidir. Genel terimi yazalim:

(o=
_ (Z) ok 123k
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Sabit terim igin 12 — 3k = 0 denklemi ¢oziillirse k = 4 elde edilir. O halde sabit

terim
6
(4)24 =15-16 = 240

olur. O

Ornek 6.6. (1+1)® agilvmindaki biitiin katsaylarm toplamins, agilvmi yapmadan
bulunuz.

Céziim. Katsayilar toplamini bulmak igin degigkene ¢t = 1 degerini vermek yeter-
lidir; boylece her t* terimi 1 carpanina doniisiir:

(1+1)% = 2% = 256.

Bu sonug, (g) + (213) +- 4+ (g) toplaminin 256 oldugunu dogrudan gosterir. [

Sik yapilan hata: Genel terimde k indisi, ikinci terimin kag kez secildigini
belirtir. Bu kitapta binom teoremini daima (Z) a™ *b¥ biciminde ele alacagiz.

6.2 Pascal Ucgeni

Binom teoremi acilim katsayilarini kombinasyon formiiliiyle verir. Ayni katsayilar:
n = 0,1,2,... icin satir satir alt alta yazdigimizda son derece diizenli bir tablo
ortaya cikar. Ornegin (a+b)* acithmindaki katsayilar sirasiyla (g), (Al‘), ey (3), yani
1,4,6,4, 1’dir. Bir sonraki satir1 elde etmek igin faktoriyelleri bagtan hesaplamak
gerekmez; her sayi, hemen tstiindeki iki sayinin toplamindan elde edilebilir.

Tamm 6.7 (Pascal iicgeni). n. satirinda soldan saga (), (1), .., (}}) binom kat-
sayrlarinin yer aldigr iiggensel sayr dizilimine Pascal iiggeni denir. Satir numa-
ralandirmast 0°dan baslar.

0. satir: 1

l.satir: 1 1

2.satir: 1 2 1

J.satir: 1 3 3 1

4.satir: 1 4 6 4 1

S.satir: 1 5 10 10 5 1
6.satir: 1 6 15 20 15 6 1

Ucgenin kenarlarindaki sayilarin daima 1 olmast, (g) = (Z) = 1 egitliklerinin
sonucudur. Her satirin ortasina gore simetrik durmasi ise Boliim 5’te goérdiigiimiiz
() = (,,",) ozelliginin gorsel yansimasidur.
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Pascal bagintisinin komite se¢imi tizerinden kombinatorik ve cebirsel ispatini
Bolim 5te kurmugtuk. Bu bagintiy1 iiggen tizerinde s6yle okuruz:

(-6 asveon

Demek ki Pascal tiggeninde kenarlar disindaki her sayi, sol list ve sag tist capra-
zindaki iki sayinin toplamidir. Béylece Bolim 5’teki “belirli bir kisi grupta yer
aliyor mu?” ayrimi, iiggende komsu iki saymin neden toplandigini da agiklar.

Pascal iicgeni, binom acilimlarini hizlica yazmak icin oldukca pratiktir. Ornegin
7. satir 1,7,21,35,35,21,7,1 oldugundan

(u+v)" =u” + Tubv + 21u°0? + 35u0?
+ 35u3vt + 210205 + Tuw® + 07,

Her terimde tislerin toplaminin 7 oldugunu kontrol etmek, olas1 yazim hatalarini
yakalamak icin iyi bir yontemdir.
6.2.1 Coziimlii ornekler

Ornek 6.8. 6. satur kullanarak Pascal diggeninin 7. satvrina olusturunuz. Ardindan
(p+ Q)" agilvmunan katsaylaring yazimaz.,

Céziim. 6. satir 1,6,15,20,15,6,1 degerlerinden olugur. Yeni satirin kenarlarina
1 yazilir; aradaki sayilar ardigik {ist komgularin toplamidir:

1, 1+6, 6+15 15420, 20+ 15, 15+6, 6+ 1, 1.

Boylece 7. satir 1, 7,21, 35, 35,21, 7, 1 olarak bulunur. (p+¢)” acihmimim katsayilar:
da dogrudan bu dizidir. O

Ornek 6.9. Pascal diggenini kullanarak (x — 1)° ifadesini aginiz.

Coziim. 5. satirdaki katsayilar 1,5, 10, 10, 5, 1°dir. Ikinci terim —1 oldugundan isa-
retler ardigik olarak degisir:

(x —1)° = 2° — 5a* + 102® — 102° + 5z — 1.

Katsayilarin biiyiikliigii Pascal iicgeninden, isaretler ise (—1)* carpanindan gelir.
O

Ornek 6.10. Pascal dicgeninin 8. saturindaki ortanca terimi yalnizea bir onceki
satirdan yararlanarak bulunuz.
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Céziim. 7. satirdaki ortadaki iki say1 35 ve 35’tir. 8. satirin ortasindaki say1 bu
iki degerin toplamidir:

<i) = 35435 ="70.

Bu deger, % = 70 formiiliiyle de dogrulanir. O

Ornek 6.11. 1,4,6,4,1 saylarmn (a + b)* agiliminin katsayplare olmasima pa-
rantez secimi tzerinden ag¢iklayiniz.

Céziim. Dért parantezin hicbirinden b secilmezse yalnizca a* terimi olusur; katsay1

(é) = 1’dir. Bir parantezden b se¢cmek icin 4 farkli secenek vardir ve ab katsayisi

(111) = 4 olur. Iki parantezden b se¢cmenin yolu (;1) = 6 tanedir ve bu da a?b?

terimini verir. Simetriden 6tiirii sonraki katsayilar 4 ve 1 olarak gelir. Sonugcta
(a+b)* = a* + 4a®b + 6a%b* + 4ab® + b*

ifadesi elde edilir. O

6.3 Ozdeslikler

Bir 6zdeslik, degigskenlerin tanim kiimesindeki her deger igin saglanan bir egit-
liktir. Binom teoremi yalnizca parantez a¢maya yaramaz; a ve b yerine uygun
sayilar yerlegtirildiginde kombinasyon katsayilarina dair pek ¢ok toplam bagintis
kendiliginden belirir.

En temel durumla baglayalim. (1+1)" ifadesinde her terim 1 ile ¢arpilmis olur.
Binom teoremi bu durumda satirdaki tiim katsayilarin toplamini verir:

(0)+ () =+ ()=

Bu esitlik, Boliim 1’de ele aldigimiz “n elemanli bir kiimenin 2™ alt kiimesi vardir”
gergegiyle tam bir uyum igindedir: (Z) degeri tam k elemanli alt kiimelerin sayisidir
ve biutiin k£ degerleri tizerinden toplamak tiim alt kiimeleri sayar.

Teorem 6.12 (Satir toplam ve alternatif toplam). n € N i¢in
" /n
= 2",
> (3)

Ayrica n > 1 ise
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Kamit. Binom teoreminde a = 1, b = 1 alindiginda (1 + 1)" = ") (}) olur ve
ilk esitlik cikar.

Ikinci esitlik icin @ = 1, b = —1 secilir. n > 1 oldugundan (1 — 1)* = 0’dur.
Agihmin sag tarafi ise () — () + (5) —-- -+ (=1)"(?) bi¢imindedir. Béylece isaret
degistiren toplamin sifir oldugu goriiliir. O

Alternatif toplam, ¢ift ve tek indisli katsayilarin dengeli bir dagilim sergiledi-
gini ortaya koyar. Cift indisli katsayilarin toplamina C, tek indisli katsayilarin
toplamina T dersek; satir toplami C' + T = 2", alternatif toplam ise C — T = 0
verir. Bu iki esitlik birlikte ¢ozildiigiinde

C=T=2""

bulunur. Yani bos kiimeden farkli n elemanl bir kiimenin ¢ift sayida eleman iceren
alt kiimeleri ile tek sayida eleman iceren alt kiimeleri esit sayidadir.

Teorem 6.13 (Hokey sopasi 6zdegligi). n > r > 0 i¢in

()07 ()= 000)

Kanit. Pascal bagintisini ardisik olarak uygulayalim. Ilk iki terim icin (:) = (TH)

r+1
yazarak
r r+1 r+1 r+1 r+2
+ = + -
r r r—+1 T r+1
elde ederiz. Bu sonuca siradaki (th)

caligir ve (:ﬁ’) bulunur. Bu zincirleme sadelesme son terime kadar devam eder ve

geriye yalnizca
n n n\ (n+1
r+1 r)  \r+1

kalir. O

terimi eklendiginde Pascal bagintis1 yeniden

Bu 6zdeslige, Pascal {icgeninde sabit bir kosegen boyunca ilerleyip son adimda
yon degigtirildiginde ortaya ¢ikan gekilden 6tiirii hokey sopasi adi verilmigtir. Bo-
liim 5’te inceledigimiz (130) + (140) + (151) toplami bu zincirin kisa bir 6rnegiydi; bu-
rada ayni mekanizmay1 genel haliyle kurmus olduk. Buradaki asil kazanim, uzun

bir toplamin tek bir kombinasyon terimine indirgenebilmesidir.

6.3.1 Coziimlii ornekler

Ornek 6.14. 10 elemanl bir kiimenin ¢ift sayida elemana sahip ka¢ alt kiimesi
vardir?
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Cézim. Kiime bog kiimeden farklidir; dolayisiyla cift ve tek sayida eleman iceren
alt kiimelerin sayilar1 esittir. Toplam alt kiime sayis1 2!° olduguna gére aranan

say1 bunun yarisidir:
21071 = 29 = 512,

Sifir ¢ift bir say1 oldugundan, tek elemani bulunmayan bog kiime de bu sayima
dahildir. O

Ornek 6.15. Asagqidaki toplams hesaplayiniz:

() () () () 6)

Coziim. Ifade, r = 3 ve n = 7 parametreleriyle hokey sopasi 6zdesligine tam

olarak uyar:
~()-0)
Y .)=1,)="0
P 3 4

Terimleri tek tek toplamak (1 4+ 4 + 10 4+ 20 + 35 = 70) yerine 6zdeslik sonucu
dogrudan verir. O

Ornek 6.16.

toplamine bulunuz.

Coziim. Isaretler almagik ilerledigi icin bu ifade n = 9 durumundaki alternatif
toplamdir. 9 > 1 oldugundan dogrudan

(1-1=0

elde edilir. Son terimin eksi isaretli olusu, 9 tek say1 oldugundan (—1)? = —1
gelmesindendir. O

Ornek 6.17. [ik n pozitif tam sayinn toplamine hokey sopast 6zdesliginden elde
ediniz.

Céziim. Ozdeslikte r = 1 alalim:

B+ =("1)

(i) = ¢ oldugundan sol taraf dogrudan 1+ 2+ -- - 4+ n toplamidir. Sag taraf agildi-

n—2&-1) _ n(n+1)

ginda ( = ——5— elde edilir. Béylece Boliim 2’de tiimevarimla kanitladigimiz

toplama Pascal iiggeni tlizerinden de ulagmis oluruz. O

Uyari: n = 0 i¢in alternatif toplam 1’dir; ¢linkii agihmda yalnizca (8) =1
terimi bulunur. Bu nedenle toplamin sifira egit olmasi i¢in n > 1 kogulu sarttir.
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6.4 Kombinatorik Ispat

Bir esitligi cebirsel islemlerle dogrulamak miimkiindiir; ancak kombinasyon kat-
sayilar1 iceren durumlarda ¢ogu kez daha aydinlatici bir yol vardir: Egitligin iki
yanini da ayni nesnelerin sayisi olarak yorumlamak. Bu yaklagima kombinatorik
ispat ya da Boliim 10’da ayrintisiyla ele alacagimiz adiyla ¢ifte sayim denir.

Yontemin dayanagi basittir. Belirli bir nesne kiimesi belirlenir. Bu kiimedeki
elemanlar birinci bir bakig acisiyla sayilip A sonucu bulunur; ardindan aym nes-
neler farkli bir gruplama veya sira gozetilerek sayilip B sonucu elde edilir. Aym
kiimenin eleman sayisi iki farkl deger alamayacagindan A = B olmak zorundadir.
Burada dikkat edilmesi gereken tek husus, iki yontemin de harfiyen ayn: nesneleri
saydigindan emin olmaktir.

Bolim 5te bagkanli komite kurgusuyla ispatladigimiz

n n—1
k —
()=o)
Ozdesgligi bu yontemin ilk 6érnegiydi. Oradaki k garpani, segilen grubun i¢inden bir

bagkan belirleme hamlesine kargilik geliyordu. Simdi bu fikri, grup biiyiikliigiiniin
serbest birakildigi daha kapsamli bir toplama tasiyalim.

Teorem 6.18. Hern > 1 icin

En: k<Z> = n2n1,

k=1

Kanst. n kisilik bir topluluktan bos olmayan bir calisma grubu ve bu grubun
icinden bir lider sececegimizi varsayalim.

Grubun biiyukligi k& olarak belirlenmigse grubu se¢menin (Z), grup icinden
lideri se¢menin ise k yolu vardir. £k = 1,2,...,n durumlar: birbirini digladigindan
toplam liderli grup sayist » ,_,; k‘(Z) olur.

Aymn1 secimi ters sirada yapalim: Once tiim topluluktan lideri secelim; bunun
n farkl yolu vardir. Lider belirlendikten sonra kalan n — 1 kiginin her biri gruba
dahil olabilir ya da olmayabilir. Bu kisilerin olusturabilecegi alt gruplarin sayisi
2"~ 1'dir. Dolayisiyla toplam n2" ! farkli liderli grup kurulabilir. Her iki sayim da
ayni nesneleri listelediginden esitlik kanitlanmig olur. O

Teorem 6.19 (Vandermonde ozdesligi). m,n,r € N ve r < m +n i¢in

(") - (")

Gecgersiz se¢imlere karsilik gelen binom katsayilart 0 kabul edilir.

105



Boliim 6. Binom Acilimi ve Ozdeslikler

Kanst. Bir toplulukta m kisilik birinci grup ve n kisilik ikinci grup bulunsun.
Toplam m + n kisi arasindan r kigilik bir kurul sececegiz.

Tim topluluktan dogrudan secim yapildiginda kurul sayis: (m;r") olur. Ikinci
bir yolla, kurulda birinci gruptan yer alacak kisi sayisina k diyelim. Birinci gruptan
k kisi (') yolla, ikinci gruptan kalan r — k kisi ise (,”,) yolla se¢ilir. Bu ¢arpm,
icinde birinci gruptan tam k iiye barindiran kurullarin sayisini verir. k£’nin olasi
tim degerleri ayrik durumlar olusturdugundan, toplama kurali geregince sol taraf
elde edilir. Her iki yol da ayni r kisilik kurullar1 saydig: icin esitlik gecerlidir. [

6.4.1 Coziimlii ornekler

> (1) = (%)

ozdesgligini Vandermonde dzdesliginden ¢ikarinaz.

Ornek 6.20.

(C6ziim. Vandermonde 6zdegliginde m = n ve r = n degerlerini yerine koyalim:

Zn: n n _(2n
EJ\n—k) \n)
k=0
Bolim 5’teki simetri kuralindan (nik) = (2) oldugunu biliyoruz. Boylece sol ta-
raftaki her carpim terimi bir kareye doniiglir ve istenen egitlik dogrudan cikar.

Ornegin n = 3 icin sol taraf 12 + 32 4 32 + 12 = 20, sag taraf ise (g) = 20 degerini
verir. ]

Ornek 6.21. Bir sinifta 5 kiz ve 7 erkek éGrenci varder. Dort kisilik bir ekibi kuz
ogrenct saysina gore simflandirarak toplam ekip sayrsing bulunuz.

Cézim. Ekipteki kiz sayis1 0,1, 2,3 veya 4 olabilir. Her durum igin kiz ve erkek
ogrencileri bagimsiz olarak segeriz:

D6 0000
- (5)(0)+G)6)
(1)-(3) -

degerine egittir. Aym sonuca 12 kisi arasindan dogrudan 4 kisi secerek de varilir.
O
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(1) 720) #ola) =)

(Cé6ziim. Verilen ifade 22:1 k(z) yapisindadir. Liderli grup 6zdegliginde n = 8
aliirsa

Ornek 6.22.

toplamine bulunuz.

°. /8
Zk( ) =827 = 1024
k
k=1
elde edilir. Uzun toplami terim terim hesaplamak yerine, ifadenin liderli gruplari
saydigin1 gormek ¢oziimii dogrudan verir. O
Ornek 6.23.

SO

k=0

egitligini hem binom teoremiyle hem de sayma yoluyla agiklayiniz.

(6zim. Binom teoreminde a = 1 ve b = 2 secildiginde (1 +2)" = >, (7)2"
olur; bu da toplamin 3" oldugunu gosterir.

Sayma yorumu ic¢in n nesnenin her birini ii¢ renkten biriyle boyadigimizi var-
sayalim. Her nesne i¢in 3 bagimsiz segenek bulundugundan toplam boyama sayist
3™dir. Alternatif olarak, ilk rengin digindaki iki renkten birini alan nesnelerin sa-
yisima k diyelim. Once bu k nesne (Z) yolla belirlenir; ardindan her biri kalan iki
renkten biriyle 2* farkli bicimde boyanir. k iizerinden toplandiginda sol taraf elde
edilir. Tki yaklasim da ayni boyamalar1 saydigindan esitlik saglanir. O

Son kontrol noktasi: Bir kombinatorik ispati incelerken daima “iki yontem
de tam olarak ayni nesne kiimesini mi sayiyor?” sorusu sorulmalidir. Ik yolun
komiteleri, ikinci yolun ise bagkanli komiteleri saymasi gibi ufak bir odak kaymasi
ispat1 gegersiz kilar. Sayilan nesneyi ispatin en baginda acgikca tarif etmek bu tiir
yanilgilar: engeller.

Bu béliimde binom katsayilarinin yalnizca cebirsel birer carpan olmadigini; pa-
rantezlerden yapilan secimleri, Pascal tiggenindeki geometrik konumlar1 ve farkh
sayma yollarin temsil ettigini gordiik. Bir sonraki boliimde (Boliim 7), kombinas-
yon formiillerine bagvurmadan, nesneleri kutulara dagitmanin kagimilmaz sonug-
larini ele alan giivercin yuvasi ilkesini inceleyecegiz.
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Guvercin Yuvas: Ilkesi

Baz1 problemlerde nesnelerin tam olarak nereye yerlestigini bilmeyiz; hatta yerle-
sim tamamen rastgele goriinebilir. Buna ragmen yalnizca sayilarin biiytikliigiinden
hareketle, kaginilmaz bir cakigma oldugunu kanitlayabiliriz. Giivercin yuvasi ilkesi
bu fikrin en yalin halidir: Giivercin sayisi yuva sayisindan fazlaysa, en az bir yu-
vada birden ¢ok giivercin bulunmak zorundadir.

Ilkenin giicii, gercek giivercinlerle simrli olmamasidir. Ogrencileri dogduklar
aylara, sayilari belirli ¢iftlere, noktalar: kii¢ciik bolgelere, nesneleri renklerine veya
son basamaklarina gore simiflandirdigimizda; 6grenciler, sayilar ve noktalar “gii-
vercin”, siiflar ise “yuva” roliinii tistlenir. Asil ustalik, problemi dogru simiflara
ayirmaktir. Burada 6nce temel geligkiyi kuracak, ardindan ilkenin niceliksel genel-
lemesini ve klasik uygulamalarda uygun yuvalar1 belirleme yollarini inceleyecegiz.

7.1 Temel ilke

Bir ¢cekmecede kirmizi ve mavi olmak tizere iki renkte ¢orap bulundugunu diisii-
nelim. Oda tamamen karanliksa ilk iki ¢orabin farkli renk olmasi miimkiindiir.
Fakat {icilincii gorap cekildiginde, iki renkten birine ait iki gorabin mutlaka eli-
mizde olacagini biliriz. Bu sonuca c¢oraplarin hangi sirayla geldigini inceleyerek
degil, yalnizca iki renk sinifina ii¢ corap dagitildigini fark ederek ulagtik.

Tamim 7.1 (Giivercin ve yuva). Bir gtivercin yuvasy probleminde siniflandirilan
nesnelere gtivercin, nesnelerin yerlestirildigi simiflara ise yuva denir. Bu adlar
yalnizea benzetmedir; giivercinler sayilar, kisiler veya noktalar; yuvalar da renkler,
aylar, araliklar ya da baska uygun swniflar olabilir.

Teorem 7.2 (Giivercin yuvasi ilkesi). n+ 1 givercin n yuvaya yerlestirilirse, en
az bir yuvada en az ki giivercin bulunur.

Kanat. Iddianimn tersini varsayalim: Her yuvada en fazla bir giivercin bulunsun. n
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yuva olduguna gore yerlegtirilebilecek giivercin sayisi en fazla
141+---+1=n

olabilir. Oysa elimizde n + 1 giivercin vardir. Bu, varsayimmimizla celigir. Demek
ki en az bir yuvada iki ya da daha fazla giivercin bulunmak zorundadir. O

Ispatin dikkat cekici yonii, hangi yuvanin dolacagini sdylememesidir. Ilke yal-
nizca varlik bildirir: “Boéyle bir yuva vardir.” Olimpiyat problemlerinde ¢ogu zaman
aranan da tam olarak budur. Bir érnekte iki 6grencinin hangi ayda dogdugunu
bulmamiz gerekmez; en az iki 6grencinin ayni ayda dogdugunu kanitlamamiz ye-
terlidir.

7.1.1 Coziimli ornekler

Ornek 7.3. Bir odada 13 Fkisi varsa, en az iki kisinin ayni ayda dogdugdunu
gosteriniz.

(Coziim. Givercin olarak 13 kigiyi, yuva olarak yilin 12 ayimi secelim. Her kisi
dogdugu aya tam olarak bir kez yerlegtirilir. 13 kigi, 12 aya dagitildig: i¢in giivercin
yuvasi ilkesi en az bir ayda en az iki kiginin dogmus olmasini zorunlu kilar.
Burada kisilerin dogum giinlerini veya yillarini bilmemiz gerekmez. Yalnizca ay
sayisinin 12 ve kisi sayisinin 13 olmasi yeterlidir. 0

Ornek 7.4. Bir stnifta 31 éGrenci bulunmaktader. En az ti¢ 6grencinin ayn dogum,
aynda dogdugunu bu ilkeden yararlanarak kanstlayiniz.

Coziim. 1ki 6grencinin ayni1 ayda dogmasi icin 13 égrenci yeterliydi. Ancak burada
“en az 1i¢” isteniyor; temel ilkenin dogrudan bicimi bunu tek bagina séylemez.
Tersini diiglinelim: Her ayda en fazla iki 6grenci dogmusg olsun. O zaman 12 ayda
bulunabilecek 6grenci sayisi en fazla

12.2=24

olurdu. Smifta 31 6grenci bulundugundan bu imkansizdir. Dolayisiyla en az bir
ayda en az lg¢ 6grenci dogmustur.

Bu diisiince, bir sonraki kisimda formiillegtirecegimiz genellegtirilmis ilkenin
zeminini hazirlar. O

Ornek 7.5. 1 ile 20 arasindan secilen 11 tam sayr arasinda ayne teklige—ciftlige
sahip iki sayr bulundugunu gdosteriniz.

Céziim. Bu kez yuvalar yalnizca iki tanedir: tek sayilar ve cift sayilar. Secilen
her say1 tam olarak bu iki siniftan birine girer. 11 say1 iki yuvaya dagitildig icin,
ozellikle en az bir yuvada iki say1 bulunur. Boylece segilen sayilardan en az ikisi
va ikisi de tek ya da ikisi de cifttir.
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Bu sonug zayif goriinebilir; fakat dogru siniflandirma segildiginde ¢ok daha kes-
kin sonuglara doniigebilir. Boliim 17°de tekligin—iftligin imkansizlik ispatlarinda
nasil etkili bir ara¢ oldugunu ayrintili bicimde ele alacagiz. O

Ornek 7.6. Bir sepette yalnizca sari, yesil ve kirmaz bilyeler vardir. Renk da-
giulima bilinmiyor olsa bile, sepetten cekilen 4 bilye arasinda ayny renk iki bilye
bulundugunu ispatlayiniz.

Coziim. Ug renk, ii¢ yuvadir; cekilen dért bilye ise dort giivercindir. Dort giivercini
ii¢ yuvaya yerlestirdigimizde en az bir yuvada iki giivercin bulunur. Bu da cekilen
bilyelerden en az ikisinin ayni renkte olmasi demektir. O

Sik yapilan hata: Ilkede “nesne sayisi yuva sayisma esitse” zorunlu olarak
cakisma olmaz. Ornegin 12 kisi, yilin 12 farkhi ayinda dogmus olabilir. Kesinlik
igin giivercin sayisinin yuva sayisindan fazla olmasi gerekir.

7.2 Genellestirilmis Ilke

Temel ilke, bir yuvada en az iki nesne bulunacagini sdyler. Fakat nesne sayis1 yuva
sayisindan ¢cok daha biiyiikse daha kuvvetli bir sonug bekleriz. Ornegin 100 kitab:
7 rafa yerlegtirirsek, yalmzca bir rafta iki kitap bulundugunu séylemek yetersizdir;
ashinda bazi raflarda en az 15 kitap bulunmak zorundadir.

Bu zorunlu sayiy1 bulmak icin toplam nesne sayisini yuva sayisina boleriz. Bo-
liim sonucu tam say1 degilse, kesri yukari yuvarlamamiz gerekir. Ciinkii “en az”
ifadesi bir tam say1 degerini belirtir.

Teorem 7.7 (Genellegtirilmis giivercin yuvasi ilkesi). N givercin k yuvaya yer-
lestirilirse, en az bir yuvada en az

N

k

-

olsun. Tersini varsayalim; yani her yuvada en fazla ¢t — 1 giivercin bulunsun. O
zaman biitiin yuvalardaki giivercinlerin sayisi en fazla k(¢ — 1) olur.

gtivercin bulunur.

Kanat.

t, N/k sayisindan biiyiik veya ona esit olan en kiigiik tam say1 oldugundan
t —1 < N/Ek’dir. Her iki tarafi pozitif k£ sayisiyla ¢arparsak

E(t—1) <N
elde ederiz. Bu, yuvalarda en fazla k(t — 1) glivercin varken toplamda N giivercin
bulundugu varsayimiyla geligir. Demek ki en az bir yuvada en az t = [N/k]
glivercin vardir. O

110



Boliim 7. Giivercin Yuvasi Ilkesi

Bu teorem, en az kag nesnenin bir arada bulunacagini verir. Bazen problem ters
yonde sorulur: Her yuvada en fazla r nesne olmasini istiyorsak, k yuvaya en fazla
kr nesne yerlegtirebiliriz. Bir nesne daha eklemek, yani kr + 1 nesneye ¢ikmak, bir
yuvada en az r + 1 nesneyi zorunlu kilar.

7.2.1 Coziimli ornekler

Ornek 7.8. 100 kitabin 7 rafa yerlestirildiji bir kitiphanede, en az bir rafta en
az ka¢ kitap bulunur?

Céziim. Kitaplar giivercin, raflar yuva olsun. Genellegtirilmis ilke dogrudan

CRE

sonucunu verir. Raflardan en az birinde en az 15 kitap bulunur.

14’0n yeterli olmadigini goérmek 6nemlidir: Yedi rafa 14’er kitap koyarsak yal-
nizca 98 kitap yerlegtiririz; kalan iki kitabin raflardan birine veya ikisine eklenmesi
gerekir. O

Ornek 7.9. 73 dgrenci alty calisma grubuna dagitilacaktyr. En az bir grupta en
az 13 égrenci bulunacagini gosteriniz.

Coziim. Ortalama 6grenci sayist 73/6 = 12+ 1/6’dir. Ogrenci sayist kesirli olama-
yacagl icin ortalamanin {istiindeki ilk tam say1 olan 13 zorunludur:

HEE

Tersinden de kontrol edebiliriz: Her grupta en ¢ok 12 6grenci olsaydi toplam 6g-
renci sayisi en fazla 6-12 = 72 olurdu. Bu, 73 6grenciyi yerlegtirmeye yetmez. [

Ornek 7.10. Bir laboratuvarda 51 6lgiim, sicaklik dederinin tam kismina gore 10
swnafa ayrdmastir: 0°dan 9°a kadar. En az bir suinifta en az kag olgiim bulundugu
kesindir?

(Céziim. On sicaklik sinifi yuva, 51 6l¢lim giivercindir. Bu nedenle en dolu sinifta

3]

Ol¢lim vardir. Beger 6lgiim on sinifta ancak 50 6l¢lim eder; elli birinci 6l¢lim sinif-
lardan birini altiya cikarir. O

en az

Ornek 7.11. Bir kutuda 8 farkl renk etiketi vardur. En az 25 nesne etiketlenirse,
ayne etiketi taswyan en az dort nesne bulunacagini kamitlayiniz.
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(Cé6ziim. Nesneleri etiketlerinin rengine gore sekiz yuvaya ayiralim. Genellegtirilmis

ilke
25
5]
8

verir. Sezgisel bir kontrol de sudur: Her renkten en fazla ii¢ nesne olsaydi toplam
nesne sayisi en fazla 8 - 3 = 24 olurdu. Yirmi beginci nesne, renklerden birinin
dordiincti 6rnegi olmak zorundadir. O

Uyar:: [N /k]| sonucu, “her yuvada bu kadar nesne vardir” anlamina gelmez.
Sadece en az bir yuvanin bu sayiya ulagtigin soyler. 100 kitap 6rneginde bazi
raflar bog bile kalabilir.

7.2.2 Garanti sayisini tersine bulmak

Genellestirilmis ilke, “/N nesne dagitildiysa ne kadar kalabalik bir yuva vardir?”
sorusunu yanitlar. Aym fikri tersine cevirmek, daha sik kargilagilan bir soruyu
¢ozer: Bir yuvada en az r nesne bulunmasini garanti etmek i¢in kag nesne gerekir?

Her yuvada en fazla r — 1 nesne kalacak en kotii senaryoyu ele alalim. k yuvanin
her birine 7 — 1 nesne koyabiliriz; boylece toplam

k(r—1)

nesne yerlegtirilir ve hicbir yuvada r nesne bulunmaz. Bir nesne daha ekledigimiz
anda, yani k(r — 1) + 1 nesneye ulagtigimizda, en az bir yuva r nesneye ¢ikmak
zorundadir.

Teorem 7.12 (Kesin garanti esigi). k yuvadan birinde en az r givercin bulunma-
siny garanti etmek icin k(r — 1) + 1 givercin yeterlidir; daha az yeterli degildir.

Kanat. k(r—1)+1 giivercini k yuvaya dagitalim. Her yuvada en fazla r—1 giivercin
bulundugunu varsayarsak toplam en fazla k(r — 1) olurdu. Bu, elimizdeki giivercin
sayisindan bir eksiktir; dolayisiyla bir yuvada en az r giivercin vardir.

Ote yandan k(r — 1) giivercin i¢in her yuvaya tam r — 1 giivercin koymak
miimkindiir. Bu diizende hicbir yuva r giivercine ulagmaz. Demek ki egikteki
“+1” gereklidir. O

Ornek 7.13. Yiln aylar bakwmandan en az dort kisinin ayna ayda dogmasina
garanti etmek icin bir odada en az ka¢ kisi bulunmalidir?
Céziim. Yuvalar 12 ay, hedef ise ayn yuvadaki r = 4 kisidir. Kesin garanti egigi
124-1)+1=12-341=37
kigidir.
36 kisinin neden yetmedigi de aciktir: Her ayda tam g kisi dogmus olabilir. Bu

diizen 36 kigiyi igerir, fakat hicbir ayda dort kigi bulunmaz. Otuz yedinci kisi ise
mutlaka aylardan birinin dordiincii kisisi olur. O
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Ornek 7.14. Bes farkl renkte kalemin bulundugu bir kutudan, ayni renkten en
az alty kalem cekmeyi garanti etmek icin en az ka¢ kalem cekilmelidir?

Céziim. Besg renk yuva, aym renkten alt1 kalem hedef oldugundan k =5, r = 6
aliriz:
5(6—1)+1=26.

Ilk 25 kalemde en kétii ihtimalle her renkten beger tane cekilmis olabilir. Yirmi
altinci kalem, renklerden birinin altincisi olmak zorundadir. O

7.3 Uygulamalar

Giivercin yuvasi ilkesi hazir bir formiilii yerine koymaktan ibaret degildir. Co6-
ziimde ilk hamle su olmalidir: Nesneleri hangi ortak 6zellige gore simflandirirsak
aradigimiz iki nesnenin aym sinifa diigmesi anlamli bir sonug tiretir? Bazen yu-
valar renkler kadar belirgindir; bazen ise toplami sabit yapan ikililer, bir sayimin
igindeki tek carpan veya diizlemi bolen kiigiik kareler olarak gizlenir.

7.3.1 Sayilar1 dogru yuvalara ayirmak

Ornek 7.15. 1,2,...,2n sayilart arasindan segilen herhangi n + 1 say icinde,
toplama 2n + 1 olan ki sayr bulundugunu gdsteriniz.

Coziim. Sayilar1 toplami 2n + 1 olan giftler halinde gruplandiralim:
{1,2n}, {2,2n -1}, ..., {n,n+ 1}.

Tam n yuva vardir ve her yuvada iki say1 bulunur. Secilen n + 1 say1 giivercin
olsun; her say1 ait oldugu cifte yerlegtirilir. n + 1 say1 n yuvaya dagitildig: icin
secilen iki say1 ayni yuvaya diigser. Ayni yuvadaki iki sayinin toplami tanim geregi
2n 4+ 1’dir.

Buradaki piif noktasi, yuvalar: tek ve ¢ift sayilar olarak ayirmamaktir. Boyle bir

secim yalnizca ayni teklige sahip iki say1 verirdi; istenen toplami garanti etmezdi.
O

Ornek 7.16. 1 ile 2n arasindan segilen herhangi n+1 saye arasinda, biri digerini
tam bélen iki sayr bulundugunu gésteriniz.

Céziim. Her pozitif tam say1, 2’nin kuvveti ile bir tek sayinin ¢arpimi biciminde
tek bir sekilde yazilabilir. Ornegin

12 =22.3, 40 = 23 . 5, 7=20.7.

Her sayimin bu yazilisindaki tek carpanini yuva olarak belirleyelim. 1 ile 2n ara-
sindaki olas1 tek carpanlar
1,3,5,...,2n—1
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oldugundan tam n tanedir.

Secilen n + 1 say1 bu n yuvaya dagitilinca ikisinin tek ¢arpani ayni olur. Bu
iki saywy1 2Pm ve 29m bigiminde yazalim; burada m aym tek sayidir. Gerekirse
adlandirmay1 diizenleyip p < q diyelim. O zaman

29m = 2977 (2Pm)

oldugundan 2Pm sayist 29m sayisin1 tam boler. Boylece segilen iki sayidan biri
digerini boler. O

Bu ornekte tek carpan yaklagimi ilk bakista yapay gorunebilir. Ancak bir sayi-
nin i¢indeki biitiin 2 ¢arpanlarini ayirdigimizda, ayni tek garpani tasiyan sayilar
m,2m,4m, ... bigiminde bir zincir olugturur. Ayni zincirden secilen iki sayimnin
bolme iligkisi tagimasi kaginilmazdir. Boliinebilmenin temel araclari Béliim 11°de
incelenecektir.

Ornek 7.17. On bir tam saiy veriliyor. Bu sayilarin ikisinin, 10°a bolindiginde
aym birler basamagina sahip oldugunu gésteriniz.

Céziim. Birler basamag: i¢in yalnizca on olasilik vardir: 0,1,2,....9. Bu on olasi-
lig1 yuva, verilen on bir sayiy1 giivercin kabul edelim. Her tam say1 birler basama-
gma gore tam bir yuvaya diiger. On bir say1 on yuvaya dagitildig i¢in iki sayimin
birler basamagi aynidir. O

7.3.2 Geometrik yuvalar

Geometrik problemlerde giivercinler g¢ogunlukla noktalardir. Yuvalar ise geklin
kiiciik parcalara boliinmesiyle elde edilir. Iki noktanin aym kiiciik parcaya diismesi,
aralarindaki uzakligin o parcanin ¢api kadar veya daha kii¢iik olmasini saglar.

Ornek 7.18. Birim kenarl bir karenin i¢ine yerlestirilen 5 nokta arasinda, uzak-
hgr en fazla v/2/2 olan iki nokta bulundugunu gosteriniz.

(Cozim. Biiyiik kareyi kenar uzunlugu 1/2 olan dort eg kareye ayiralim. Bu dort
kiigiik kare yuvalar, bes nokta ise giivercinlerdir. Glivercin yuvasi ilkesi geregince
iki nokta ayni kiiciik kareye diiger.

Aymi kiigiik karede bulunabilecek iki noktanin birbirinden en uzak oldugu du-
rum, karsilikli iki kosede yer aldiklar1 andir. Kiiciik karenin kogegeni Pisagor ba-

gintisiyla
1 2+ 1\*> V2
2 2) 2

olur. Dolayisiyla aymi kiiciik karedeki iki noktanin uzaklig: en fazla /2 /2'dir. O

Ornek 7.19. Kenar uzunlugu 2 olan bir karenin icinde bulunan 10 noktadan
ikisinin uzakhgiman en fazla /2 oldudunu gosteriniz.
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Céziim. Kareyi kenar1 1 olan dort es kareye bolelim. On nokta, dort kiigiik ka-
reye dagilir. Genellestirilmis ilke en az bir kiigiikk karede en az [10/4] = 3 nokta
oldugunu soyler; ancak ¢oziim igin iki nokta yeterlidir.

Ayni birim kareye diigen iki nokta arasindaki uzaklik, bu kiciik karenin koge-
geninden fazla olamaz. Kégsegen uzunlugu v/12 + 12 = /2 oldugundan istenen cift
bulunur. O

Ornek 7.20. Bir kenart 3 olan karenin icine 10 nokta yerlestirilmistir. Bu nok-
talardan ikisinin uzakligun en fazla /2 oldugunu kanitlayinaz.

Céziim. Biyik kareyi dokuz adet birim kareye bélmek uygundur. Dokuz kiigiik
kare yuva, on nokta giivercindir. Temel ilkeye gore iki nokta ayni birim karede
yer alir. Birim karenin kosegeni v/2 oldugundan bu iki noktanin uzaklhig: en fazla

V2 olur.

Burada kilit nokta, birim uzunlugun hangi bélmede igse yarayacagini 6énceden
belirlemektir. Yuva sayisini nokta sayisindan az tutarken, her yuvanin capini so-
ruda istenen uzaklhiga denk getirdik. O

Yuvalar: se¢gme stratejisi: Say1 sorularinda istenen iligkiyi saglayan denklik
simiflarini kurgulayin; geometri sorularinda ise sekli, kiiciik parcgalarin capi he-
deflenen uzakhiga uyacak bicimde béliin. Ilkenin kendisi dogrudan uygulanir; asil
zihinsel emek dogru yuvalar: belirleme agamasindadir.

Bu boéliimde giivercin yuvasti ilkesinin, olasi tiim durumlar: tek tek listelemeden
nasil zorunlu bir gakigma verdigini ele aldik. Boliim 8’de ise kiimelerin kesigimle-
rindeki miikerrer elemanlar: systematically hesaba katan icerme-digarma ilkesini
inceleyecegiz.
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Icerme-Digarma

Boliim 3’te ele aldigimiz temel sayma kurallarindan ilki toplama kuraliydi: Eger
iki klime birbirinden biitiiniiyle ayriksa, bu iki kiimenin birlegiminin eleman sa-
yi1s1, kiimelerin eleman sayilar1 toplamina egittir. Ancak uygulamada ve algoritmik
problemlerde karsimiza ¢ikan kiimeler nadiren bu denli birbirinden yalitilmigtir.
Kiimeler siklikla kesisir, ortak elemanlar barindirir ve bu ortak elemanlar {ist tiste
biner.

Birbirini kesen kiimelerin birlegsimini sayarken dogrudan toplama yapmak bizi
hataya stiriikler; ¢iinkii ortak elemanlar1 birden fazla kez saymig oluruz. Bu bo-
liimde, {ist iiste binen kiimelerin eleman sayisin1 hatasiz bir sekilde belirlememizi
saglayan temel yontemlerden birini, igerme-disarma (inclusion—exclusion) ilke-
sini ingsa edecegiz.

8.1 Iki ve U¢ Kiime

8.1.1 Iki Kiime ve Cift Sayim Diizeltme
Ilkenin mantigini somut bir soru iizerinden gérelim.

Ornek 8.1. 1’den 100’e kadar olan tam sayilar arasindan 2 veya 3 ile bolimebilen
kag sayr vardur?

Céziim. 2’ye boliinen tam sayilarin kiimesine A, 3’e boliinen tam sayilarin kii-
mesine de B diyelim. Amacimiz bu iki kiimenin birlegimi olan A U B kiimesinin
eleman sayisini, yani |A U B| degerini bulmaktir.

1 ile 100 arasinda 2’ye béliinen tam sayilar 2,4,6,...,100 bicimindedir. Bu

sayilarin adedi:
100
A = _ =
4= |50 =50
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Benzer bigimde, 3’e boliinen tam sayilar 3,6,9,...,99 bicimindedir ve adedi:
100
Bl=|—1]=33
5= | )

Bu iki degeri dogrudan toplarsak 50 + 33 = 83 buluruz; ancak bu toplam dogru
sonucu vermez.

Kiigiik bir sayiy1, 6rnegin 6’y1 ele alalim. 6 sayisi ¢ift oldugu igin A kiimesinin
icindedir; dolayistyla 50'nin icinde bir kez sayilmistir. Ote yandan 6 sayisi 3’iin
de kat1 oldugundan B kiimesinin i¢indedir ve 33’{in iginde de bir kez sayilmigtir.
Demek ki 6 sayist1 bu 83 toplamina bir degil, iki kez dahil edilmigtir. Yalnizca
6 degil; 12,18,24,... gibi hem 2’ye hem de 3’e bdliinen tiim sayilar ikiger kez
sayilmigtir.

2 ve 3 aralarinda asal oldugundan (Boliim 11 ve 12’deki bolunebilme ilkeleri
uyarimca), bir sayinin hem 2’ye hem de 3’e boliinebilmesi o sayimin 6’ya tam bo-
liinmesi demektir. Bu ortak sayilarin kiimesi tam olarak A N B kesigimidir. 1 ile
100 arasinda 6’ya boliinen tam sayilarin adedi:

1
AN B| = H‘)OJ 16

Her bir ortak elemani fazladan birer kez saydigimiza gore, bu fazlaligi gidermenin
yolu kesigimdeki eleman sayisini1 toplamdan bir kez gikarmaktir. O halde aranan
yanit:

|JAUB| =|A|+ |B|-|ANB| =50+ 33 —16 = 67

olarak elde edilir. O

Bu basit 6rnek genel kuralin 6ziinii gosterir: Bir elemani iki kez saydiysak, net
sayimint 1’e indirmek i¢in onu bir kez digar1 ¢ikarmaliyiz (digarma).

Teorem 8.2 (ki Kiime I¢in icerme-Disarma Ilkesi). A ve B sonlu iki kiime olmak
uzere,

|AUB| = |A| + |B| — |[AN B|
esitligi gecerlidir.

Kanit. AU B kiimesindeki herhangi bir  elemanini ele alalim. Bu eleman igin
tam olarak ti¢ durum s6z konusudur:

1. x € Afakat x ¢ B (yalnizca A’da olanlar): Bu durumda z elemam |A] i¢inde
1 kez, | B| i¢inde 0 kez, |A N B| iginde 0 kez sayilir. Esitligin sag tarafindaki
net katkisi 1 + 0 — 0 = 1’dir.

2. z € B fakat z ¢ A (yalnizca B’de olanlar): Bu durumda x elemani | A| iginde
0 kez, | B| iginde 1 kez, |A N B| iginde 0 kez sayilir. Esitligin sag tarafindaki
net katkis1 0 +1 — 0 = 1’dir.
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3. z € Avex € B (ortak olanlar): Bu durumda = eleman |A| i¢inde 1 kez,
|B| iginde 1 kez ve |[A N B| iginde 1 kez sayilir. Esitligin sag tarafindaki net
katkis1 1 +1 —1 = 1'dir.

Her durumda birlesime ait olan herhangi bir eleman sag taraftaki formiilde net
olarak tam 1 kez sayilmaktadir. Dolayisiyla esitlik her zaman dogrudur. O
8.1.2 Uc Kiimeye Gegis: Dengeyi Kurmak

Simdi t¢lincii bir kogul ekleyerek adimlar: genigletelim.

Ornek 8.3. 1’den 100°e kadar olan tam saylar arasindan 2, 3 veya 5 ile boline-
bilen kac sayr vardur?

(Céziim. 2’ye boliinenlerin kiimesi A, 3’e boliinenlerin kiimesi B ve 5’e boliinenlerin
kiimesi C olsun. Amacimiz |[A U B U C| degerini bulmaktir.

Once her kiimenin biiyiikliigiinii tek tek hesaplayalim:

100
Aziz
|Al 2| 50

100
Bl=|—|=33
Bl=15]

100
Cl=|—1|=20
=15

Tiim bu elemanlar: dogrudan toplarsak:
|A| + |B| + |C] = 50 + 33 + 20 = 103

elde ederiz. 1’den 100’e kadar zaten 100 say1 varken sonucun 103 ¢ikmasi, kimi
elemanlarin birden fazla kez sayildigin1 gosterir.

Ikiserli ortak elemanlar: ele alalim:
e 2 x 3 =06 ile boliinenler hem A’da hem B’dedir: |[AN B| = [100/6] = 16.
e 2 x5 =10 ile boliilnenler hem A’da hem C’dedir: |ANC| = [100/10] = 10.
e 3 x5 =15 ile bolinenler hem B’de hem C’dedir: |[BNC| = [100/15] = 6.
Iki kitme probleminde yaptigimiz gibi, ikiserli kesigimleri digar1 atalim:
103 - (164+104+6) =103 -32 =171

Peki iglem bu asamada tamamlandi mi?

30 sayisina bakalim. 30, 2 x 3 x 5 = 30 oldugundan hem 2’ye, hem 3’e, hem de
5’e tam boliintir; yani 30 € AN B N C kiimesindedir. 30’un yukaridaki iglemlerde
kag kez hesaba katildigini kontrol edelim:
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o |A|, |B| ve |C| toplaminda 3 kez eklendi (+3).

e |[ANB|, |[ANC| ve |BNC| gikarilirken 3 kez ¢ikarild: (-3).

Net durum: +3 — 3 = 0. Yani 30 sayis1 (ve onun gibi 2, 3, 5’in ortak katlari1 olan
60 ve 90), elde ettigimiz 71 sonucunun i¢inde hi¢ sayilmamistir. Birlesime ait
bir eleman1 biitliniiyle digarida birakmig olduk.

Bu eksikligi gidermek ve bu elemanlar: dogru bicimde saymak icin, ii¢ kiimenin
kesigimini tekrar igeri almali, yani eklemeliyiz:

100
A B == —_— =
anzao- [19] -

Boylece dogru sayim:
JAUBUC|=714+3="74

olarak bulunur. O

Bu dongii igerme-digarmanin temel mekanizmasidir: Teklileri ekle (igerme), ¢ift-
lileri gikar (digarma), tigliileri geri ekle (igerme).

Teorem 8.4 (Uc Kiime Icin Icerme-Disarma Ilkesi). A, B ve C sonlu ¢ kiime
olmak izere,

JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—(JANnB|+|ANnC|+|BNC|)+|AnBNC|
esitligi gecerlidir.

Kanit. AU B U C kiimesindeki herhangi bir z elemaninin formiiliin sag tarafina
yaptigr net katkiyi, 2’in tam olarak kag kiimenin elemani olduguna gore inceleye-
lim:

1. z bu {i¢ kiimeden tam birine ait olsun (6rnegin sadece A’da): Tekli toplam-
lardan |A|’dan 1 katk: gelir. Ikili veya iiclii kesisimlerde yer almadigindan
diger terimlerden 0 gelir. Net katki: 1.

2. x bu ¢ kiimeden tam ikisine ait olsun (6rnegin A ve B’de, ama C’de
degil): Teklilerden |A| ve |B| olmak iizere 2 katki gelir. Ikililerden yalnizca
|A N B iginde yer aldigindan -1 katk: gelir. Uclii kesisimde yer almaz (0).
Net katki: 2 -1 =1.

3. z bu ii¢ kiimenin ii¢iine de ait olsun (AN BN C): Tekli terimlerin ti¢iinde
de yer alir (+3). Ikili kesisimlerin iiciinde de yer alir (-3). Uclii kesigsimde yer
alir (+1). Net katki: 3—3+1=1.

Hangi durumda olursa olsun, birlesime ait her eleman formiil tarafindan tam 1
kez sayilmaktadir. Dolayisiyla egitlik dogrudur. O
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Boliim 8. Icerme-Disarma

8.1.3 (Coziimlii Ornekler

Ornek 8.5. 40 kisilik bir sinafta 22 éGrenci matematik, 18 éGrenci fizik, 15 éGrenci
kimya dersini almaktadir. 9 égrenci hem matematik hem fizik, 7 dgrenci hem
matematik hem kimya, 5 ogrenci ise hem fizik hem kimya dersini almaktadvr. Her
ti¢c derst de alan 8 ogrenct olduguna gore, bu ¢ dersten en az birini alan kag
ogrenct vardr? Hicbir derst almayan kac dgrenci vardir?

Céziim. Matematik alanlarin kiimesi M, fizik alanlarin kiimesi F', kimya alanlarin
kiimesi K olsun. Verilen biiyiikliikler gsunlardir:

IM|=22, |F|=18, |K|=15
IMNF|=9, |[MNK|=7 |FNK|=5
IMNFNK|=3

En az bir dersi alan égrenciler M U F U K kiimesini olusturur. U¢ kiime icerme-
digarma formiiliinii uygulariz:

IMUFUK]|=(|M|+|F|+|K])
—(|MNF|+MNK|+|FNK|)+|MNFNK|
=(22418415)—(9+7+5)+3
=55—-21+3=37

Demek ki 6grencilerin 37’si en az bir ders almaktadir.

Sinif mevcudu 40 olduguna gore, hicbir dersi almayan 6grenci sayisi evrensel
kiimeden birlesimin g¢ikarilmasiyla bulunur:

40-|MUFUK|=40-37=3
olarak elde edilir. O

Ornek 8.6. 1’den 600’e kadar olan tam saylar arasindan 4 veya 6 ile bolinen
fakat 5 ile boliinmeyen kag sayr vardir?

Cozim. Istenen kosul iki parcadan olusur: Say1 4 veya 6’ya boliinmeli, fakat 5’e
boliinmemelidir. Bu tip sorularda 4 veya 6’ya boéliinenleri bulup iclerinden 5’e
boéliinenleri ¢ikarmak en giivenli yoldur.

4 ile boliinenler A, 6 ile boliinenler B, 5 ile boliinenler C' olsun. Bizden istenen
kiime (AU B) \ C kiimesidir. Kiimeler teorisinden:

(AUB)\ C| = |AUB| - [(AUB)NC|

yazabiliriz. Dagilma 6zelliginden (AU B)NC = (ANC)U (BN C) olur.

Adim adim hesaplayalim:
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Boliim 8. Icerme-Disarma

1. Once A U B kiimesini bulalim. Hem 4’e hem 6’ya béliinen en kiiciik pozitif
tam say1 (Boliim 13’te ele aldigimiz EKOK tanimiyla) EKOK(4,6) = 12’dir.

600 600 600

Buradan:
|AU B| =150 + 100 — 50 = 200

2. Simdi bu sayilarin arasindan 5’e de boéliinenleri, yani (AN C) U (BN C)
kiimesini bulalim:

e ANC: Hem 4’e hem 5’e boliinenler (EKOK(4,5) = 20’ye boliinenler):

600
an= ] -

o« BNC: Hem 6’ya hem 5’ bélinenler (EKOK(6,5) = 30’a boliinenler):

600
BNC|=|——|=20

e (ANC)N(BNC)=ANBNC: Hem 4, hem 6, hem 5’e boliinenler.
EKOK(4,6,5) = 60’a boliiniir:

600
ANB =|—|=1
anzac- ] o

Iki kiime formiiliinii (A N C) ve (BN C) icin uygularsak:
(ANC)U(BNC)| =30+ 20— 10 = 40

3. Son olarak istenen fark: aliriz:
(AU B)\ C| =200 — 40 = 160
Demek ki 1’den 600’e kadar aradigimiz 6zellikte 160 say1 vardir. O
Ornek 8.7. 6 basamakly, rakamlar: toplama 4 olan kag farkl dodal say: yazlabilir?

(Céziim. Bir dogal sayinin 6 basamakli olmasi i¢in ilk basamaginin sifirdan farkl
olmasi gerekir. Sayimiz ajasasasasag olsun. Buradaki kisitlar sunlardir:

ar+az+az+as+as+ag =4
ve a1 > 1, diger a; > 0 olmalidir.
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Boliim 8. Icerme-Disarma

[k basamagm sifir olmamasi kuralmi uygulamak igin a} = a1 — 1 tanimlayalim.
Bu durumda aj > 0 olur ve denklemimiz:

a’1+a2+a3+a4+a5+a6:4—1:3

héline gelir. Burada her bir degisken negatif olmayan birer tam sayidir (a; > 0).
Normalde her bir basamak en fazla 9 degerini alabilir; ancak toplamlar1 zaten 3
oldugu igin hicbir degigkenin 9’u agma tehlikesi yoktur. Dolayisiyla basamaklarin
ist sinir kisiti kendiliginden saglanir.

Bolim 5’te gordiugiimiiz ayrag (stars and bars) yontemine gore, n = 3 6zdes
nesneyi k = 6 farkli kutuya dagitma sayisi:

n+k—1\ (3+6-1\ (8 /8 _8><7><6_56
kE—1 S\ 6-—1 - \5) \3) 3x2x1

olarak bulunur.

Ust siir kisitlarinin toplami asmadigi durumlarda icerme-disarmaya gerek kal-
madan dogrudan ¢oziime ulagilir; ancak toplamin 9’u agtigr durumlarda icerme-
digarma zorunlu hale gelir. O

8.2 Genel Formiil

8.2.1 Daha Fazla Kiime ve Degigsen Isaretler Deseni

Iki kiimede tek bir ¢ikarma yaptik: +—. Ug kiimede bir ¢ikarma, bir toplama
yaptik: + — +. Dort, beg veya genel olarak n kiime oldugunda da benzer bir yol
izleriz.

Her adimda birlesim alanini dengelemek icin bir sonraki seviyedeki tiim kesi-
simleri hesaba katmamiz gerekir. Bu dalgali igaret deseni (6nce ekle, sonra gikar,
tekrar ekle...) kombinatorik saymanin temel yapilarindan biridir.

Teorem 8.8 (Genel Icerme-Disarma Ilkesi). A1, Ao, ..., A, sonlu kiimeler olsun.
Bu kiimelerin birlesiminin eleman sayisi:

[AUA U UApl = > A= > AN 4

1<i<n 1<i<j<n
+ > ANANA] =+ (D) A N Ay 0N Ay
1<i<j<k<n
toplamu ile verilir. Toplam semboliyle ifade edecek olursak:

n

[=STE0R ST A nAgneen 4y

k=1 1<i1 <ig<--<ip<n

olur.
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Boliim 8. Icerme-Disarma

8.2.2 Bu Formiil Neden Her Zaman Dogrudur?

Formiiliin gecerliligini gérmek icin birlesime ait tek bir elemanin adimlardaki
durumunu izlemek yeterlidir.

Birlegim kiimesinden herhangi bir z € (J;; A; elemam alalim. Bu eleman,
verilen n kiimeden tam m tanesinin i¢inde bulunsun (1 < m < n).

Formiiliin sag tarafindaki terimlerin z elemanimi kag kez saydigini inceleyelim:

1. Tekli kiimeler (> |A;|): = tam m kiimenin i¢inde olduguna gére, bu top-
lama tam m = (') kez katk saglar (+('7)).

2. Ikili kesigimler (3 |A4;N A;|): 2'in bir A; N A; kesigiminde yer almasi igin,
hem A;’nin hem de A;'nin 2’i iceren o m kiime arasmdan segilmis olmasi
gerekir. m kiime arasindan 2 kiime (gb) farkl gekilde segilebilir. Dolayisiyla
bu terimden — (")) katk: gelir.

3. Uglii kesigimler (3° |A4;N A;N Ag|): Benzer sekilde, = elemani bu m kiime
arasindan secilen herhangi {i¢liiniin kesigsimindedir. Bu terimden —i—(?) katki
gelir.

4. Genel olarak, k’l1 kesigimlerin toplamindan z’e gelen katki (—1)'““(7,?) ola-
caktir. Eger k > m ise, x en fazla m kiimede yer aldigindan daha biiyiik
kesigimlerde bulunamaz; bu terimlerden gelen katki 0’dur.

O halde formiiliin sag tarafinin x elemanina verdigi net sayim degeri:

s (3)-(£) (5)- () -0

olur. Bu toplamin degerini bulmak i¢in Boliim 6’da gordiigiimiiz binom acilimini
hatirlayalim:

o= () () () - () ()

Sol taraf (0)" = 0 oldugundan:

o[- () (5) e )]

Koseli parantezin igindeki ifade tam olarak aradigimiz net sayim degeridir. Bura-
dan:
Net Sayim =1

elde edilir. Demek ki bir eleman kag¢ kiimenin kesigiminde olursa olsun (m =
1,2,...,n), formiildeki ekleme ve ¢ikarmalar birbirini gétiiriir ve o eleman sonuca
tam 1 kez eklenmis olur.

Eleman higbir kiimede yer almiyorsa (m = 0), zaten higbir terimde sayilmaz,
katkis1 0’dir. Ispat tamamlanmigtir.
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Boliim 8. Icerme-Disarma

8.2.3 Tiimleyen Sayim (Complementary Counting)

Cogu problemde ”en az bir kogulu saglayanlar” yerine, "verilen kogullarin higbi-
rini saglamayanlar” sorulur.

Evrensel kiimemiz U olsun. Aq, As, ..., A, kiimeleri de istenmeyen durumlari
temsil etsin. Bu durumda hicbir istenmeyen duruma diismeyen elemanlarin kii-
mesi:

[AiNAz N N4, =|U[- A1 UAU---UA,|
olarak ifade edilir. Icerme-disarma formiiliinii buraya uygularsak:
U\ (AL U= UA)| = U= Al + D AN A =D [AinAjnAgl+ -

esitligini elde ederiz. Bu yaklagim, 6zellikle dogrudan sayimin zor oldugu durum-
larda iglemi belirgin bigimde kolaylagtirir.

Tamim 8.9 (Yaygm Hata Uyarisi). Icerme-disarma uygularken en sik yapilan
hata terimlerin isaretlerini sasirmaktur:

e Birlegim arwyorsak: Tekliler +, ikililer -, tcliler +, dortliler - seklinde
ilerler.

o Tiimleyen (hi¢cbirini saglamayanlar) arworsak: Evrensel kiime |U]| ile
baslarz (+), teklileri ¢ikarvrmz (-), ikilileri ekleriz (+), tglileri ¢ikarvrz (-).

Son terimin isaretini ezberlemek yerine, tekli adimlarda isaretin pozitif mi negatif
mi oldugunu takip ederek ilerleyiniz.

8.2.4 Coziimlii Ornekler

Ornek 8.10. 1’den 1000’¢ kadar olan tam sayilar arasindan 2, 3, 5 veya 7
saylarindan higbirine bolimmeyen ka¢ sayr vardir?

Cézim. BEvrensel kiimemiz U = {1,2,...,1000} ve |U| = 1000'dir. Istenmeyen
durumlar i¢in kiimeler tanimlayalim:

e Aj: 2 ile boliinenler
e As: 3 ile boliinenler

As: 5 ile boliinenler

e Ay: 7 ile boliinenler
Istenen deger |A; N Ay N A3 N Ay|’tiir. Tiimleyen formiiliine gére:
Sonug = 1000 — S1 + Sy — S3+ 54
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Burada S, k’li kesigimlerin eleman sayilar1 toplamidir.
1. Adim: Tekli Kiimeler (5)

| 44| = [1000/2] = 500
| Ao = [1000/3] = 333
|As| = [1000/5] = 200
| Ay = [1000/7] = 142
S1 = 500 + 333 + 200 + 142 = 1175

2. Adim: Ikili Kesigimler (S2) Ikigerli carpimlara béliinenleri sayariz ((3) =
6 terim):

e« |A; N Ay = [1000/6] = 166
e |A; N As| = [1000/10] = 100
e |A; N Ayl =[1000/14] =

e |AyN As| = [1000/15] =

e |AyN Ayl = [1000/21] =

e |A3N Ay = [1000/35] =

Sy =166 4 100 + 71 4- 66 + 47 + 28 = 478

3. Adim: Uglii Kesigimler (S3) Ugerli carpimlara béliinenleri sayariz ((3) =
4 terim):

e |[A1NAyN Ag| = [1000/(2 x 3 x 5)| = [1000/30| = 33

. |A1ﬂA3ﬂA4|: 1000/2><5><7

I (

. ‘AlﬂAgﬂA4‘ = LIOOO/(Q X3 X7
| ( = |[1000/70| = 14
I (

)| =
)| = [1000/42] = 23
)
)| =

e [AyN Asn Ayl = [1000/(3 x 5 x 7)| = [1000/105] = 9
S3=33+23+14+9="79

4. Adim: Dortlii Kesigim (S4) Dordintin ¢arpimina (2 x 3 x 5 x 7 = 210)
boliinenler:
Sy = |A1 NA;N A3z N A4| = UOOO/QIOJ =4

5. Adim: Birlegtirme
Sonug¢ = 1000 — 1175 4 478 — 79 + 4 = 228

Kosullar: saglayan 228 say1 bulunmaktadir. O
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Ornek 8.11. zy+ao+a3-+x4 = 15 denkleminin, heri € {1,2,3,4} i¢in0 < 2; < 6
kosulunu saglayan ka¢ farkl tam sayr ¢ézimi vardur?

Coziim. Ust smir kisit1 (z; < 6) olmasaydi, problem Béliim 5'te ele aldigimiz
klasik negatif olmayan tam sayilarda ayrag¢ yontemiyle ¢oziilebilirdi. Kogulu bozan
durumlar, herhangi bir degigskenin x; > 7 olmasidir. Bu istenmeyen durumlari
icerme-digarma ile ayiklayabiliriz.

Evrensel kiime U, higbir iist sinir olmaksizin 1 + x4+ 23+ x4 = 15 denkleminin
x; > 0 ¢oziimlerinin sayisidir:

15+4-1 18 18 x 17 x 16
= = = = 1
e P e O

Istenmeyen durum kiimeleri olarak A;, z; > 7 olan ¢oziimler kiimesini gostersin
(i=1,2,3,4). Istenen ¢oziim sayist:

Coziim Sayist = |U| — S1 + S2 — S5 + Sy

1. Bir degiskenin kisit1 agmasi (S1): Diyelim ki 21 > 7. Degigken degisimi
yapalim: 2} = 21 — 7 > 0. Denklem suna doniisiir:

$/1+x2+l‘3+954:15—7:8

Bu denklemin negatif olmayan tam sayilarda ¢éziim sayisi:

8+4-1 11 11 x10x9
(1)) -

Kisit1 agabilecek (11) = 4 farkli degisken oldugundan:
S1 =4 x 165 = 660

2. iki degiskenin kisit1 asmasi (S;): Hem z; > 7 hem de 25 > 7 olsun.
Degisken degisimiyle o) = z1 — 7 ve af, = o — 7 dersek:

itz trs=15-7-7T=1

I+4-1Y\ /4\ 4
4-1 ) \3)
Iki degisken (3) = 6 farkli sekilde segilebildiginden:
So=6x4=24

Cozlim sayisi:

3. Ug veya daha fazla degiskenin kisit1 agmas1 (S3,5;): Uc¢ degisken
birden en az 7 olursa, toplamlari en az 7 x 3 = 21 olur. Ancak tiim degigkenlerin
toplami 15 verildiginden bu durum olanaksizdir. Dolayisiyla S5 = 0 ve Sy = 0’dir.

Sonug:
Coztim Sayist = |U| — S; + Sy = 816 — 660 + 24 = 180

olarak hesaplanir. ]
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8.3 Diizensiz Dizilimler (Derangements) ve Sapka
Problemi

8.3.1 Sapka Problemi: Sabit Noktasiz Permiitasyonlar

Bolim 4’te inceledigimiz permiitasyon kavraminin klasik uygulamalarindan biri
vestiyer ya da sapka problemidir:

n kigi bir restorana gider ve sapkalarini vestiyere teslim eder. Cikigta
vestiyer gorevlisi sapkalar: rastgele bir bicimde bu n kisiye dagitir. Hig
kimsenin kendi sapkasini almama olasiligi veya bunu saglayan
durum sayis1 kactir?

Matematiksel olarak bu soru, {1,2,...,n} kiimesinin hicbir ¢ elemam igin
7(i) = ¢ kogulunu saglamayan 7 permiitasyonlarimi bulmaya karsihk gelir. Bir
permiitasyonda (i) = i egitligini saglayan elemanlara sabit nokta (fixed point)
denir. Biz sabit noktas: bulunmayan permiitasyonlarin sayisini aramaktayiz.

Tanim 8.12 (Duzensiz Dizilim / Derangement). {1,2,...,n} kimesinin hicbir
elemanint kendi orijinal yerinde birakmayan permitasyonlarina diizensiz dizilim
(derangement) denir. n elemanly bir kiimenin dizensiz dizilimlerinin sayist 'n veya
D,, simgesiyle gosterilir.

8.3.2 Kiiciik Degerleri Elle Inceleyelim

Genel formiile gegmeden 6nce kiigiik n degerleri i¢in olasi permiitasyonlar: incele-
yelim:

o n = 1: Tek bir eleman vardir: (1). Kendi yerindedir. Sabit noktas: olmayan
dizilim yoktur:
1=0

e n = 2: Olas1 dizilimler: (1,2) ve (2,1).

— (1,2) — her ikisi de kendi yerinde.

— (2,1) — 1, 2’nin yerinde; 2, 1’in yerinde. Ikisi de yerinde degil.

2=1
e« n = 3: Toplam 3! = 6 permiitasyon vardir:
(1,2,3) — 3 sabit nokta

(1,3,2) — 1 sabit nokta (1)
(3,2,1) — 1 sabit nokta (2)
(2,1,3) — 1 sabit nokta (3)
(2,3,1) — Sabit nokta yok v/
(3,1,2) — Sabit nokta yok v
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6 permiitasyondan yalnizca 2 tanesinde hi¢bir eleman kendi yerinde degildir:
13=2
e« n = 4: Toplam 4! = 24 permiitasyon bulunur. Bunlar1 eledigimizde 9 tanesi-
nin sabit noktasi olmadigini goriiriiz:

4=9

Dizi 0,1,2,9,... biciminde ilerler.

8.3.3 igerme-D@arma ile Genel Formiiliin Tiiretilmesi

Genel n formiilii, icerme-digarma ilkesinin dogrudan bir sonucudur.

Teorem 8.13 (Diizensiz Dizilim Formiilii). n > 1 tam sayist igin dizensiz dizi-
limlerin sayisi:

1 1 1 1 (—1)™ "L (—1)F
In = n! (1—+_+_...+n!> —my E
k=0
formiilii ile hesaplanar.

Kanit. Tim permiitasyonlari kiimesi evrensel kiimemiz olsun: |U| = nl.

Bir permiitasyonun kogulu ihlal etmesi, en az bir elemanin kendi yerinde kalmas:
demektir. ¢ € {1,2,...,n} igin:

Ai = {m | (i) = i}

kiimesini tanimlayalim. A;, i. elemanin kendi yerinde kaldig1 permiitasyonlarin
kiimesidir.

Diizensiz dizilimler, bu durumlarin hicbirinin gerceklesmedigi permiitasyonlar-
dir:
In=U\(A1UAyU---UA,)|

Tiimleyen icerme-disarma ilkesini yazalim:

n = U] =Y A+ > JANAj| = > [AiNANAg|+--+ (=1)"A1 NN Ay
7 i<j <j<k

Kesigimlerin biiytikliiklerini adim adim hesaplayalim:

1. |A4;|: i. eleman kendi yerine sabitlenmigtir. Kalan n—1 eleman kendi arasinda
(n — 1)! farkh gekilde siralanabilir:

|[Ai] = (n—1)!
Bu tiirden (}) kiime oldugundan:

n n! n!
St = (7)== - =

)
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2. |A; N Aj|: Hem i hem de j kendi yerindedir (2 eleman sabit). Kalan n — 2
eleman (n — 2)! bicimde dizilir:

‘Az ﬂAj] = (n — 2)'

Bu tiirden (3) ¢ift oldugundan:

1<j

3. Benzer bigimde, herhangi k elemanin kendi yerinde sabitlendigi durumlarin

sayisi:
n n! n!
. C e k= — k) = =
‘Z:|&JW O&J_<001k)_mm_kwn B)l=
i1 <<,
Bu terimleri formiilde yerine yazarsak:
oy nb nlonl 1 !
_ (1 1 1 1 (=)™
I S TR TR TR
elde edilir. O

Formiili kiiciik degerlerde kontrol edelim:

N=1(1-1)=0

'2—2'1—1+1 —2x1—1
T 2/ 2

11 2
3=6(1-1+-—-)=6x==2
( T3 6> “ 6
111 12-4+1
M=24(1-14:— -+ |=24x -~ "2 _
( T3 6+M> SR )
9 1
5=120( = — — ) =5x9—1=44
> 0<24 mo) 529

Sonuclar elle buldugumuz degerlerle biitiiniiyle ortiismektedir.

8.3.4 Dogal Bir Sabit: 1/e ile Baglant:
Parantez i¢indeki ifadeye dikkatle bakalim:

1 1 1 1 (—1)"

oty T3t T
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e” fonksiyonunun Taylor serisini hatirlayalim:

e_1.% z? 23
S TR IR TR
Burada =z = —1 aldigimizda:
1 1 11 1 1

elde edilir. Bu baginti ¢arpici bir gergegi ortaya koyar: n biiylidiikge rastgele da-
gitilan sapkalarin higbirinin dogru sahibine gitmeme olasilig:

1
e 2~ %36.8

n! e

degerine hizla yaklasir. Kisi sayis1 ne kadar biiyiik olursa olsun, kimsenin kendi
sapkasini alamama olasihigy yaklagik tigte birdir (~ %36.8).

Pratik hesaplamalarda !n, %’ degerine en yakin tam sayidir:

m:{§+;J (n>1)

8.3.5 Coziimlii Ornekler

Ornek 8.14. 5 mektup ve bu mektuplarin gonderilecedi 5 farkl adresli zarf vardor.
Mektuplar zarflara rastgele konuldugunda tam olarak 2 mektubun dogru zarfa
konulmus olma sayist kagtir?

Céztiim. Bu durum iki agsamada incelenebilir:

1. Dogru zarfa gidecek 2 mektup secilir.

2. Kalan 3 mektup, hicbirinin dogru zarfa gitmeyecegi sekilde dagitilir. (Eger
kalanlardan biri bile dogru zarfa giderse, dogru zarf sayis1 2’yi agacaktur.)

Dogru zarfa gidecek 2 mektup (g) farkh gekilde segilebilir:

5 Hx4
= =10
HES

Kalan 3 mektubun kalan 3 zarfa tamamen yanhg dagilmasi ise diizensiz dizilim
sayisi olan 13 kadardir:

3=2

Bolim 3’teki garpma kurali geregi:
5
<2>><!3:1O><2:20

farkli durum bulunur. O
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Ornek 8.15. Bir yuvarlak masa etrafinda 4 evli ¢ift (toplam 8 kisi) oturacaktur.
Kadinlar ve erkekler dondigimli (bir kadin, bir erkek) oturacaktir. Kadinlar masaya
yerlestikten sonra, hicbir erkegin kendi esinin hemen sagwnda oturmamasin
istiyoruz. Erkekler bu masaya kag farkly bicimde oturabilir?

Céziim. Kadinlarin yerleri belirlendikten sonra aralarinda erkekler i¢in 4 bog san-
dalye kalir. Bu sandalyeleri 1, 2, 3, 4 olarak numaralandiralim; 6yle ki <. sandalye
tam olarak ¢. kadinin sagindaki sandalye olsun.

1. erkegin kendi eginin sagina oturmasi, i. sandalyeye oturmasi demektir. Higbir
erkegin kendi esinin saginda oturmamasi kogulu ise hicbir i. erkegin ¢. sandalyeye
oturmamasi anlamina gelir.

Bu durum, 4 erkegin 4 sandalyeye yerlesiminde sabit noktasiz bir permiitasyon,
yani bir diizensiz dizilim problemidir.

O hélde aranan oturma diizeni sayis1 dogrudan !4 ile verilir:
4=9

Erkekler, kadinlarin konumu sabitken bu kogula uygun 9 farkli bigimde oturabi-
lirler. O

Ornek 8.16. {1,2,3,4,5,6} kimesinin permiitasyonlar arasindan 1’n ilk sirada
olmadigu (7(1) # 1) ve 6’nan son sirada olmadigs (7(6) # 6) kag farkl permitasyon
vardir?

Céziim. Bu problem tim elemanlarin degil, yalnizca iki elemanin konumunu kisit-
lamaktadir. Bu nedenle tam bir dizensiz dizilim formiilii yerine iki kiime igerme-
disarma ilkesini uygulamak yeterlidir.

Tum permiitasyonlarin sayisi |U| = 6! = 720’dir.
Istenmeyen durumlar:

o A: 1’in birinci sirada olmasi (7(1) = 1). 1 sabitlendiginden kalan 5 eleman
5! = 120 sekilde dizilir: |A| = 120.

e B:6'nm altinc1 sirada olmasi (7(6) = 6). 6 sabitlendiginden kalan 5 eleman
5! = 120 sekilde dizilir: |B| = 120.

o« ANB:Hem 7(1) = 1 hem de 7(6) = 6 olmasi1. Bu iki eleman sabitlendiginden
kalan 4 eleman 4! = 24 gekilde dizilir: |[A N B| = 24.

Icerme-digsarma kuralina gore istenmeyen durumlardan en az birine diigen permii-
tasyon sayisi:

|[AUB| = |A|+ |B|—|AN B| =120+ 120 — 24 = 216

Her iki ihlalden de kacinmak istedigimize gore, evrensel kiimeden birlesimi ¢ikari-
r1z:

[ANB| = |U|— |AUB| = 720 — 216 = 504
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Kosgullar: saglayan 504 farkli permiitasyon vardir. O

Ornek 8.17. Icerme-disarma mantigine algoritmik olarak nasil ifade ederiz? N
tane kimenin kesisim boyutlary verildiginde genel birlesim boyutunu hesaplayan
mantigr gésteriniz.

(Céziim. Programlama yarigmalarinda N genellikle 15-20 gibi kiigiik degerler al-
diginda, tiim alt kiimeleri gezmek igin bitmask (bitmask) teknigi kullanilir. Bir
maskede 1 olan bitler secilen kiimeleri, secilen kiime adedinin tek veya ¢ift olmasi
ise formiildeki + ya da - igaretini belirler:

function inclusionExclusion(n, intersectionSize)
totalUnion = 0

for mask = 1 to (2°n - 1) do
elementCount = countSetBits(mask)
intersection = intersectionSize[mask]

if elementCount mod 2 == 1 then
totalUnion = totalUnion + intersection
else
totalUnion = totalUnion - intersection
end if
end for

return totalUnion
end function

Bu algoritma 2™ — 1 alt kiimenin her birini igerme-digsarma ilkesinin belirledigi
katsayiyla ((—1)¥1) toplama katar. O
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Bolum 9

Izgara Yollar1 ve Yineleme
Bagintilar:

Kombinatorik sayma problemlerinde nesneleri tek tek listelemek ¢ogu zaman im-
kansizdir. Ancak problem iki temel yaklagimdan birine izin verdiginde karmagiklik
ortadan kalkar: Ya nesneleri geometrik veya sembolik olarak iyi bilinen baska bir
yapiya (6rnegin iki boyutlu bir 1zgara iizerindeki yollara) egleriz ya da problemi
kendisinin daha kiigiik kopyalarina pargalayarak bir yineleme bagintisy (rekiirsi-
yon) kurariz.

Kafes yollari, ardisik durumlar arasindaki gegisleri modelleyen yineleme iligki-
leri, Fibonacci dizisi ve dizilerin kapali formlarina ulagmamiz saglayan karakteris-
tik denklem yontemi olimpiyat matematigi ile bilgisayar biliminin kesistigi temel
konulardir.

9.1 Izgara Yollar:

Bir robotun sokaklar1 kare seklinde parsellenmig bir gehirde sadece doguya (saga)
ve kuzeye (yukar1) hareket edebildigini diigiinelim. Robot baglangi¢ kavsagindan
hedef kavsaga kag farkl rota izleyerek gidebilir? Bu soru, ilk bakista basit bir yol
bulma problemi gibi goriinse de kombinatorik ve dinamik programlama arasindaki
temel kopriilerden biridir.

9.1.1 Kafes Yolu Modeli ve Temel Sayma

Somut bir 6rnekle baglayalim. Robotumuz Kartezyen diizlemde (0,0) noktasinda
bulunsun ve her adimda yalnizca bir birim saga (S) ya da bir birim yukar: (Y)
gidebilsin. Robotun (2, 1) noktasina ulagmasin istiyoruz.

Hedefe varmak i¢in robotun toplamda tam olarak 2 birim saga ve 1 birim yukari
gitmesi gerektigi agiktir. Hareketlerin sirasi degisebilir, ancak atilan toplam adim
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sayist daima 2 4+ 1 = 3 olmak zorundadir. Olas1 tiim rotalar1 yazalim:
SSY, SYS, YSS

Toplam 3 farkli yol vardir. Bu listeyi dikkatle inceledigimizde, her yolun 3 harfli
bir kelime oldugunu ve bu kelimelerin her birinde tam olarak 2 tane S (ve 1
tane Y') bulundugunu fark ederiz. Aslinda Bolim 5’te gordiigiimiiz kombinasyon
mantigiyla, 3 boslukluk bir dizilimde saga gidecegimiz 2 konumu se¢mekteyiz:

3 3
= =3.
()= )
Tanim 9.1 (Kafes Yolu). Tamsay: koordinatly noktalarin olusturdugu izgaraya
kafes (lattice) denir. (x1,y1) noktasindan (xe,y2) noktasina giden, her adimda

koordinatlar: yalnizea (x + 1,y) ya da (z,y + 1) yapan yollara kuzeydogu kafes
yolu veya kisaca 1zgara yolu denir.

Teorem 9.2 (Temel Izgara Yolu Teoremi). (0,0) noktasindan (m,n) noktasina,
yalnizea 1 birim saga (S) ve 1 birim yukar:y (Y ) advmlar atilarak gidilebilecek farkl

yollarn sayist
m+n\ (m+n\ (m+n)
m N n  m!nl

ile verilir.

Kanat. (0,0) noktasmdan (m,n) noktasina ulagmak isteyen bir hareketli, 2 koor-
dinatin 0’dan m’ye ¢ikarmak i¢in tam m adet saga (S) adim, y koordinatini 0’dan
n’ye ¢ikarmak icin tam n adet yukar1 (V) adim atmahdir.

Toplam adim sayisi zorunlu olarak m + n adettir. Bu adimlarin hangi sira-
lamayla atilacagi yolu tekil olarak belirler. Toplam m + n adimdan olusan bir

dizilimde, hangi m tanesinin saga adim olacagini se¢cmek (m:r:n) farkli bigimde

yapilabilir. Geriye kalan n pozisyonun tamami zorunlu olarak yukari adim (Y)
olacaktir. Benzer sekilde, n adet yukar: adimin yerini segmek de (m:{") yolla ya-
pilabilir ve bu iki deger birbirine egittir. O

Baglangig noktas: (0,0) yerine keyfi bir (z1,y;) noktas: ve hedef (x2,y2) oldu-
gunda (burada xo > x1 ve y2 > 1), diizlemi 6teleyerek ayni sonucu elde ederiz.
Atilmas: gereken saga adim sayist Az = xo — x1, yukar: adim sayist Ay = yo — 1
olur. Toplam yol sayisi:

<Am + Ay) _ ((562 —z1)+ (y2 — y1)>

Tg — X1
olur.

134



Bolim 9. Izgara Yollar: ve Yineleme Bagintilar

9.1.2 Ara Noktalardan Gegme ve Engellerden Kacinma

Yarigma problemlerinde dogrudan (0, 0)’dan (m,n)’ye gitmek nadiren sorulur. Ge-
nellikle yolda zorunlu olarak ugranmas: gereken duraklar veya kesinlikle basilma-
masi gereken “engelli” noktalar bulunur.

Ornek 9.3. Bir robot (0,0) noktasindan (6,5) noktasina gidecektir.

a) Robotun (2,3) noktasindan gegmesi zorunluysa kag farkl yol izleyebilir?

b) Robotun (2,3) noktasindaki ¢ukura digmemesi (bu noktadan gegmemesi)
gerekiyorsa kag farkly yol izleyebilir?

Coziim. (a) sikkinda yolu iki bagimsiz etaba bélebiliriz: Once (0,0)’dan zorunlu
ara nokta olan (2, 3)’e ulagmali, ardindan (2, 3)’ten hedef (6,5)’e devam etmeliyiz.
Carpma kurali bize toplam yolu verecektir.

(b) sikkinda ise "yasakli noktadan gegmeme” kogulunu dogrudan saymak yerine,
tiim serbest yollardan yasakl noktadan gegen yollar: gikarmak (tiimleyen sayma)
¢ok daha pratiktir.

a)

1. Asama: (0,0) noktasindan (2, 3) noktasma: Az; =2, Ay; = 3. Yol sayist:

N1_<2+3>—<5>—5X4_10.
2 2 2

2. Asama: (2, 3) noktasindan (6, 5) noktasina: Azy = 6—2 =4, Ay, =5-3 = 2.

Yol sayist:
442
4 2 2

Carpma kurali geregi, (2, 3) lizerinden gegen toplam yol sayisi:

Nyorunlu = N1 X Ny =10 x 15 = 150.

b) Higbir kisitlama olmasayd: (0,0)’dan (6,5)’e gidilebilecek tiim yollarin sa-

Y1SL:
11 11 x1
Ntﬁm:<6+5>:( ): XOX9X8X7:462.

6 5 Hx4x3x2x1

(2,3) noktasindan ge¢meyen yollarin sayisi:
Ntemiz = Ntiim - Nzorunlu = 462 — 150 = 312.
]

Birden fazla engelli nokta oldugunda Boliim 8’de ele aldigimiz Icerme-Digarma
Tlkesi devreye girer.
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Ornek 9.4. (0,0) noktasindan (5,5) noktasina giden bir hareketli A(2,1) ve
B(3,4) noktalarindan gegmek istememektedir. Bu kosulu saglayan kag gegerli rota
vardur?

(Coziim. Tum yollarin kiimesine U, A’dan gegen yollarin kiimesine A, B’den gegen
yollarn kiimesine B diyelim. Istenen deger |A° N B¢| = |U| — | A U B|'dir. Igerme-
Disarma Ilkesi ile:

JAUB| = |A|l+|B| - |ANB|.

Her bir bilegeni ayr1 ayr1 hesaplayalim:

5+5 10

Ul = = = 252

o= (57) = (5) ==

(2+1 bG-2)+(B-1)Y\ (3 N B

|,4_< ! >><< ! )_(2>><<3>—3><35—105,
3+4 (5-3)+(b—4) 7 3

|B| <3 >><( _3 R 35 x 3 =105

Hem A’dan hem B’den gegen yollar icin rota zorunlu olarak (0,0) — A(2,1) —
B(3,4) — (5,5) swrasmu izlemelidir:

AN B| = <2+1> " <(3—2)+(4—1)> y ((5—3)+(5—4)>

~—

Tt — Ot
+

2 3—-2 5—3

(e reaes-

Dolayisiyla en az bir engelden gecen yollar:
AU B| =105+ 105 — 36 = 174.
Her iki engeli de atlatan yollarin sayisi:
252 — 174 =T8.
O

Ornek 9.5 (Kosegegen Sinir1 — Yansima Fikrine Giris). (0,0) noktasindan (n,n)
noktasina giden ve y > x bolgesine asla gegmeyen (yani daima késegen tizerinde
veya altinda kalan, y < x sartim saglayan) 1zgara yollarimn sayisine n = 3 igin
elle listeleyelim ve genel formaili tartisalim.

Céziim. Her adimda x koordinatimiz saga adimlarin sayisini, y koordinatimiz ise
yukar: adimlarin sayisini verir. y < x kosulu, yolun herhangi bir aninda atilan
yukar: adim sayisinin saga adim sayisini agamayacagl anlamina gelir. Bu, agilan
ve kapanan parantezlerin dengeli olma gartiyla birebir aynidir: Her S adimini bir
sol parantez “(’ ve her Y adimini bir sag parantez “)’ olarak gorebiliriz.

n = 3 i¢in toplam 3 adet S ve 3 adet Y vardir. Gegerli dizilimleri yazalim:
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1. SSSYYY +—
2. SSYSYY «+——

(0
(00)
3. SSYYSY «— (()()
4. SYSSYY +— ()(()

000

5 SYSYSY +—

Toplam 5 yol bulunur.

Genel durumda (0,0)’dan (n,n)’ye serbest tiim yollarin sayisi (%?)’dir. y==zx
¢izgisinin tstiine gikan (yani y = = + 1 dogrusuna degen) gegersiz yollarin sayisi
André’nin Yansima Ilkesi (Reflection Principle) ile hesaplandiginda (anl) cikar.
Dolayisiyla gecerli yol sayisi:

c - 2n 2n 1 2n

" \n n—1) n+1\n
olur. Bu sayilara n. Catalan sayist denir. n = 3 igin C5 = %(g) = % = 5 dogrulanir.
O

9.1.3 Izgara Yollarimin Kodlanmasi

Biiyiik 1zgaralarda yollarin sayisimi bir modulo degerinde (6rnegin 10° + 7) he-
saplarken iki temel yol vardir: Faktoriyeller tizerinden kombinasyon almak (O(n))
veya dinamik programlama ile kafesi doldurmak (O(m x n)). Engel sayisi ¢ok
oldugunda dinamik programlama dogrudan uygulanir:

FUNCTION countGridPaths(m, n, obstacles)
MOD = 1079 + 7
INITIALIZE 2D array dp of size (m + 1) x (n + 1) with O

IF (0, 0) NOT IN obstacles THEN

apl0][0] = 1
ELSE

dpl01[0] = 0
END IF

FOR i FROM O TO m DO
FOR j FROM O TO n DO
IF (i, j) IN obstacles OR (i == 0 AND j == 0) THEN
CONTINUE
END IF

fromTop = (i > 0) 7 dp[i - 1]1[j] : ©
fromLeft = (j > 0) ? dp[il[j - 1] : O

dpl[il[j1 = (fromTop + fromLeft) MOD MOD
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END FOR
END FOR

RETURN dp [m] [n]
END FUNCTION

#define MOD 1000000007

int dp[1005] [1005] ;
int engel[1005] [1005]; // 1 ise engelli, O ise serbest

int izgara_yollari(int m, int n) {
for (int i = 0; i <= m; i++) {
for (int j = 0; j <= n; j++) {
if (engellil[j1) {

dplil[j]1 = 0;
continue;

X

if (i ==02&& j==0) {
dplil [j1 = 1;

} else {
long long sol = (i > 0) 7 dpli - 11[j] : O;
long long asagi = (j > 0) 7 dpl[il[j - 1] : 0;
dp[il [j] = (sol + asagi) % MOD;

}

}
}
return dp[m] [n];

Bu tablodaki dpli][j] = dp[i — 1][j] + dp[i][j — 1] gegisi, bir durumu 6nceki
durumlar cinsinden ifade etmenin dogal bir 6rnegidir.

9.2 Yineleme Bagintis1 Kavrami

Dogrudan kombinatorik bir formiil (6rnegin tek bir binom katsayisi) bulmak her
zaman kolay degildir. Karmagik sayma problemlerinde temel strateji sudur: ”Bo-
yutu n olan bir problemin ¢6ziimiinii, boyutu n’den daha kiigiik olan
ayn1 problemin ¢oziimleri cinsinden yazabilir miyiz?”

Bu soruya verilen olumlu yanit bir yineleme bagintist (recurrence relation) kur-
mamizi saglar.

Tanim 9.6 (Yineleme Bagintis1 ve Baglangic Kosullari). Bir {a,} dizisinde, n.
terimi kendisinden onceki terimler (an—1,an—9,...,an_k) cinsinden ifade eden
bir egitlige yineleme bagintist denir. Bagintimin ¢ozilebilmesi ve her terimin tek
bir sayrsal degere karsilik gelebilmest i¢cin verilen ilk terimlere baslangic kosullar:
(taban durumlar) denir.
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9.2.1 ”Son Hamleye Bakma” Teknigi

Yineleme bagintis1 kurarken izlenen temel kural, yapilan en son islemi veya
dizilimin en son elemanini siniflandirmaktir.

Somut bir problemle bu yaklagimi inceleyelim: Uzunlugu n olan ve yalmzca “A’,
“B’, “C’ harflerinden olugan kelimeler yazmak istiyoruz. Kisitlamamiz gudur: “A’
harfinden hemen sonra yine “A’ harfi gelemez (yan yana iki “A’ bulunamaz). Bu
sart1 saglayan n uzunlugundaki kelime sayisina a,, diyelim.

n = 1icin: "A”, "B”, "C” = a; = 3. n = 2 icin: Toplam 3% = 9 kelimeden
sadece "AA” yasaktir — ao =9—1=38.

Peki a,,’i a,,—1 cinsinden nasil kurariz? Boyutu n olan gecerli bir kelimenin son
harfine bakalim:

e Durum 1: Kelime “B’ ile bitiyor. Son harfi sildigimizde geriye kalan
n — 1 uzunlugundaki kelime gecerli bir kelimedir. “B’ harfi herhangi bir
yasak olugturmadigindan, n — 1 uzunlugundaki her gegerli kelimenin sonuna
“B’ ekleyebiliriz. Buradan a,_; tane durum gelir.

e Durum 2: Kelime “C’ ile bitiyor. Tipki “B’ gibi, n — 1 uzunlugundaki
her gecerli kelimenin sonuna “C’ eklenebilir. Buradan da a,_1 tane durum
gelir.

e Durum 3: Kelime “A’ ile bitiyor. Son harf “A’ ise bir 6nceki harf “A’
olamaz. O halde son iki harf ya "BA” ya da ?CA” geklinde bitmelidir. Son iki
harfi sildigimizde geriye n — 2 uzunlugunda gecerli bir kelime kalir. Tersine,
n — 2 uzunlugundaki herhangi bir gegerli kelimenin sonuna "BA” veya "CA”
eklersek, yan yana iki “A’ icermeyen n uzunlugunda gecerli bir kelime elde
ederiz. Buradan 2a,_s durum gelir.

Bu durumlar ayrik ve olasi tiim dizilimleri kapsadigindan:
ap, = 2ap_1 + 2ap-2, (n>3)
bagitisim1 buluruz. Baglangi¢ kosullari a; = 3 ve ay = 8’dir. Bagintiy1 test edelim:
ag = 2ay + 2a; = 2(8) +2(3) =16 + 6 = 22.

Tek tek sayarak da 33 — ("AAA”, "AAB”, "AAC”, "BAA”, "CAA”) = 275 = 22
oldugunu dogrulayabiliriz.

9.2.2 Modelleme Ornekleri

Ornek 9.7 (Hanoi Kuleleri). 3 direk ve farkl boyutlarda n adet disk verilmistir.
Baslangicta tim diskler kiigik disk daima biiyik diskin tzerinde olacak sekilde A
diregindedir. Her hamlede yalnizca bir disk baska bir direge tasinabilir ve hicbir disk
kendisinden kii¢ctiik bir diskin tizerine konulamaz. Tim diskleri C diregine tasimak
i¢in gereken minimum hamle sayst H, kactir?
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Cézim. En bityiik diski (en alttaki n. diski) A direginden C diregine tagiyabilmek
icin iizerindeki n — 1 diskin tamami B direginde toplanmig olmalidir.

1. Adim: En tistteki n — 1 diski C’yi ara durak olarak kullanarak B’ye tasi. Bu
islem H,_; hamle stirer.

2. Adim: A’da yalmiz kalan en biiyiik diski dogrudan C’ye tagi. Bu iglem 1
hamle siirer.

3. Adim: B’de duran n — 1 diski A’y1 ara durak olarak kullanarak C’ye, en
biiytik diskin tizerine tagi. Bu igslem de H,,_; hamle siirer.

Bu ii¢ adim zorunludur ve daha az hamleyle bu transfer yapilamaz. O halde:
H,=2H, 1+1, H;=1.

Ik birkac terimi hesaplayarak yapiy1 gérelim:

Hy =1,

Hy =2(1)+1=3,
H3 =2(3)+1=T,
Hi=2(T)+1=15

Bu degerler genel formiilin H,, = 2" — 1 oldugunu distindiiriir. Bélim 2’deki
tiimevarim yoéntemiyle kamtlayalim: H; = 2' — 1 = 1 dogrudur. H, = 2¥ — 1
kabul edersek,

Hpp1 =228 —1)+1=2F1 241 =201 _1
elde edilir ve ispat tamamlanir. ]

Ornek 9.8 (Diizlemi Bolen Dogrular). Diizlemde bulunan n adet dogru, hicbir
tkisi birbirine paralel olmayacak ve hicbir dici tek bir noktada kesismeyecek sekilde
cizilmistir (genel konumdalar). Bun dogrunun dizlemi kag ayrik bolgeye ayirdigina
(Ry) bulunuz.

Céztim. Duzlemde halihazirda n—1 dogru ¢izilmis olsun. n. dogruyu cizdigimizde
yeni kag bdlge olusur? Yeni ¢izilen dogru, mevcut n — 1 dogrunun her birini farkh
bir noktada keser (paralel degiller ve ii¢li ayn1 noktadan ge¢gmiyor). Dolayisiyla n.
dogru iizerinde n — 1 adet kesisim noktasi olugur. Bu n — 1 nokta, n. dogruyu tam
n adet parcaya (151n ve dogru parcalarina) ayirir. Bu n par¢anin her biri, 6nceden
var olan bir bolgeyi tam ikiye boler; yani diizleme n adet yeni bolge eklenir.

Buradan yineleme bagintisi:

R, =R,-1+n, Ry=1 (sifir dogru varken diizlem 1 tek parcadir).
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Teleskopik toplam yaparsak:

Rn—Rnfl =N
R, 1—Ry2=n-1

Ri—Ry=1

Taraf tarafa topladigimizda:
1 1 2 2
Ry Ro=1+24 . tn="0tD _ p _nrtl _ndnt2
2 2 2
O

Ornek 9.9 (Ardisik Sifir Icermeyen ikili Diziler). Uzunlugu n olan ve yan yana
iki tane “0’ icermeyen ikili (0 — 1) dizilerin sayst a, olsun. a, i¢in bir yineleme
bagintisy bulunuz.

Céztim. Son bite odaklanalim:

« Dizi “1’ ile bitiyorsa: Oniindeki n — 1 bit, yan yana iki 0 icermeyen herhangi
bir gegerli dizi olabilir. Buradan a,,_; durum gelir.

e Dizi “0’ ile bitiyorsa: Yan yana iki sifir olamayacagindan, bir énceki bit
zorunlu olarak “1’ olmalidir. Yani dizi 710”7 ile bitmelidir. Bu son iki biti
kaldirdigimizda, 6niinde kalan n — 2 bit gegerli bir dizi olmalidir. Buradan
Gn—o durum gelir.

O halde bagintimiz:
p = Gp—1 + Gp—2

olur. Taban durumlar: n = 1 ic¢in: ”0”, ’1” = a7 = 2. n = 2 igin: 7017, 7107,
"11” = ag = 3. Bu dizi bizi dogrudan Fibonacci sayilarina ulagtirir. O

Tanim 9.10 (En Sik Yapilan Hata: Sayma Durumlarimin Kesismesi). Yineleme
bagintisy kurarken durumlar: ayristirirken durumlarin ayrik oldugundan emin
olunmalidir. Eder durumlar kesisiyorsa ayni mesne birden fazla sayilir ve sonug
hataly ¢ikar. Durumlarin ortak bir eleman icerip icermedigi her zaman denetlen-
melidir.

9.3 Fibonacci ve Uygulamalari
Fibonacci dizisi, dogadaki bicimsel yapilardan algoritmalarin ¢aligma zamani ana-
lizine kadar matematikte ve bilgisayar biliminde en sik karsilasilan dizilerden bi-

ridir.
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Tanim 9.11 (Fibonacci Dizisi). Fy =0, F} = 1 olmak tzere, n > 2 i¢in
Fn =ltn_1+ Fn—?
biciminde tansmlanan diziye Fibonacci dizisi denir. Ilk birkag terimi:

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, . . .

Olimpiyatlarda Fibonacci bagintisi1 pek ¢ok farkh kilikta kargimiza gikar.

9.3.1 Merdiven Cikma Problemi

Bir cocuk n basamakli bir merdiveni tirmanmaktadir. Cocuk her adiminda ya 1
basamak ya da 2 basamak yukari ¢ikabilmektedir. Cocugun n basamagi ¢ikmasi
i¢in kag farkli adim dizilimi vardir?

Merdivenin tepesine (n. basamaga) ulagacak son adimi ele alahm. Cocuk son
hamlesinde ya (n—1). basamaktan 1 basamak ¢ikmigtir ya da (n—2). basamaktan
2 basamak cikmigtir.

e Eger son adim 1 basamaklik ise onceki n — 1 basamag1 ¢ikmanin yollarinin
sayis1 M, 1 dir.

e Eger son adim 2 basamaklik ise onceki n — 2 basamagi ¢ikmanin yollarinin
sayist M, o dir.

Bu iki durum birbirini diglar ve tim olas1 bitigleri kapsar:
My, = My 1 + M.

Taban durumlar: 1 basamak igin: (1) == M; = 1. 2 basamak igin: (1+1),
(2) = My = 2. 3 basamak icin: (1+1+1), (1+2), (24+1) = M3 = 3. Dizimiz
1,2,3,5,8,... seklinde devam eder. Goriildiigi tizere M,, = F,, 41 esitligi gegerlidir.

9.3.2 2 x n Boyutlu Tahtayr Domino Taslariyla Kaplama

Elimizde sinirsiz sayida 2 x 1 ve 1 x 2 boyutunda domino taslar1 bulunmaktadir.
Bu taglarla 2 x n boyutundaki bir tahtay1 hi¢ bogluk birakmadan ve taslar tist
iiste gelmeden kaplamak istiyoruz. Kag farkli kaplama yapilabilir?

Tahtanin en sag siitununa odaklanalim:
o En sag siitunu dikey bir domino (2 x 1) ile kapatabiliriz. Bu durumda geriye

2 x (n — 1) boyutunda bir tahta kalir. Bu tahtay1 kaplamann yolu D,,_q
tanedir.
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o Eger en sag siitunun iist karesine yatay bir domino (1 x 2) koyarsak, altin-
daki kareyi kapatmak i¢in onun altina da mecburen ikinci bir yatay domino
koymak zorundayiz. Bu iki yatay domino birlikte 2 x 2’lik bir blok olugturur.
Geriye 2 x (n — 2) boyutunda bir tahta kalir. Bu tahtay: kaplamanin yolu
D,,_o tanedir.

Bagka bir ihtimal yoktur. Dolayisiyla:
Dy =Dy 1+ Dy s.
Taban durumlar: D; = 1 (tek dikey domino), Ds = 2 (iki dikey ya da iki yatay).
Burada da D,, = Fj,+1 bagintis1 kargimiza ¢ikar.
9.3.3 Fibonacci Ozdeglikleri ve Iki Yoldan Sayma

Fibonacci sayilar: arasinda pek ¢ok cebirsel 6zdeslik mevcuttur. Bu 6zdeslikleri ce-
birsel manipiilasyonlarla veya tiimevarimla ispatlayabilecegimiz gibi, Boliim 10’da
ayrintilandiracagimiz iki yoldan sayma (¢ifte sayim) yontemiyle de dogrudan gos-
terebiliriz.

Teorem 9.12 (Fibonacci Kareleri Toplami). Tim n > 1 igin:
FP 4 F2 4+ F2 4 4+ F2=F,Fhy1.

Kanit. Kenar uzunluklar: Fy, Fy, Fs, ..., F, olan kareleri sirasiyla yan yana ve st
iste ekleyerek geometrik bir dikdortgen inga edelim:

e Kenar1 F; = 1 olan bir kare ile baglariz.
e Yanina kenari1 F5 = 1 olan bir kare koyariz: 1 x 2’lik dikdértgen olugur.

o Altina kenar1 F3 = 2 olan kareyi koyariz: 2 x 3’liikk dikdortgen olugur (F3 x
(Fl -+ Fg) = F3 x Fg)

e Yanmna kenar1 Fy = 3 olan kareyi koyariz: 3 x 5’lik dikdortgen olusur (Fy x
(Fo + F3) = Fuy x Fy).

o Bu gekilde n. kareyi ekledigimizde, olugan biiyiik sekil bir dikdortgendir ve
kenar uzunluklar1 F,, ile Fj, 1 olur.

Biiyiik dikdortgenin alani iki farkli yoldan hesaplanabilir:

1. Igindeki karelerin alanlarmin toplami: F2 + F2 4 --- + 2.

2. Biyiik dikdortgenin eni ile boyunun carpimi: F, X Fpyq.
Her iki ifade aym alani temsil ettiginden egitlik saglanir. O
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Teorem 9.13 (Fibonacci Toplami). Tdm n > 1 igin:
n
ZFi=F1+F2+"'+Fn= n+2 — L.
i=1

Kanat. Fibonacci tanmimindan Fy, = Fyyo — Fj41 yazabiliriz. Bu esitligi £ = 1’den
n’ye kadar alt alta yazalim:

Fy=F;—Fy
Fy = F, — Fy
F3=F5 — Fy

Fn: n+2_Fn+1

Taraf tarafa topladigimizda sag taraftaki terimler teleskopik olarak birbirini gétii-

riir:
n
Z F; = Fyyo — Fb.
i=1
Fy =1 oldugundan Y ;" | F; = Fy,12 — 1 elde edilir. dJ

9.3.4 Fibonacci Sayilarinin Hesaplanmasi

Bir bilgisayar yarismasinda F,, (mod 10° + 7) istendiginde dogrudan rekiirsiyon
(F(n) = F(n—1)+ F(n — 2) cagris1) O(2") karmagikliga yol agacagr i¢in zaman
siirini agar (n = 45 bile saniyeler siirer).

Dogrusal zamanda (O(n)) dongii ile ¢oziim:

FUNCTION fibonacci(n, mod = 1079 + 7)
IF n = 0 THEN

RETURN O
END IF
a=20
b=1

FOR i FROM 2 TO n DO
next_val = (a + b) MOD mod

a=>o

b = next_val
END FOR
RETURN b

END FUNCTION
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#define MOD 1000000007

int fibonacci(int n) {

if (n == 0) return O;

long long a = 0, b = 1;

for (int i = 2; i <= n; i++) {
long long c = (a + b) % MOD;
a = b;
b =c;

}

return (int)b;

9.4 Kapali Form Sezgisi

Yineleme bagintisi terimleri adim adim tiretmemizi saglar. Ancak bir problemde
n = 107 verildiginde, O(n) karmagikhgindaki bir déngii bile zaman agimina ugrar.
Bu durumda dogrudan n’i yerine koyup terimi hesaplayabilecegimiz bir baginti
gerekir. Buna kapalr form (closed form) denir.

9.4.1 Karakteristik Denklem Fikrinin Dogusu
Birinci dereceden bir yineleme bagintisini ele alalim:
Gp =T an-1

Bu bir geometrik dizidir ve ¢éziimi dogrudan a,, = ag - ™ seklindedir.

Ikinci dereceden homojen dogrusal bir bagint: verildiginde:
(p — C1ap—1 — C2an—2 =0

Coziimin yine geometrik dizi formunda, yani a, = 7™ biciminde olabilecegini
varsayabilir miyiz?

a, = r" ifadesini bagintida yerine koyalim (r # 0 varsayimiyla):
" — e — ™2 = 0.
Esitligin her iki tarafin1 72 ile bolelim:
7"2—017“—(:2:0.

Yineleme bagintis1 boylece r degiskenine bagh ikinci dereceden bir cebirsel denk-
leme dontisiir. Bu denkleme bagintinin karakteristik denklems denir.
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Teorem 9.14 (Farkli Kékler Durumu). 72 —ci7—co = 0 karakteristik denkleminin
iki farkl koki rq ve ro olsun (r1 # r2). O halde an, = c1an—1 + caan—2 bagintisinin
genel ¢cozimi, A ve B baslangi¢c kosullar: tarafindan belirlenen sabitler olmak tizere
soyledir:

an =A-1r'+B-rj.

Ispat Sezgisi. Eger 7 ve % denklemi ayri ayr saghyorsa, bu dizilerin herhangi
bir dogrusal kombinasyonu olan Ar} + Bri de denklemi saglar (¢iinkii sistem
dogrusaldir). n =0 ve n = 1 i¢in:

ao=A+B
a1 = Ar; + Bry

r1 # ro oldugundan bu iki bilinmeyenli lineer denklem sistemi A ve B igin tekil
bir ¢oziime sahiptir. O
9.4.2 Binet Formiilii: Fibonacci’nin Kapali Formu
Bu teknigi Fibonacci dizisine uygulayalim:

Fo=F1+F,2 — F,—F, 1—F, »=0.

Karakteristik denklem:
r2—r—1=0.

Kokleri bulalim:

—(DEVED2-40)(-D) 15

M2= 2 2

145 1,618 ve onun eslenigi ¢ = 155 ~ —0.618dir.

Bu kokler altin oran ¢ =

Genel ¢oziim:
r_a (1 +2\/5) B (1—2\/5> .

Baglangi¢ kosullarim (Fy = 0, F; = 1) kullanalim:

n=0=A+B=0 = B=-A4A

14++5 1-+5
() (55

A<1+\/5—1+\/5

5 ):1:A\/5:1:>A:

4

Boylece B = —% olur ve kapali form elde edilir:
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Teorem 9.15 (Binet Formiilii). n. Fibonacci sayist i¢in kapaly form:

(=) - (7))

Icinde irrasyonel v/5 terimleri ve kesirler bulunan bu ifade, her n pozitif tam-
say1si icin bir tamsay1 iiretir; ¢linkii Bélim 6’da goérdiigiimiiz binom acilimi uygu-
landiginda v/5°li tek dereceli terimler birbirini gétiiriir.

Ayrica |[¢]| = |172—‘/5] ~ 0.618 < 1 oldugundan, n biiyiiditkkge )™ — 0 olur.

Dolayisiyla deger:
9" >
F,, =round [ —
(7

seklinde en yakin tamsayiya yuvarlanarak da hesaplanabilir.

1
F,=—
n \/5

9.4.3 Karakteristik Denklem Uygulamalari

Ornek 9.16. ag =1, a1 = 4 ve hern > 2 icin a, = bay_1 — 6a,_o olarak verilen
dizinin kapaly formunu bulunuz.

(Céziim. Terimleri tek tarafa toplayarak karakteristik denklemi yazariz:
an — 5ap_1 + 6an_2 =0 = 1> —5r+6=0.
Carpanlarina ayiralim:
(r=2)(r—=3)=0 = rn =2, ry=23.
Kékler birbirinden farkli oldugundan genel ¢6ziim:
anp=A-2"+B-3".
ao = 1 ve a1 = 4 baglangi¢ kosullarin1 uygulayalim:

n=0= A-2°4+B-3=1 = A+B=1
n=1=— A-2'4+B.3'=4 — 24+3B=4

Birinci denklemi 2 ile carpip ikinciden ¢ikarirsak:
(2A+3B) - (2A+2B)=4-2 = B=2.
A+ B =1 oldugundan A =1 — 2 = —1 bulunur. Boylece kapali form:
ap=—-1-2"42.3"=2.3"-2"

ik birkag terim kontrol edildiginde: ag = 2(1) — 1 = 1, a1 = 2(3) — 2 = 4,
as = 5(4) — 6(1) = 14 ve formiilden as = 2-32 — 22 = 18 — 4 = 14 esitligi
dogrulanir. O
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9.4.4 Cakistk Kok Durumu (r; = ry)

Karakteristik denklemin deltas: sifir oldugunda (6rnegin 72 — 4r + 4 = 0 ise tek
kok r = 2’dir) ¢6ztim yalnizca a,, = A - 2" olarak yazilamaz; ¢linkii tek katsayi iki
baglangi¢ kogulunu (ag ve a1) aym anda saglamaya yetmez.

Lineer diferansiyel denklemlerde oldugu gibi, kok katli oldugunda ikinci bagim-
siz ¢ozim n - r™ teriminden gelir.

Teorem 9.17 (Cakigik Kokler Durumu). 72 — ¢i7 — co = 0 karakteristik denkle-
minin tek bir ¢ift katl koki varsa (ry = ro = 1), genel ¢oziim:

an=(A+B-n)r"
bicimindedir.

Ornek 9.18. qy = 1, ag = 6 ve her n > 2 i¢cin a, = 4a,_1 — 4a,_o olan dizinin
kapaly formunu bulunuz.

Cézim. Karakteristik denklem:
rP—dr+4=0 = (r—2)?=0 = r =2 (cift kath kk).

Genel form:
ap, = (A+ Bn) - 2"

Basglangi¢ kosullarini uygulayalim:
n=0= (A+0)-2°=1 = A=1
n=1= (1+B)-2'=6 = 2(1+B)=6 = 1+B=3 = B=2.

Boylece kapali form:
anp = (1+2n)-2"

olarak bulunur. Dogrulayalim: Yinelemeden as = 4(6) —4(1) = 20, kapali formdan
az = (1+4) 22 =5 x4 =20 elde edilir. O
9.4.5 Coziimli Bir Problem

Ornek 9.19. n > 1 icin, 1 x n boyutundaki bir serit 1 x 1°lik kirmazi, mavi veya
yesil karelerle ya da 1 X 2°lik sary dikdortgenlerle dosenecektir. Yan yana iki kirmaz
karenin bulunmadign gecerli dosemelerin sayisint a,, olarak tamimlayalim.

a) ap i¢in bir yineleme bagintisy kurunuz.
b) ay ve ay degerlerini hesaplayiniz.

Céziim. Seridin en son parcgasina odaklanarak tiiriine ve rengine gore durumlar:
ayrigtiralim:
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e Son parga 1 x 2 sar1 dikdortgen ise: Geriye 1 x (n — 2) serit kalir. Sar1
tag kirmiz1 kisitini etkilemediginden buradan a,_ durum gelir.

e Son parcga 1x1 mavi veya yesil kare ise: 2 farkli renk secenegi vardir. Bu
renkler kirmizi olmadigindan bir 6nceki kare ne olursa olsun kural bozulmaz.
Kalan 1 x (n — 1) serit igin 2a,,—; durum gelir.

e Son parca 1 x 1 kirmiz1 kare ise: Bir 6nceki parca kirmizi 1 x 1 olamaz.
Sondan bir 6nceki par¢ganin durumuna bakalim:

— Sondan bir énceki par¢a 1 x 2 sar1 ise: Son iki parca (sari, kirmizi)
toplam 3 birim kaplar. Kalan n — 3 uzunluk serbesttir — a,_3
durum.

— Sondan bir énceki parga 1 x 1 mavi veya yesil ise: Son iki parga (mavi/-
yesil, kirmizi) 2 birim kaplar. Kalan n—2 uzunluk serbesttir = 2a,,_o
durum.

— Sondan bir 6nceki parca kirmizi olamaz.
Tim bu durumlar: toplayarak homojen bagintiy1 kurariz:
ap = 2ap-1 + (ap—2 + 2ap—2) + an—3 = 2an—1 + 3ap—2 + ap_3.
Baglangi¢ terimlerini belirleyelim:

e n = 1: Yalmizca 1 x 1 kareler kullanilabilir. Kirmizi, Mavi, Yesil = a; = 3.
e n=2:

— 1 adet 1 x 2 sar1: 1 durum.
— 2 adet 1 x 1 kare: Toplam 3% = 9 durum vardir. Sadece (Kirmizi, Kir-
miz1) yasaktir, yani 9 — 1 = 8 durum.

Toplam: as =1+ 8 =9.

e n = 3: Bagint1 i¢in ag’a ihtiyag duyariz. Bog geridi dégsemenin 1 yolu vardir
(ap = 1). Bagmtidan:

a3:2a2+3a1+a0:2(9)—|—3(3)+1:18+9+1:28.

O

Tanmim 9.20 (Tuzak ve Uyart: Indeks Kaymasi). Yineleme bagintilarin kodlarken
veya kapaly form c¢ozerken sik yapilan hata, baslangi¢ indekslerinin (n = 0 veya
n = 1) karmstirdmasidir. Ornegin merdiven probleminde My = 1, My = 2 iken
standart Fibonacci taniminda Fy = 1, Fy = 17dir; yant M, = F,11 seklinde bir
indeks kaymasi mevcuttur. Taban durumlar daima ki¢ik degerlerle (n = 0,1,2)
elle kontrol edilmeli ve bagintinin drettigi ilk terimler dogrulanmalidar.
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Izgara yollarinin kombinatorik yapisi ile yineleme bagintilarimin tiimevarimsal
mantig1 birlestiginde, karmasgik sayma problemleri sistematik bi¢cimde ¢oziilebilir.
Ilerleyen konularda bu yaklagim dinamik programlama algoritmalarimin da teme-
lini olugturacaktir.
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Cifte Sayim ve Birebir Esleme

Matematik ve bilgisayar biliminde bir problemi ¢ézmenin en etkili yollarindan biri,
karmagik cebirsel sadelegtirmeler veya uzun denklemler kurmak yerine saymak
istedigimiz nesnelere farkl bir acgaddan bakmaktir. Bir biiyiikligii iki farkli yontemle
say1p sonuclar: birbirine egitlemek ya da zor bir kiimenin elemanlarini yapisini ¢gok
iyi bildigimiz bagka bir kiimenin elemanlariyla birebir eslestirmek, kombinatorik
diistincenin temel dayanaklarindandir.

TUBITAK Bilgisayar Olimpiyat1 birinci asama smavinda karsimiza ¢ikan pek
¢ok soru, ilk bakista karmasik toplam formiilleri veya i¢ ice dongiiler gibi goriiniir.
Oysa dogru eglemeyi kurdugumuzda ya da bir matrisin satir ve siitun toplamlarini
karsilagtirdigimizda, sayfalar stirecek cebirsel iglemler tek bir satirda sadelegir. Bu
gergevede kombinatorik ispatin temel yontemlerinden ikisine odaklanacagiz: gifte
sayim ve birebir egleme.

10.1 Cifte Sayim (Double Counting)

Bir salonda n kisi oldugunu ve bazilarinin birbiriyle el sikigtigini hayal edelim.
Toplam el sikigma sayisin1 bulmak istiyoruz. Salondaki her kisiye tek tek yaklagip
kac kisiyle el sikigtigin1 sorsak ve aldigimiz tiim yanitlari1 toplasak, bu toplam
gercgek el sikigma sayisina mi egit olur?

Hemen kiiciik ve somut bir érnekle deneyelim. Ug kisi olsun: Ahmet, Berk ve
Can. Ahmet; Berk ve Can ile el sikigmig olsun. Berk ile Can ise birbirleriyle el
sikigmamig olsun.

e Ahmet’in el sikigma sayisi: 2
e Berk’in el sikisma sayisi: 1
e Can’in el sikigma sayisi: 1
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Bu sayilar1 toplarsak 2 + 1+ 1 = 4 elde ederiz. Fakat salonda gerceklegsen toplam
tokalagma sayist sadece 2'dir (Ahmet-Berk ve Ahmet-Can). Aradaki fark nereden
kaynaklaniyor?

Cevap agiktir: Her el sikisma eylemi iki elin birbirine temas etmesini gerektirir;
dolayisiyla her bir el sikisma, o eyleme katilan iki kisi tarafindan da birer kez
sayilmig, yani tam olarak iki defa hesaba katilmigtir. O halde kigilerin el sikigma
sayilarinin toplami, gerceklesen toplam el sikigma sayisinin tam 2 katidir:

4=2x2

Bu gozlem, bizi aym buytikligi iki farkli perspektiften sayarak kurulan bir
esitlige ulagtirir. Bu yonteme ¢ifte sayim (iki yoldan sayma) denir.

10.1.1 El Sikisma Lemmasi (Handshaking Lemma)

Bu fikri bir graf (graph) modeli tizerinde bigimsellegtirelim. Salondaki her insam
bir diigiim (node/koge), gergeklegen her el sikigmay1 ise bu iki insam birlegtiren bir
kenar (edge) olarak diigiinelim. Bir v diigiimiine bagh kenar sayisina o digiimiin
derecesi denir ve deg(v) ile gosterilir.

Teorem 10.1 (El Sikisma Lemmasi). Bir G = (V, E) sonlu grafinda, tim digim-
lerin derecelerinin toplama, toplam kenar saysimn (|E|) iki katina egittir:

S deg(v) = 2|

veV

Kanit. Kenarlar ile diigiimler arasindaki iligkiyi saymak icin su ikililerin kiimesini
tanimlayalim:

S ={(v,e):v eV e € FE ve koge v kenar e’'nin bir ug noktasidir}

|S| biyiikligint iki farkli yoldan hesaplayalim:

1. Yol (Diigiimler iizerinden sayma): Her bir v € V diigiimiinii ele alalim.
v diiglimiiniin ug noktasi oldugu kenarlarin sayisi1 dogrudan o diigiimiin derecesidir
(deg(v)). Dolayisiyla tiim dugiimler tizerinden toplarsak:

|S] = deg(v)

veV

2. Yol (Kenarlar iizerinden sayma): Her bir e € E kenarm ele alalim.
Tanim geregi her kenarin tam olarak 2 ug noktas: vardir. Dolayisiyla her e kenari,
S kiimesinde tam olarak 2 adet (v, e) ikilisine katk: saglar. Tiim kenarlar tizerinden

toplarsak:
S| =) 2=2|E|
eclk
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Her iki yontem de ayni |.S| kiimesini saydig: igin:

3 deg(v) = 21E]

veV

esitligi elde edilir. O
Bu esitligin dogrudan bir sonucu vardir:

Teorem 10.2. Herhangi bir grafta, tek dereceli diigiimlerin sayist daima ¢ifttir.

Kanat. Diigtimleri derecesi tek olanlar (Viek) ve cift olanlar (Vi) olarak iki ayrik
kiimeye ayiralim:

Z deg(v) = Z deg(v) + Z deg(u) = 2|E|

veV VEViek u€ Vi

Esitligin sag tarafi 2|E| ¢ift bir sayidir. Sol taraftaki ikinci terim, ¢ift sayilarin
toplami oldugu i¢in ¢ifttir. Dolayisiyla ilk terim olan ZUE‘/tek deg(v) de ¢ift olmak
zorundadir. Tek sayilarin toplaminin ¢ift olabilmesi ancak ve ancak toplanan terim
saysinin ¢ift olmasiyla miimkiindir. O halde |Viek| cifttir. O

10.1.2 Matrisler ve Goriiniim Degistirme

Cifte sayim yonteminin en yaygin bigimsel modeli, 0 ve 1’lerden olugan bir matrisin
elemanlarini saymaktir. Bir M matrisindeki toplam 1’lerin sayis1 iki farkl yolla
bulunabilir:

Z(z satirdaki 1’lerin sayisi) = Z( j. sttundaki 1’lerin sayisi)
i J

Bu teknik, ”satir toplami= siitun toplami” prensibi olarak da adlandirilir ve
kombinatorik tasarim problemlerinde biiyiik kolaylik saglar.

Ornek 10.3. Bir okulda 15 é¢renci ve 15 kuliip bulunmaktader. Her kuliipte tam
olarak 4 ogrenci yer almaktadir. Herhangi iki kulibtin en fazla 1 ortak ogrencisi
oldugu bilindigine gore, en az kuliibe tiye olan dgrencinin tye oldugu kuliip sayist
en fazla kag olabilir?

Céziim. Ogrenciler ile kuliipler arasindaki iiyelik iliskisini bir matris olarak model-
leyelim. Satirlar kuliipleri (K71, ..., Ki5), situnlar 6grencileri (Oy, ..., O15) temsil
etsin. Eger O; 6grencisi K; kuliibiine iiye ise matrisin (4, j) hiicresine 1, aksi halde
0 yazalim.

Buradaki temel kisit, herhangi iki kuliibiin en fazla 1 ortak 6grencisi olmasidir.
Bu kisit dogrudan su yapiy1 saymaya isaret eder: Bir 6grenci ve onun iiye oldugu
iki farkl kuliipten olugan tigliiler. Yani dyle (O, { K, K3}) tigliilerini sayalim ki, O
ogrencisi hem K, hem de K} kuliibiine {iye olsun.

153



Bolim 10. Cifte Sayim ve Birebir Egleme

Bu tigliilerin sayisina 1" diyelim ve iki yoldan hesaplayalim:

1. Yol (Kuliip ciftleri iizerinden sayma): Toplam (125) = % = 105
farkh kuliip ¢ifti vardir. Soruda verilen kurala gore, herhangi iki kuliibiin en fazla
1 ortak 6grencisi olabilir. Dolayisiyla her kuliip ¢ifti en fazla 1 6grenci tarafindan
paylagilir. Buradan:

T <105 x1=105

2. Yol (Ogrenciler iizerinden sayma): j. 6grencinin iiye oldugu kuliip sayis1
d; olsun. Bu 6grenci, kendi iiye oldugu kuliipler arasindan (dzf) farkl kuliip ¢iftinde
ortak tyedir. O halde:

5 g
T= J
> (3)
J=1
Bu iki hesabi birlestirirsek:

15
d;
<1
Z<2>_ 05

J=1

Toplam iiyelik sayisini da gifte sayimla kontrol edelim. Her kuliipte 4 6grenci
olduguna gore, matristeki toplam 1 sayis1 15 x 4 = 60’tir. Dolayisiyla:

15

> dj =60

Jj=1

15 6grencinin dereceleri toplami 60’tir; yani 6grenci bagina ortalama 60/15 = 4
kuliip diiger. Eger tiim 6grenciler esit sayida, yani d; = 4 kuliibe iiye olsalardu:

15

4
Z<2>:15><6:903105

Jj=1

olurdu ve bu esitsizlik saglanirdi.

Peki en az kuliibe {iye olan 6grencinin iiye oldugu kuliip sayis1 4 olabilir mi?
Evet, herkes 4 kuliibe tiye olursa minimum deger 4 olur. Minimum deger 5 olabilir
mi? Eger herkes en az 5 kuliibe iiye olsaydi, toplam iiyelik sayisi en az 15 x5 = 75
olurdu; oysa toplam iiyelik 60’tir. Bu bir geligkidir.

Dolayisiyla en az kuliibe tiye olan 6grencinin kuliip sayisi en fazla 4 olabilir. [J

Ornek 10.4. n elemanh bir kiimenin alt kiimeleri arasindan oyle bir F ailesi
segiliyor ki, bu ailedeki hicbir kime bir digerinin alt kiimesi degildir (boyle bir
aileye Sperner ailesi veya antizincir denir). F ailesinin eleman sayisy en fazla kag
olabilir?
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Cézim. Bu klasik sonug Lubell-Yamamoto-Meshalkin (LYM) esitsizligi ile kanit-
lanir. Dogrudan alt kiimeleri saymak yerine, {1,2,...,n} kiimesinin tiim n! permi-
tasyonlari ele alahm. Bir 7 = (71, 79, ..., m,) permiitasyonu verildiginde, bunun
baglangic 6bekleri (6nekleri) sunlardir:

0,{m}, {m1,m2}, ..., {m1,..., "}

Dikkat edilirse, bu 6neklerin her biri bir éncekinin alt kiimesidir; yani tam bir
zincir olugtururlar. Dolayisiyla, F ailesinden bir A kiimesi, verilen bir permiitas-
yonun 6neki olarak en fazla bir kez yer alabilir; ¢iinkii iki farkli kiime yer alsaydi
biri digerini kapsamak zorunda kalirdi, bu da antizincir tanimina aykiridir.

Simdi su ikilileri iki yoldan sayalim:
S ={(A,7): A€ F,x bir permiitasyon ve A kiimesi 7'nin bir 6neki}
1. Yol (Permiitasyonlar iizerinden): Her 7w permiitasyonu igin, baglangig
Onekleri arasinda F’ye ait en fazla 1 kiime bulunabilir. Toplam n! permiitasyon

olduguna gore:
|S| < nl!

2. Yol (F’deki kiimeler iizerinden): Sabit bir A € F kiimesi alahm. |A| = k

olsun. A’nin bir permiitasyonun ilk k elemanini olugturmas: igin:

o Ik k pozisyona A'nin elemanlar1 kendi icinde k! farkl sekilde dizilmelidir.

o Kalan n — k pozisyona A’da olmayan elemanlar (n — k)! farkli sekilde dizil-
melidir.

Dolayisiyla her A kiimesi tam olarak k!(n — k)! adet permiitasyonda 6nek olarak
belirir. O halde:
S| = |AJi(n — |A]!
AeF
Iki hesab1 birlestirelim:
> Al (n —|A])! < nl
AeF
Her iki tarafi n!’e bolersek:
A|ll(n — |A])! 1
ZH(”|D§1:>Z <1
! (%)
AeF AeF A
Bu esitsizlik LYM Esitsizligi olarak bilinir.

Boliim 5 ve 6’da inceledigimiz iizere (Z) katsayisi, k = [n/2] degerinde maksi-
muma ulagir. Dolayisiyla her A igin:
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Buradan:

)
Aef(tn/2J) AeF (IAI)

| 7] n
(jnj2)) 1= = <L"/2J>

elde edilir. Esitlik durumu, tam olarak |n/2| elemanl tiim alt kiimeler segildiginde
saglanir. O

10.1.3 Algoritmik Agidan Cifte Sayim

Bilgisayar biliminde bir algoritmanin karmasgikligini hesaplarken i¢ ice déngiilerin
adim sayisini bulmak genellikle bir ¢ifte sayim problemidir.

Agagidaki C kod pargasina bakalim:

long long toplam = O;
for (int i = 1; i <= n; i++) {
for (int j = i; j <=mn; j += i) {
toplam++;

}

Bu dongiiniin kag adim ¢aligtigini iki yoldan sayabiliriz:

1. Di1s dongii (i) iizerinden: Her i sayisi1 i¢in i¢ dongii [n/i] kez doner.
Toplam adim sayist:

i=1
Bu toplam harmonik seriden otiirii yaklagik nlnn, yani O(nlogn) karma-
sikligindadir.

2. I¢ dongiiniin vurdugu (j) degerleri iizerinden: Bir j degeri kac defa
ziyaret edilir? Boliim 11°deki boéliinebilme tanimini hatirlarsak, j'nin her
pozitif béleni 7 i¢in bir kez ziyaret edilir. Dolayisiyla d(j), j'nin pozitif bolen
sayisi olmak iizere:

n
Toplam Adim = Z d(j)
j=1
Iki yoldan sayarak su temel 6zdesligi dogrudan elde ederiz:

n

S5l = dl)

i=1

Boylece 1’den n’e kadar olan sayilarin bélen sayilarinin ortalamasinin Inn civa-
rinda oldugunu ileri analize bagvurmadan c¢ifte sayimla gérmis oluruz.
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FUNCTION sumDivisorCounts(n)
divisorCounts = ARRAY OF SIZE (n + 1) INITIALIZED WITH O
FOR i FROM 1 TO n DO
FOR j FROM i TO n STEP i DO
divisorCounts[j] = divisorCounts[j] + 1
END FOR
END FOR
RETURN SUM(divisorCounts)
END FUNCTION

FUNCTION sumFloorDivisions(n)
total = 0
FOR i FROM 1 TO n DO
total = total + FLOOR(n / i)
END FOR
RETURN total
END FUNCTION

n = 1000
ASSERT sumDivisorCounts(n) EQUALS sumFloorDivisions(n)

En Sik Yapilan Hata (Cifte Sayim): Bir nesneyi iki yoldan sayarken,
sayilan ikililerin kiimesini (S) kesin ve net bir bigimde tanimlamadan ige
baglamaktir. Hangi elemanin hangi kurala gore sayildig: netlestirilmezse,
baz1 elemanlar miikerrer sayilabilir veya tamamen gozden kacabilir.

10.2 Birebir Esleme (Bijection)

Bir sepet elma ile bir sepet armudun sayilarinin egit olup olmadigini anlamanin
en ilkel yolu nedir? ki sepetteki meyveleri de teker teker sayip sayilar: kargilasti-
rabilirsiniz. Peki ya saymay1 bilmiyorsaniz?

Daha dogrudan bir yaklasim vardir: Sepetten bir elma alip diger sepetten bir
armutla eglegtirerek masaya koyarsiniz. Bu iglemi meyveler bitene kadar tekrarlar-
siz. Masada agikta tek bir meyve kalmadiginda, baslangicta her iki sepette de
ayni sayida meyve oldugunu anlarsiniz.

Kombinatorikte bu yaklagima birebir egleme (bijection) denir. Eleman sayi-
sin1 belirlemek istedigimiz zor bir kiime yerine eleman sayis1 bilinen denk bir kiime
secer ve iki kiime arasinda birebir ve oérten bir doniisiim kurariz.

Tanim 10.5 (Birebir ve Orten Fonksiyon). A ve B iki sonlu kiime olsun. Bir
f i+ A— B fonksiyonu:

1. Birebir (injective) ise: Her x1,x2 € A i¢in f(x1) = f(xe) = 1 = 229
olmalidur. (Farkly elemanlar farkly yerlere gider.)
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2. Orten (surjective) ise: Her y € B icin f(x) = y olacak sekilde en az bir
x € A bulunmalidir. (Agikta eleman kalmaz.)

Hem birebir hem de orten olan bir fonksiyona birebir egleme (bijection) denir.
Eger A ile B arasinda bir birebir esleme varsa:

Al = |B|
Birebir egleme kurarken izlenmesi gereken sistematik adimlar sunlardir:

1. Zor kiime A’y1 ve bilinen/kolay kiime B’yi belirle.
2. Her a € A elemanin bir b € B elemanina gotiiren agik bir f(a) kural yaz.

3. Ters kurali goster: Her b € B elemanini geriye tek bir a € A elemanina
gotiiren f~1(b) kuralini tanimla.

4. Ters fonksiyonun varligi (f~'(f(a)) = a ve f(f~1(b)) = b), fonksiyonun
otomatikman hem birebir hem 6rten oldugunu kanitlar.

10.2.1 Somut Ornek: Parite Eglemesi

n > 1 elemanh bir X = {z1,x9,...,2,} kiimesini digiinelim. Bu kiimenin ¢ift
sayida elemana sahip alt kiimelerinin sayisi ile tek sayida elemana sahip alt kii-
melerinin sayisi birbirine egit midir?

Hemen n = 3 i¢gin X = {1, 2,3} ile deneyelim:

o Cift boyutlu alt kiimeler (Agg): @ (0 elemanl), {1,2}, {1,3}, {2,3} =
Toplam 4 tane.

o Tek boyutlu alt kiimeler (Agex): {1}, {2}, {3}, {1,2,3} = Toplam 4 tane.

Sayilar esit ¢ikt1 (4 = 4). Genel durumda bunu nasil ispatlariz?

Teorem 10.6. n > 1 elemanh bir kiimenin ¢ift sayrda elemana sahip alt kiimele-
rinin sayisi, tek sayida elemana sahip alt kiimelerinin saysina esittir:

=020+

k ¢ift k tek

Kamit. Cift boyutlu bir alt kiimeyi tek boyutlu bir alt kiimeye déniigtiirmenin
dogrudan bir yolu, kiimeye sabit bir elemani eklemek ya da kiimeden ¢ikarmaktir.
Boliim 17°de ele alacagimiz parite mantigiyla, bu islem kiimenin eleman sayisini
+1 degistirir ve paritesini tersine gevirir.
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Kiimenin &zel bir elemanini sabitleyelim; 6rnegin x; elemanini secelim. Agig
kiimesinden Ayei kiimesine bir f fonksiyonu tanimlayalim:

£(8) = {EU {z1}, e%er x1 ¢S
\ {z1}, egeraz; €S

Bu kurali inceleyelim:

o Eger |S| cift ise, 21’1 eklersek ya da gikarirsak yeni kiimenin boyutu |S| £ 1
olur, yani tek sayiya doniigiir. Dolaywsiyla f(S) € A¢ex olur.

o Buiglemin tersi tam olarak kendisidir: f(f(S)) = S. Clinkii 21 yoksa ekledik,
bir daha uygularsak ¢ikardik ve eski haline déndiik.

Bir fonksiyon kendi kendisinin tersi ise (f o f = I), o fonksiyon zorunlu olarak
birebir ve ortendir (involiisyon). Dolayisiyla |Ags| = |Atek| olmak zorundadir.
Toplam alt kiime sayis1 2" olduguna gore, her birinin sayis1 27/2 = 271 olur. O

10.2.2 Kafes Yollar1 (Grid Paths) ve Bloklama Eslemesi

Bolim 9’da inceledigimiz kafes yollari, kombinatorikte birebir eglemenin en sik
kullanildig: alanlardandir. (0,0) noktasindan (m,n) noktasina sadece saga (R :
(x4 1,y)) ve yukar1 (U : (x,y + 1)) adimlarla kag farkl yoldan gidilebilir?

Toplamda m defa saga ve n defa yukar1 adim atmak zorundayiz. Toplam adim
sayist m + n’dir. Bu adimlardan hangilerinin saga olacagini se¢gmek (mnt”) farkli
yolla yapilabilir. Burada kurulan egleme sudur: Gegerli her yol, { R, U } harflerinden
olugan, m tane R ve n tane U igeren bir dizilime birebir kargilik gelir.

Ornek 10.7 (André'nin Yansima flkesi (Désiré André, 1887) / Catalan Sayilari
Sezgisi). (0,0) noktasindan (n,n) noktasina giden ve y = x dogrusunun kesinlikle
tzerine ¢ikmayan (yani her an y < x olan) kafes yollarinin sayisine bulunuz.

Cozim. Ik hamle olarak kural ihlal eden durumlar: belirleyelim. Kisitlamasiz
tiim yollarin sayisi (%:‘)’dir. Kurali ihlal eden "k&tii” yollari cikarirsak sonuca
ulasabiliriz. Kotii bir yol, yolculugun bir aninda y = x+ 1 dogrusuna degen yoldur.

Bir kétii yol diigiinelim. Bu yol y = x + 1 dogrusuna ilk kez bir P noktasinda
carpmig olsun. P noktasindan sonraki yol pargasini y = x + 1 dogrusuna gore
yansitalim (yani sonraki tiim R adimlari U, tiim U adimlarimi R yapalim).

» Baglangigta yol (n,n) noktasinda bitiyordu (n tane R, n tane U).

o Carpma am P’ye kadar yol k tane R ve k + 1 tane U atmugtir (¢iinka
y=x+1).

e P’den sonra kalan adimlar: n — k tane R ve n — (k + 1) tane U.
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« Bu kalan kismu tersine gevirirsek (R <+ U), yeni eklenen adimlar n — (k+ 1)
tane R ve n — k tane U olur.

e Yansiyan yeni yolun ulastigi son nokta:

Tson=k+(n—k—-1)=n-1
Yson =(k+1)+(n—k)=n+1

Goriildiigi gibi, y = = + 1 dogrusuna en az bir kez ¢arpan her yol, yansitildiginda
(0,0)’dan (n —1,n + 1) noktasina giden bir yola doniigtir.

Bu egleme tersine de kurulabilir: (0,0)’dan (n — 1,n + 1) noktasina giden her
yol, baglangicta y < x iken sonunda y > z oldugu i¢in y = x4+ 1 dogrusunu kesmek
zorundadir. Ik kestigi noktadan sonrasini yansitirsak orijinal (n,n)’e giden kotii
yolu geri elde ederiz.

Dolayisiyla:

IK6tii Yollar| = <(”_ D+ (n+ 1)> _ < 2n )

n—1 n—1
Gegerli yollarin sayisi ise:
o, = 2n _ 2n _ 1 2n
n n—1 n+1\n

Bu sayilara Catalan Sayilar: denir. Birebir egleme sayesinde geometrik bir yan-
sima problemi dogrudan ¢oziime kavusturulmustur. ]

En Sik Yapilan Hata (Birebir Egleme): Aday bir f : A — B donii-
simii kurgulayip sadece birebir oldugunu sezmek ama f’nin hedef kiime-
deki her eleman kapsadigini (6rtenlik) ya da f(A) C B oldugunu (yani
doniigiimiin hedef kiimenin sinirlar: iginde kaldigini) kontrol etmeyi unut-
maktir. En saglam kontrol, ters fonksiyon f~!i acikca yazip calistigim
gostermektir.

10.3 Kombinatorik Ispat Ornekleri

Bir cebirsel 6zdegligi kanitlamanin iki yolu vardir: Formiilleri agip terimleri sadeles-
tirmek ya da ifadenin iki tarafinin da aslinda aym biiyiikligii saydigini gostermek.
Ikinci yaklagima kombinatorik ispat denir. Kombinatorik ispatlar ifadenin dog-
rulugunu gostermekle kalmaz, arkasindaki yapisal nedeni de agiklar.

160



Bolim 10. Cifte Sayim ve Birebir Egleme

10.3.1 Pascal Ozdesligine Ikinci Ispat

Pascal kuralini cebirsel olarak faktoriyellerle (n!) ispatlamayr Bolim 5’ten biliyo-
ruz. Simdi bu kurali dogrudan bir kombinatorik sayimla gésterelim.

Teorem 10.8 (Pascal Ozde§li§i). 1 <k <n tam saydlars igin:

(”Zl) B (Z>+(,£1>

Kanit. Soru: n + 1 kigilik bir gruptan k kisilik bir olimpiyat takimi kag farklh
sekilde segilebilir?

1. Cevap (Dogrudan Secim): n + 1 elemanli bir kiimeden sirasiz olarak k
eleman secgiyoruz. Tanim geregi bu secim:

(")

2. Cevap (Ozel Bir Kisiye Gére Durum Analizi): Gruptaki 6grencilerden
birini belirleyelim; adi1 Ayse olsun. Kurulacak k kisilik takimda Ayse ya vardir ya
da yoktur. Bu iki durum birbirini diglar:

farkh gekilde yapilabilir.

e 1. Durum (Ayse takimda yok): Takimin tamami Ayse digindaki kalan
n kisi arasindan secilmelidir. n kisiden k kisi secilecegi icin (Z) farkli yol
vardir.

o 2. Durum (Ayse takimda var): Ayse’nin yeri kesinlestigi i¢in takimin
kalan k — 1 tiyesi, gruptaki diger n kisi arasindan secilmelidir. Bu secim
(") farkl yolla yapilabilir.

Toplama ilkesi geregi toplam takim sayisi bu iki durumun toplamidir:

n 4 n
k k—1
Her iki yontem de ayni takim sayisini buldugundan:
n+1\ (n n n
k - \k k—1
Ozdesligi kanitlanmig olur. O

10.3.2 Alt Kiime Sayis1 Ozdeslikleri

Teorem 10.9. Her n > 0 tam sayist i¢cin:

> ()
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Kanat. n elemanh bir S = {a1,as, ..., ay,} kilmesinin tiim alt kiimelerinin sayisin
iki yoldan hesaplayalim.

1. Yol (Kiimeleri boyutlarina gére ayirarak): Bir alt kiimenin eleman
sayist k, O ile n arasinda herhangi bir deger alabilir. k£ elemanli alt kiimelerin
sayisl (Z) "dir. Tiim olas1 boyutlar: toplarsak:

n
Toplam Alt Kiime Sayis1 = Z <Z>
k=0

2. Yol (Elemanlarin iiyelik kararlar: iizerinden): Bir alt kiime olugturmak
i¢in her a; € S elemani i¢in bagimsiz bir karar veririz:

a; bu alt kiimede var mi, yok mu?

Her eleman i¢in 2 bagimsiz segenek (VAR ya da YOK) vardir. Carpma ilkesi geregi
n eleman i¢in toplam secenek sayisi:

2X2X o x2=2"
| ————

n tane
Iki sayim da ayni nesneleri saydigindan esitlik saglanir. O

Ornek 10.10 (Komite ve Bagkan Secimi). n > 1 i¢in asagidaki 6zdesligi kombi-
natorik bir model kurarak ispatlayiniz:

Y k " =np2n !
()
k=1

Céziim. Sol taraftaki k:(Z) teriminin yapisina bakalim: Once n kisiden k kisilik bir
komite sec¢ilmis ((Z)), ardindan segilen bu k kisi arasindan 1 bagkan se¢ilmigtir (k).
Dolayisiyla ifadenin tamami, herhangi bir biiyiikliikte bir komite ve bu komitenin
icinden bir bagkan se¢me iglemini temsil eder.

Simdi bu komite ve bagkan ciftini iki yoldan secelim:

1. Yol (Once komiteyi, sonra bagkani se¢): Komitenin boyutu k (1 < k <
n) olsun.

o Fk kisilik komite (}) yolla segilir.
e Secilen komiteye bagkan k farkli yoldan belirlenir.

Komite boyutu 1, 2,...,n olabilecegi i¢in tiim durumlarin toplamai:
" n
k
> k()
k=1

2. Yol (Once bagkani, sonra komitenin kalanim seg): Siralamay1 degis-
tirelim:
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e 1 kigi arasindan komite bagkanini segelim: n farkli secenek vardir.
e Kalan n —1 kiginin her birine soralim: ”"Bu komiteye girmek istiyor musun?”

o Her birinin 2 segenegi vardir (evet/hayir). Bu da 2"~ farkl komite olusumu
demektir.

Carpma ilkesi geregi toplam se¢im sayisi:

nx 2nt

Her iki yontem de (komite, bagkan) ¢iftlerini saydig: i¢in:

z": k (Z) = n2" !
k=1

Ornek 10.11 (Vandermonde Ozdesligi). m,n,k > 0 tam sayilary igin:

> (1)) -4

ozdesligini kombinatorik olarak kanitlayiniz.

m-+n

Céziim. Sag taraftaki ( i ) ifadesi, toplam m + n kisilik bir gruptan £ kiginin se-
¢ilmesini anlatir. Sol tarafta ise grup iki parcaya ayrilmig durumdadir. Bu durumu
somutlagtiralim:

Bir smifta m kiz ve n erkek 6grenci olsun. Bu smiftan k kisilik bir yarigma
takimi se¢mek istiyoruz.

1. Yol (Dogrudan seg¢im): Toplam m +n 6grenciden k 6grenci segilecegi igin
toplam durum sayisi:
m-+n
k

2. Yol (Kiz ve erkek sayilarina gore parcalama): Segilen k kigilik takimda
i tane kiz 6grenci (0 < i < k) bulunsun. O halde takimin geri kalan k — i kigisi
erkek olmak zorundadir.

« m kiz arasmdan i kiz (}') yolla segilir.

o n erkek arasindan k — ¢ erkek (k’iz) yolla segilir.

Carpma kuraliyla bu bilegim (T) ( k"_l) yolla olugturulur. ¢'nin tiim olas1 0,1,...,k

deg‘erlerini toplarsak:
i—0 7 k—1

Her iki yol da ayni takimlar: saydigindan egitlik kanitlanir. O
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10.3.3 Agacg Sayma ve Priifer Kodlamasi: Cayley Formiilii

Bilgisayar olimpiyatlarinda ve ileride Boliim 28’de gorecegimiz graf teorisinde agag
(tree) yapilar1 6nemli bir yer tutar. n etiketli diigiim iizerine ¢izilebilecek farkli
agaclarm sayisini veren formiil n"~2’dir (Cayley Formiilii). Bu formiiliin Priifer
dizilimi ile ispati, birebir eslemenin kombinatorikteki etkili uygulamalarindandir.

Teorem 10.12 (Cayley Formiilii). {1,2,...,n} etiketli digimlere sahip farkl
agaglarn saysy n" =2 °dir (n > 2).

Ispat Taslag (Priifer Eslemesi). Bir T agacmi, elemanlar1 {1,2,...,n} kiimesin-
den segilen n — 2 uzunlugundaki bir (p1,pa, ..., pn—2) dizisiyle birebir egleyebiliriz.

Agactan Diziye (f: T — P):
1. Agagtaki derecesi 1 olan diigiimleri (yapraklar1) bul.

2. Etiketi en kiiciik olan yaprag: se¢. Bu yapragin tek komsusunun etiketini
diziye yaz.

3. Bu yapragi ve ona baglh kenar1 agactan sil.

4. Agacta sadece 2 diigiim kalana kadar bu iglemi tekrarla. Toplam n—2 adimda
n — 2 elemanl bir dizi olugur.

Diziden Agaca (f~!: P — T): Her adimda dizide gériinmeyen en kiiciik
etiket, o adimda silinen yapragin ta kendisidir. Dolayisiyla adimlar: geriye dogru
takip ederek her yapragin hangi diigiime baglanmasi gerektigi tek sekilde belirle-
nir.

Bu iglem n diigiimlii her agaci, {1,2,...,n} elemanlarindan olugan n — 2 uzun-
lugundaki dizilerle birebir egler. Boyle bir dizinin her pozisyonu icin n bagimsiz
secenek oldugundan, toplam dizi sayisi:

NXNX--xXn=n""2
—_——
n—2 tane
olur. Esgleme birebir ve érten oldugundan agac sayisi da n”~2’dir. O

10.3.4 Hokey Sopas1 Ozdesligi (Hockey-Stick Identity)

Teorem 10.13 (Hokey Sopasi Ozdesligi). n > k pozitif tam saylary igin:

> () =01
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Kamit. Sag taraftaki (’,;‘ﬁ) ifadesi, {1,2,...,n + 1} kiimesinden k + 1 elemanh
bir alt kiime se¢meyi temsil eder. Sol taraftaki toplam ise bir parametreye gore
durum ayrimi yapildigini gosterir. Buradaki dogal ayrim 6l¢iitii, alt kiimenin en

biiyiik elemanidir.

{1,2,...,n+1} kiimesinden k+1 elemanh bir A alt kiimesi se¢elim. A kiimesinin
en biiyiik elemanina M diyelim. A’da k + 1 eleman oldugu i¢in en biiyiik eleman
M en az k+ 1 olabilir. En fazla ise n + 1 olabilir. O halde M = i+ 1 olsun, burada
k<i<n.

Eger en biiyiik eleman 7 4 1 olarak sabitlenirse:

e i+ 1’den biiyiik hicbir eleman segilemez.

o A’nin kalan k elemani, ¢ + 1’den kiigiik olan {1,2,...,i} kiimesinden segil-
melidir.

e 4 eleman arasindan k eleman (;C) yolla segilir.

Olas1 tiim en biiyiik eleman durumlarim (i = k,k + 1,...,n) toplarsak:

> (1) -G1)
P k k+1
Ozdesgligi dogrudan elde edilir. Pascal iicgeninde bu toplama bakildiginda bir kose-

genden baglayip aniden yon degistiren bir ¢izgi goriiliir; bu sekil bir hokey sopasina
benzedigi icin 6zdeslik bu adla anilir. O

10.3.5 Ozet ve Problem C6zme Rehberi

Kombinatorik bir egitlik veya sayim problemiyle karsilagildiginda su adimlar izle-
nebilir:

1. Cebirsel agilimlara takilmayin: Faktoriyel sadelestirmeleri uzadiginda
durup "Burada somut olarak ne seciliyor?” sorusunu sorun.

2. Iligki matrisi kurun: ki farkl kiime arasmdaki iligkiler s6z konusuysa
bir {0, 1} matrisi diigiiniin. Satir toplamlar1 ile siitun toplamlarimni egitlemek
(¢ifte sayim) denklemi belirginlegtirir.

3. Ug elemam sabitleyin: Alt kiime se¢imlerinde ”en biiyiik eleman”, ”6zel

bir iye” veya ”ilk kural ihlali an1” gibi bir referans noktasi belirlemek, top-
lamlar1 bagimsiz parcalara ayirmanin etkili bir yoludur.

4. Ters fonksiyon testi: Birebir esleme kurarken f~! déniigiimiinii somut
olarak gosterin. Fonksiyonun hedef kiimede acgikta eleman birakip birakma-
digini kiigiik degerlerle (n = 1,2) denetleyin.
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Bolunebilme

Bilgisayar biliminde ve algoritma tasariminda tam sayilarin birbiriyle kurdugu ilig-
kiler temel bir yer tutar. Bir dongiiniin ka¢ adimda bir tetiklenecegini belirlemek-
ten karma (hash) tablolarina, asallik testlerinden kriptografik anahtar tiretimine
kadar pek cok alanda tam sayilarin katlar: ve kalanlariyla karsilagiriz.

Bu bélimde tam sayilar kiimesinde boliinebilme bagintisini, basamak ¢oziimle-
melerine dayanan pratik boliinebilme kurallarini ve aritmetigin temel taglarindan
biri olan Bélme Algoritmasi’ni algoritmik yansimalariyla ele alacagiz.

11.1 Boliinebilme ve Gosterim

11.1.1 Motivasyon: Hangi Sorunu Co6zer?

Elimizde 24 adet 6zdeg bellek hiicresi oldugunu ve bunlari esit biiyiikliikte bloklara
ayirmak istedigimizi varsayalim. Blok boyutunu 3 segersek 24 = 3 x 8 yazabiliriz;
hicbir hiicre acikta kalmaz. Blok boyutunu 4 secersek 24 = 4 x 6 olur; yine acikta
hiicre kalmaz. Fakat blok boyutunu 5 sectigimizde 24 = 5 x 4 + 4 elde ederiz ve 4
hiicre tam bir blok olusturamaz.

Ik iki durumda 24’iin 3’e ve 4’e tam bélindiging, son durumda ise 5’e tam
boliinmedigini sdyleriz. Gergek diinyada disk bloklarinin sektorlere yerlegtirilmesi,
bellek hizalamasi (alignment) veya paralel iglemciler arasinda ig ytkiiniin paylas-
tirilmasi gibi senaryolar, bir tam saymin digerine kalansiz boéliiniip boliinmedigi
sorusuna dayanir. Bu iligkiyi cebirsel iglemlerle yiiriitiilebilir bicimde tanimlamak
gerekir.

11.1.2 Tanim ve Temel Gosterim

Tamim 11.1 (Boliinebilme). a ve b iki tam sayr olsun. Eger b = a - k egitligini
saglayan en az bir k € 7 tam sayist varsa, a, b’yi boler (veya b, a’nan bir
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katidwr) denir ve bu durum
alb

biciminde gosterilir. Eger boyle bir k tam sayist yoksa, a, b’yt bolmez denir ve
atb seklinde yazilor.

Burada a’ya b’nin bir boleni (veya ¢arpani), b’ye ise a’nin bir kat: denir.

Somut 6rneklere bakalim:

o 3|24 ¢iinkii 24 = 3 x 8 ve 8 € Z'dir.

o —420 ¢iinkii 20 = (—4) x (=5) ve =5 € Z’dir.

o 7| —35¢iinki —35 =7 x (=5) ve =5 € Z’dir.

o 5124 ¢iinkii 24 = 5k esitligini saglayan bir k tam sayisi yoktur (k = 4.8 ¢ Z).

En Sik Yapilan Hata: Bolme Isareti ile Boliinebilme Cizgisini Ka-
ristirmak
Diiz ¢izgi (|) ile boli isareti (/) veya kesir ¢izgisi sik¢a karigtirilir:

 a/b veya ¢ bir sayidir (érnegin 6/2 = 3 bir sayidir).

e a | bise dogru ya da yanls degeri alabilen bir 6nermedir (bagmt:
bildirir). 2 | 6 ifadesi "2, 6’y1 boler” anlamina gelen dogru bir énerme-
dir.

o Terimlerin siras1 da farkhdir: a | b yazildiginda bolen solda, boliinen
sagdadir. Kesirde ise pay iistte (veya solda), payda altta (veya sagda-
dir): g. Dolayisiyla 3 | 12 dogru bir 6énermeyken 12 | 3 yanhgtir.

Ug¢ Degerler: Sifir ve Bir
Boliinebilme tanimini sifir ve bir i¢in inceleyelim:

1. Her a € Z igin 1 | a ve —1 | a: Cinkiia = 1-a ve a = (—1) - (—a) her
zaman yazilabilir.

2. Her a € Z igin a | 0: Ciinkii 0 = a - 0 olup 0 € Z’dir. Yani her tam say1
sifir1 boler.

3. 0 kimi boler?: Tanima gore 0 | b olmasi igin b = 0-k olmalidir. Sag taraf her
zaman 0 oldugundan, bu esitlik yalnizca b = 0 iken saglanir. Dolayisiyla 0 | 0
teknik olarak dogrudur (0 = 0 - k her k igin gegerlidir), fakat b # 0 ise 0 1 b.
Sifira bolme islemi aritmetikte tanimsiz olsa da, ¢arpan iligkisi lizerinden ta-
mmlanan 0 | 0 ifadesi bu bigimsel kurala uyar; ancak belirsizlik yaratmamak
adina aksi belirtilmedikce bolenin sifirdan farkli oldugu varsayilir.
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11.1.3 Boliinebilmenin Temel Ozellikleri

Boliinebilme bagintisi, cebirsel sadelestirmelerde sik¢a bagvurulan dogrusal 6zel-
liklere sahiptir.

Teorem 11.2 (Béliinebilmenin Cebirsel Ozellikleri). a, b, ¢,d € Z olsun. Asagidaki
ozellikler gecerlidir:

1.

2.

5.

6.

Yanswima (Reflexivity): Her a igin a | a.
Gegigme (Transitivity): a |b veb|c ise a| c.

Carpwmsal Biiyiime: a | b ise her m € Z i¢in a | bm.

. Dogrusal Kombinasyon: a | b ve a | c ise, her x,y € Z igin

a| (bx + cy)
olur. Ozel olarak a | (b+ ¢) ve a | (b— c) saglanar.

Carpwm Kuraly: a | b ve ¢ | d ise ac | bd.

Svnarlandirma Tlkesi: b # 0 ve a | b ise |a| < |b].

Kanat. Ozellikleri tanim {izerinden dogrulayalim:

Gegisme: a | b = b= ak; veb| ¢ = ¢ = bky (k1,k2 € Z). O halde
c = (aky)ke = a(k1ke). k1ks € Z oldugundan a | c.

Dogrusal Kombinasyon: b = aky ve ¢ = aks ise,
ba + cy = (aki)z + (akz)y = a(kiz + ka2y).

x,y, k1, k2 tam say1 oldugundan kix + koy de bir tam sayidir. Tanim geregi
a| (bx + cy).

o Swmrlandirma: b = ak ve b # 0 ise k # 0’dir. k bir tam say1 oldugundan

|k| > 1’dir. Egitligin her iki tarafinin mutlak degerini alirsak:

bl = lal - [k] = |a] - 1 = |a].

O

Sinirlandirma ilkesi, sonsuz bir arama uzayini sonlu bir araliga indirmek igin
en etkili araclardan biridir. Bir @ bilinmeyeninin sabit bir b sayisin1 boldagii belir-
lendiginde, a’nin alabilecegi degerler b’nin sonlu sayidaki bolenleriyle kisitlanir.
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11.1.4 Coziimlii Ornekler

Ornek 11.3. Her n tam sayise igin 2 | (n? 4+ n) oldugunu gésteriniz.

Coziim. Ifadeyi carpanlara ayirirsak n? +n = n(n + 1) elde ederiz. Bu carpim
art arda gelen iki tam sayiy1 temsil eder. Boliim 17’de ayrintili inceleyecegimiz
parite (teklik-¢iftlik) durumlarini ele alalim:

e Durum 1: n ¢ift olsun. Bir k € Z igin n = 2k yazlabilir.
n(n+1) =2k(2k+1) =2 [k(2k + 1)]
kE(2k 4 1) bir tam say1 oldugundan 2 | n(n + 1)’dir.
e Durum 2: n tek olsun. Bir k£ € Z i¢in n = 2k + 1 yazlabilir.
nn+1)=2k+1)2k+2)=2k+1)-2(k+1)=2-[2k+1)(k+1)]
Burada da ¢arpim 2’nin tam katidir.
Her iki durumda da 2 | n(n + 1) elde edilir. O

Ornek 11.4. Z—f? kesrini bir tam say: yapan tim n € Z degerlerini bulunuz.

Cézim. Kesrin tam say1 olmasi, paydanin pay1 kalansiz bolmesini gerektirir: (n —
1) | (n + 3). Dogrusal kombinasyon 6zelliginden yararlanarak boliinen kisimdaki
n degiskenini eleyebiliriz.

(n—1) | (n —1) oldugu aciktir. Iki terimin farkini alirsak:
(n—1) | ((n+3)—1-(n_1)) — (n—1) |4

Boylece degisken elenmis ve n — 1’in 4’tin bir béleni olmasi gerektigi sonucuna
varilmigtir. 4’in tam say1 bolenleri +1, £2, +4’t{r:

n—1=1— n=2

n—1=-1 = n=20
n—1=2 = n=3
n—1=-2 —= n=-1
n—1=4 = n=5
n—1=-4 —= n=-3
Coziim kiimesi n € {—3,-1,0,2,3,5} olarak bulunur. ]

Ornek 11.5. a,b € Z olmak tizere, 13 | (3a + 4b) oldugu veriliyor. 13 | (7a + 5b)
oldugunu kanstlayiniz.
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Cozim. A = 3a+ 4b ve B = 7a + 5b diyelim. 13 | A verildiginde 13 | B oldugunu
gostermek icin B’yi A ve 13’lin katlar1 cinsinden ifade etmeyi deneriz.

A’y1 2 ile carpip B ile toplayalm:
2A+ B = 2(3a+4b) + (7Ta + 5b) = (6a + 8b) + (7Ta + 5b) = 13a + 13b = 13(a +b).

Buradan B cekildiginde:
B =13(a+b) —2A

elde edilir. Hipotezden 13 | A oldugundan 13 | 2A’dwr. Dogal olarak 13 | 13(a + b)
de gecerlidir. Dogrusal kombinasyon 6zelligi geregince 13 bu iki terimin farkini da
boler:

13 | <13(a+b) —2A) — 13| B = 13| (Ta + 5b).

O]

Ornek 11.6. n pozitif bir tam say olmak dizere, (2n+1) | (n®+5) sartine saglayan
tim n degerlerini bulunuz.

Céziim. Bolen dogrusal, boliinen ise kareseldir. Boliinen terimden n’i asama
agama yok etmek i¢in ifadeyi 2 ile genigleterek 2n katsayisin1 yakalayalim.

(2n 4+ 1) | (n? 4+ 5) ise carpimsal biiyiime geregince:
(2n+1) | 2(n® +5) = (2n+1) | (2n? +10).
2n? terimini yok etmek icin bu ifadeden n(2n + 1) ¢ikaralm:
2n+1) | ((2n2 +10) — n(2n + 1)) — (@n+1) | (—n+10).
Kalan terimde n katsayisini 2 yapmak igin tekrar 2 ile ¢arpalim:
2n+1)]2(—n+10) = (2n+1) | (—2n + 20).

Bu ifadeye (2n 4 1) eklersek:
2n+1) | <(—2n +20) + (2n + 1)) — (2n+1) |21

Boylece degisken tamamen ortadan kalkar. nm pozitif bir tam say1 oldugundan
2n 4+ 1 > 3’tiir. Dolaysiyla 2n 4+ 1, 21’in 1’den biiyiik pozitif bolenlerinden biri
olmalidir:

2n+1 € {3,7,21}.

Bu durumlar: ¢ozersek:

n+1=3 = n=1,
n+1=7 = n=23,
2n+1=21 = n=10.

Ifadeyi 2 ile carptiginuz icin elde edilen adaylar1 ilk bagintida smayalim:
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e n=1:2(1)+1=3ve 12 +5=6. 3 | 6 saglanr.
e n=232(3)+1="7ve3%+5=14. 7| 14 saglanir.

e n=10: 2(10) + 1 = 21 ve 10> + 5 = 105. 105 = 21 x 5 oldugundan 21 | 105
saglanir.

Tim ¢oziimler n € {1,3,10} olarak belirlenir. O

11.1.5 Algoritmik Bakis: Boliinebilirlik Testi

Programlamada a’nin b’yi boliip bélmedigini kontrol etmek i¢in mod operatoriin-
den (“%”) yararlamilir. b'nin a’ya boéliimiinden kalan 0 ise a | b’dir.

#include <stdbool.h>

// a, b'yt boler mi? (a != 0 wvarsayimiyla)
bool boler_mi(long long a, long long b) {
if (a == 0) {
return b == 0;
¥

return (b % a) == 0;

Bu kontrol O(1) zamanda yiiriitiiliir. Donanim seviyesinde iglemci tek bir bolme
talimat1 (“idiv“) ile hem bélimii hem de kalani ayni anda hesaplar.

11.2 Boliinebilme Kurallar:

11.2.1 Motivasyon: Hangi Sorunu Cozer?

Elimizde 50 basamakli bir say1 oldugunu varsayalim:
N = 74829104857201948572019485720194857201948572019488

Bu saymin 2, 3, 4 ya da 9’a boliiniip boliinmedigini belirlemek i¢in uzun boélme
yapmak gereksiz islem maliyeti dogurur.

Giinliik matematikte bagvurdugumuz ”son basamag: ciftse 2’ye boliiniir” veya
“rakamlar1 toplami 3’iin katiysa 3’e boliniir” gibi kurallar, kullandigimiz 10 ta-
banli say1 sisteminin cebirsel 6zelliklerinden kaynaklanir. 10’un carpanlari ile
kuvvetlerinin belirli sayilara gore kalanlar:1 bu kurallarin temelini olugturur.

11.2.2 Onluk Basamak Acgilimi

Bir N porzitif tam sayisinin 10 tabanindaki basamaklari sagdan sola dogru
do,dy,da,...,d olsun (0 < d; <9 ve di # 0). Saymun degeri:

N = didy_1 ...didg = dp10F + dj_1 1071 + -+ + d310% + d110" + dp10°
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bi¢iminde ifade edilir. Boliinebilme kurallari, 10™ terimlerini incelenen bélen cin-
sinden ayristirmaya dayanir.

11.2.3 Kurallar ve Ispatlar:
2, 5 ve 10 ile Boliinebilme (Son Basamak)

10 = 2 x 5 oldugundan, her m > 1 icin 10™ = 10 - 10™~! sayis1 2, 5 ve 10’un
katidir. Sayiy1 su sekilde ayrigtiralim:

N =10- (dklok_l —i-"'—i-dl)—i-do.

Parantez igindeki kisim 10 ile carpildigindan 2, 5 ve 10 ile kalansiz boliiniir. Dola-
yisiyla N’'nin bu sayilara boliinebilmesi birler basamagi dy’a baghdir:

e 2| N <= 2|dy < do€{0,2,4,6,8}.
e 5| N < 5|dy < dp € {0,5}.

e 10| N < 10| dy < dy =0.

4, 25 ve 100 ile Boliinebilme (Son ki Basamak)

100 = 10% = 4 x 25 oldugundan, her m > 2 icin 10™ terimi 4, 25 ve 100’e kalansiz
boliiniir. Sayiy1 son iki basamagindan ayiralim:

N =100 (d, 10572 + - 4 dg) + (10d; + dp).
100 carpanini iceren blok bu sayilara boliindiigiinden:
¢ 4| N = 4| didy.
e« 25| N <= 25|didy <= didy € {00,25,50,75}.

Bu yaklagim genellestirilebilir: 2™ ve 5™ ig¢in sayinin son m basamagina bakmak
yeterlidir. Ornegin 8 = 23 icin son ii¢ basamak incelenir (8 | N <= 8 | dad1dp).

3 ve 9 ile Boliinebilme (Rakamlar Toplamai)

10’un kuvvetlerini inceleyelim:

10=9+4+1
100 =99+ 1
1000 =999 + 1
mo_ g .
10" =99...941=9-11...141.
m tane m tane
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Her 10™ sayis1 9'un bir kati ile 1’in toplamidir. IV sayisinin basamak agiliminda
bu esitligi yerine yazalim:

k k
N=> dl0' =) di(9K; +1) (burada K; =11...1, Ko =0)
=0 =0
k k
= Z 9K,;d; + Z d;
=0 . =0 .
1=0 =0

Ik terim 9un katidir. S(N) = Zf:o d; saymin rakamlar1 toplami olmak tizere:
N = 9M + S(N)
yazilabilir. Bu egitlik su sonugclar1 verir:
« 9| N < 9]S(N).
e 3| N < 3| S(N) (¢iinkit 9M terimi 3’iin de katidir).

o Bir sayimin 9’a (veya 3’e) boliimiinden kalan, rakamlar: toplaminin 9’a (veya
3’e) boliimiinden kalana egittir.

11 ile Boliinebilme (Alternatif Toplam)

10 sayis1 11 — 1 biciminde yazilabilir. Kuvvetleri alindiginda:
10°=1
10t =11-1
102=99+1=11x9+1
10> =1001 - 1=11x91 -1
10* = 9999 + 1 = 11 x 909 + 1
Bolim 6’da inceledigimiz binom agilimindan:
10™ = (11 — 1) = 11 - Ly, + (—1)™

yazilabilir. 10™’in 11’e boliimiinden kalan m cift ise +1, m tek ise —1’dir. Bu
ifadeyi basamak ac¢ilimina uygularsak:

k k
N=3d10 = Zdi(llLi + (—1)%’)
=0 =0

= 1M+ (do — dy + d3 — d + -+ + (~1)"dy.).
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Parantez icindeki ifade sayinin isaretli basamak toplamidir:
Alt(N):do—d1+d2—d3+...

Dolayisiyla:
11| N < 11| Alt(N).

En Sik Yapilan Hata: 11 Kuralinda Isaret Sirasim Karigtirmak
Isaretleme sagdan sola yapilirken birler basamagi daima pozitif (+)
secilmelidir:

coo—dg+do —dy + dy

Soldan saga baglandiginda basamak sayisi ¢ift ise igaretler ters doner. Her
ne kadar 11 | X <= 11| (—X) oldugundan sadece béliinebilirlik testinde
isaret yonii sonucu etkilemese de, 11’e boliimden kalan: bulurken hatali so-
nuca yol agar.

7, 11 ve 13 i¢in Blok Kurali: 1001 Carpani
1001 sayisinin asal ¢arpanlari gunlardir:
1001 =7 x 11 x 13.

Buna gore 103 = 1000 = 1001 — 1 sayis1 7, 11 ve 13 modiillerinde —1 kalanimi
verir. Tipki 11 kuralinda basamaklarin tek tek 4/— sgeklinde isaretlenmesi gibi,
say1 sagdan sola dogru iigerli bloklara ayrilip +/— ile toplandiginda elde
edilen sonug 7, 11 ve 13 ile boliinebilmeyi tek seferde sinar.

Ornegin N = AyA; Ay (iicer basamakl bloklar) bi¢imindeyse:

N=Ay— A1+ Ay (mod 7,11,13).

11.2.4 Coziimlii Ornekler

Ornek 11.7. Alty basamakly N = 5241y sayst 72 ile tam bolinebildigine gore,
x ve y rakamlarinin alabilecegi degerleri bulunuz.

Coziim. 72 = 8 x 9 olup 8 ve 9 aralarinda asaldir. Sayinin 72’ye boliinmesi hem
8¢ hem de 9’a boliinmesini gerektirir. 8 ile boliinebilme son {i¢ basamaga (41y)
bagl oldugundan 6nce y belirlenebilir.

Adim 1: 8 ile béliinebilme. Kural geregi 8 | 41y olmahdir:
41y =400+ 10+y =8 x 50+ (10 +y) =8 x 51 + (y + 2).
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Buradan 8 | (y + 2) elde edilir. 0 < y < 9 oldugundan y + 2 € {2,3,...,11}
araligindadir. Bu aralikta 8’in kat1 olan tek deger 8’dir:

y+2=8 = y=6.

Sayimiz 522416 halini alir.

Adim 2: 9 ile boliinebilme. Rakamlar toplami 9’un kati olmalidir:
S(N)=5+24+x+44+1+6=18+x.

9| (18 4+ x) olmast i¢in 9 | z gereklidir. x bir rakam oldugundan z = 0 veya x =9
olabilir.

Coziim ciftleri:
(z,y) €{(0,6),(9,6)}.
O

Ornek 11.8. Basamak sayst ¢ift olan ve rakamlary simetrik dizilen tiim palindrom
sayplarin (ornegin 1221, 7433847) 11 ile kalansiz bolindigini kanatlayiniz.

(C6ziim. Palindrom sayinin basamak sayisi 2k olsun. Simetri 6zelligi geregi bagtan
t'nci basamak ile sondan i'nci basamak birbirine egittir.

Sayiy1 basamaklariyla yazalim:

N = apQp—1...020101092 ...0_10F.
Sayinin igaretli toplamini birler basamagindan baslayarak olugturalim:

Alt(N) =do —dy +do —dz + -+ (=1)**dop_;

=ap—ap_14ap_o— -+ (=)o — (=) oy + - —ay.
Daha agik gérmek i¢in 2k = 4 durumuna bakalim. asaiaias sayist igin:
Alt(N) =ay — a1 + a1 —ag = (ag — a2) + (—a; + a1) = 0.
Genel durumda her m € {1,2,... k} i¢in a,, rakami iki kez geger. Basamaklar

birler basamagindan baglayarak numaralandiralim (birler basamagmnin indeksi 0
olsun):

e Sag yarida sondan m’nci basamak olarak yer alir; indeksi £ —m oldugundan
isareti (—1)*="dir.

e Sol yarida sondan k — 1 + m’nci basamak olarak yer alir; igareti
(—1)k=1H+mdir,
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k—14m ile kK —m ardigsik tam sayilar oldugundan bu iki isaret zittir; dolayisiyla
a,,’'nin iki katkis: birbirini sifirlar:

k k
AN = Y am((—l)k_m v (—1)k—1+m> =Y am-0=0.

m=1 m=1

11 | 0 oldugundan ¢ift basamakl tiim palindrom sayilar 11’e tam boliiniir. O

Ornek 11.9. Yalnzca 1 rakame kullanalarak yazlan R, = 11...1 saylarna

n tane
repunit denir. R, ’in 27 ile bolinebilmesi i¢in gerek ve yeter sartin 27 | n oldugunu

gosteriniz.

Cézim. R, sayisinin rakamlar: toplami n x 1 = n’dir. Buradan 9 | R,, <= 9| n
oldugu bilinir. 27 i¢in durumu basamak bloklama yontemiyle inceleyelim.

n sayist 3'in kat1 oldugunda R,, sayisini iicerli bloklara ayiralim: Ry = 111 =
3x37. Rg =111 111 111 = R3 x 1001001. Burada 1001001’in rakamlar1 toplami
SR

R3 Rs Rs
1+40+04+1404+0+4+1 = 3 oldugundan 3’e boliiniir, fakat 9’a boliinmez. Ray igin:

Ro7 = Ry x (10" +10° 4+ 1)

yazilabilir. Parantez icindeki sayimin rakamlar: toplami 3’tiir; dolayisiyla 3’e bo-
liiniir ama 9’a boliinmez.

R, ’deki 3 ¢arpanlarinin sayisi, n’in igerdigi 3 ¢arpanlarina baglidir:

e R,’in 3’e boliinmesi icin rakamlar toplami olan n’in 3’e boliinmesi gerekir

(3] n).

e R,’in 9’a boliinmesi i¢in rakamlar toplami olan n’in 9’a boliinmesi gerekir
(9] n).

e n = 9k oldugunda R, sayis1 Rg'un katidir. Rg = 111111111 =

9 x 12345679’dur. 12345679’un rakamlar1 toplami 37 olup 3’e boliin-
mez. Dolayisiyla Ry sayisi 9’a boliiniir, fakat 27’ye boliinmez.

e Ry sayisini Rg bloklari cinsinden yazarsak:
Roy = Ry x (1o9<’f*1) 10902 o4 10° 4 1).

Ry’un carpanlarinda 32 bulunur (3* bulunmaz). Rgx 'nin 27ye (3%) béliine-
bilmesi i¢in parantezli ifadenin 3’e boliinmesi gerekir. Sagdaki ifade & adet
terimin toplamidir ve her 109" = 1 (mod 3) saglandigindan, parantez 3’e
boéliindiiginde & kalanini verir:

Parantez=1+1+---+1=% (mod 3).
—_—
k tane

[fadenin 3 ile béliinmesi icin 3 | k olmalidir.

n = 9k ve 3 | k oldugunda n = 9(3m) = 27m, yani 27 | n elde edilir. O
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11.2.5 Algoritmik Uygulama: Biiyiik Sayilarda Mod Hesabi

Biiyiik boyutlu sayilar programlamada dizgi (string) olarak saklanabilir. Boyle bir
sayimin kiiciik bir M tam sayisina béliimiinden kalani Horner yontemiyle dongii
iginde hesaplayabiliriz:

FUNCTION largeNumberMod (numberStr, M)
remainder = 0
FOR EACH char IN numberStr DO
digit = TO_INTEGER(char)
remainder = (remainder * 10 + digit) MOD M
END FOR
RETURN remainder
END FUNCTION

number = "74829104857201948572019485720194857201948572019488"
OUTPUT "Remainder: ", largeNumberMod(number, 11)

Bu algoritma basamak sayis1 L olmak tizere O(L) zamanda galigir ve tam say1
tagmasi yaratmaz.

11.3 Bolme Algoritmasi

11.3.1 Motivasyon: Hangi Sorunu Co6zer?

Simdiye kadar kalanin 0 oldugu durumlar: inceledik. Ancak iki tam saymin bo-
liimii her zaman tam say1 iiretmez. 23 elmay1 5 kigiye paylastirdigimizda kisi bas:
4 elma diiger ve 3 elma artar: 23 =5 x 4 4 3.

Tam sayilar kiimesinde bélme igleminin bir tam say1 boliim ve negatif olmayan
bir kalan iiretecek sekilde tek bir bicimde yapilabilecegini garanti eden teorem
Bolme Algoritmasidir (Division Algorithm). Adinda "algoritma” gegmesine kar-
sin bu ifade temel bir varlik ve teklik teoremidir.

11.3.2 Teorem ve Ispat1

Teorem 11.10 (Bolme Algoritmasi). a ve b iki tam sayr ve b > 0 olsun. Bu
durumda,
a=b-g+r ve 0<r<b

sartlarim saglayan bir ve yalniz bir (q,r) tam sayu ikilisi vardr.

Burada a’ya bélinen, b'ye bolen, q’ya bélim (quotient), r’ye ise kalan (remain-
der) denir.

Kanat. Ispat iki adimdan olusur: Varlik ve Teklik. Bu ispat, Boliim 19’da ele
alacagimiz fIyi Siralilik flkesinin (negatif olmayan tam sayilardan olusan bos
olmayan her kiimenin en kii¢iik bir eleman: vardir) dogrudan bir uygulamasidir.
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1. Varhik: Su kiimeyi kuralim:
S={a—bk:keZvea—Dbk>0}.

Bu kiime, a’dan b’'nin katlar1 ¢ikarildiginda elde edilen negatif olmayan tam sayi-
lardan olugur. S’nin bog olmadigini gésterelim:

e a>0ise k =0 segildiginde a — b(0) = a > 0 olur, yani a € S.

o a < 0ise k = asegilebilir. b > 1 oldugundan b-a < ave a—ba = a(1—b) >0
elde edilir. Buradan a — ba € S.

Her iki durumda da S bos degildir ve elemanlar1 negatif olmayan tam sayilardir.

Iyi Siralama Ilkesi uyarmca S kiimesinin en kiiciik bir eleman1 bulunur. Bu
elemana r diyelim. r € S oldugundan bir ¢ € Z i¢in:

r=a—bg = a=bg+r (r>0).

r < b oldugunu gostermek icin aksini varsayalim: r > b olsun. ' = r — b sayisi
ele alalim. r > b oldugundan r’ > 0’dir ve:

r'=(a—bq) —b=a—blg+1).

Bu durumda r’ € S olur. Fakat b > 0 oldugundan ' = r — b < r elde edilir. Bu ise
r’nin S’deki en kii¢iik eleman olmasiyla celigir. Dolayisiyla r < b saglanmalidir.

2. Teklik: Iki farkli gésterim bulundugunu varsayalim:

a=bqg +r1 (0<r; <b)

a=>bg+re (0<ry<b).
Taraf tarafa ¢ikarirsak:

0=>0b(q1 —q2) + (11 —r2) = blg2 —q1) =11 — 2.
Buradan b | (r1 — r2) gelir. Ancak 0 <71 < b ve 0 < ro < b araliklar1 geregince:
—b<ry—rg<b.

Bu agik aralikta b'nin kati olan tek say1 0’dir. Dolayisiyla r; —ro =0 = 71 =19
olmaldir. Esitlikte yerine yazildiginda b(g2 — q1) = 0 ve b > 0 oldugundan ¢; = g2

gikar. Gosterim tektir. O
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11.3.3 Negatif Sayilarda Bélme ve Alt Taban Iligkisi

Teoremde b > 0 kogulu aranirken a pozitif, negatif ya da sifir olabilir. a negatif
oldugunda 0 < r < b sartina dikkat edilmelidir.

Ornegin a = —23 ve b = 5 icin:

o —23 =5x(—4)—3 yazldiginda r = —3 olur; kalan negatif olamayacagindan
bu yazim Bolme Algoritmasi’na uymaz.

e Dogru yazim i¢in boliim bir azaltilir ve kalan pozitif yapilir:
—23=5x(=5)+2.
Burada ¢ = —5 ve r = 2 olup 0 < 2 < 5 gart1 saglanir.
Boliim ve kalan, alt taban (floor, |z|) fonksiyonu aracihigiyla tanimlanabilir:

=[g) reanefi]

—23/5 = —4.6 oldugundan ¢ = |—4.6] = —5 ve r = —23 — 5(—5) = 2 bulunur.

En Sik Yapilan Hata: C/C++ ile Python’da Negatif Mod islemi
Farki

Yarigma programlamasinda dillerin “%” operatoriinii igleme bigimi farklilik
gosterir:

o C / C++ (C99 standardi): Bolme islemini sifira dogru yuvarlar
(truncate). Dolayisiyla “-23 / 5 ifadesi “-4“, “-23 % 5* ifadesi ise “-3“
sonucunu verir. Matematiksel tanimin aksine kalan negatif ¢gikabilir.

o Python: Taban fonksiyonunu (|-]) esas alir. “-23 // 5“ sonucu “-5“,
“-23 % 5“ sonucu ise “+2¢ gikar.

C/C++ ortaminda matematiksel kalani elde etmek i¢in su kalip tercih edi-
lir:

mat_mod(a,b) = ((a%b) + b)%b

11.3.4 Tam Sayilarin Smiflandirilmasi

Bolme Algoritmasi, tam sayilar kiimesini (Z) bir b bolenine gore sonlu sayida ayrik
kalan sinifina boler:

o b=2ic¢in her tam say1 2k (¢ift) ya da 2k + 1 (tek) bigimindedir.

e b= 3 igin her tam say1 3k, 3k 4+ 1 veya 3k + 2 bicimindedir.
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e b =4 igin her tam say1 4k, 4k + 1,4k + 2,4k + 3 bi¢imindedir.

Ispatlarda tiim tam sayilar tek tek incelemek yerine bu sonlu sayidaki kalan
smiflarini ele almak yeterli olur.

11.3.5 Coziimlii Ornekler

Ornek 11.11. Herhangi bir tam sayinin karesinin 3 ile bolimiinden kalanwn yal-
mizea 0 veya 1 olabilecegini (asla 2 olamayacagini) kanitlayiniz.

Céziim. Bolme Algoritmasi’na gore her n tam sayis1 3k, 3k + 1 veya 3k + 2 bigi-
mindedir. Bu durumlarin karelerini inceleyelim:

e Durum 1 (n = 3k):
n? = (3k)? = 9k* = 3(3k?).
Kalan 0’dir.
e Durum 2 (n=3k+1):
n? = (3k +1)* = 9k* + 6k + 1 = 3(3k? + 2k) + 1.
Kalan 1’dir.
e Durum 3 (n=3k+2):
n?=3k+2)?=9k* + 12k +4 =9k + 12k + 3+ 1 =3(3k* + 4k +1) + 1.
Kalan yine 1’dir.

Higbir durumda kalan 2 olamaz; kareler mod 3’te yalnizca 0 veya 1 degerini alabilir.
O

Ornek 11.12. 2% + y? = 2023 denklemini saglayan x,y € Z tam saylarimn
bulunmadiginy kanitlayiniz.

(Céziim. Tam sayr katsayili denklemlerde kalan analizi pratik bir eleme saglar.
Tam karelerin 4 ile bélimiinden kalanlarina bakalim:

(2k)? = 4k* = kalan 0,

(2k +1)* =4k® + 4k +1=4(k* + k) + 1 = kalan 1.

Bir tam karenin 4 ile boliimiinden kalan yalnizca 0 ya da 1 olabilir.

Sol taraftaki 2 + y? ifadesinin 4 ile boliimiinden kalan olas1 degerler:
e 0+0=0,
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« 04+1=1,
e 14+1=2.

Iki karenin toplami 4 ile béliindiigiinde asla 3 kalanini veremez.

Sag taraftaki 2023 sayisina Bolme Algoritmasi uygulandiginda:
2023 =4 x 505+ 3

elde edilir; yani kalan 3’tiir. Sol taraf 4 modunda 3 degerini alamazken sag taraf
3’tiir. Bu geligki nedeniyle denklemi saglayan hicbir (z,y) tam say: ¢ifti yoktur. [

Ornek 11.13. Ardisik n tane tam sayinin carpimenin her zaman n! ile kalansiz
boliindigini gdsteriniz.

Coziim. Ardigik n tam sayiy1 k+1,k+2,...,k+n olarak gosterelim. Carpimlari:
P=(k+1)(k+2)...(k+n)

olur. n! | P oldugunu gostermek, % ifadesinin tam say1 oldugunu gostermekle
egdegerdir. Boliim 5’te tanimladigimiz kombinasyon bagintisini hatirlayalim.

k > 0 i¢in:

n! n! k!

P (k+1)(k+2)...(k+n) (n+k)!:<n+k:>'

n

(":k) katsayisi, (n+ k) elemanli bir kiimeden segilen n elemanl alt kiime sayisini
temsil ettiginden bir tam sayidir.

Dolayisiyla % € Z olup n! | P saglanir. Sayilar negatif veya sifir igeriyorsa:

o Carpimda 0 bulunuyorsa P = 0 olur ve n! | 0 gegerlidir.

o Terimlerin tiimi negatif ise (—1)" ¢arpan paranteze alinarak pozitif duruma
indirgenir.

Boylece ardigik n tam saymin ¢arpiminin daima n! ile boliindigi gorulir. O

3

Ornek 11.14. Her n tam saypst igin n3 — n saypsomn 6 ile tam bolindiging

kanatlayiniz.

Coziim. Ifadeyi carpanlarma ayiralim:
n*—n=nmn?-1)=(n-1)n(n+1).

Elde edilen ¢arpim, ardigik {i¢ tam sayinin carpimidir. Yukarida kanitladigimiz
sonuca gore ardigik k& tam saymin ¢arpimi daima k! ile boliiniir; £ = 3 i¢in bu
3! = 6 demektir. Dolayisiyla (n — 1)n(n + 1) ¢arpim 6 ile tam boliiniir ve istenen
gosterilmis olur. O
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11.3.6 C/C++ Icin Giivenli Mod Fonksiyonu

Negatif sayilarla ¢aligirken Bolme Algoritmasi’nin matematiksel tanimini korumak
adina agagidaki fonksiyon yapisi tercih edilir:

// Matematiksel bolme algoritmasi: O <= kalan < b
long long guvenli_mod(long long a, long long b) {
long long r = a % b;

if (r < 0) {
r += b;

}

return r;

3

// Bolum q'yu hesaplamak icin: a = b*q + r

long long guvenli_bolum(long long a, long long b) {
long long r = guvenli_mod(a, b);
return (a - r) / b;

Bu fonksiyonlar sayesinde a = —23 ve b = 5 girildiginde guvenli_mod(-23, 5)
cagrisi 2, guvenli_bolum(-23, 5) c¢agrisi ise -5 degerini iiretir.
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Bolum 12

Asal Sayilar

Tam sayilar diinyasini bir kimya laboratuvarina benzetirsek asal sayilar, bu ev-
renin bolinemez en temel “kimyasal elementleridir”. Su molekiiliinii hidrojen ve
oksijene, tuzu sodyum ve klora ayrigtirabildigimiz gibi 60 sayisin1 da bilegenlerine
ayirabiliriz: 60 = 2-2-3-5. Ancak 2, 3 ve 5 sayilarina ulagtigimizda artik daha
kiiglik ¢arpanlara inemeyiz. Sayilar teorisindeki teoremler, algoritmik yapilar ve
modern kriptografik protokoller, bu temel yap1 taglarinin dagilhimina ve 6zellikle-
rine dayanir.

Bolim 11°de boliinebilme bagintisini, kalan kavramini ve temel aritmetik 6zel-
liklerini incelemigtik. Simdi bu yapinin temel tagi olan asal sayilari, aralarinda
asallik iligkisini ve her tam sayiya benzersiz bir ¢arpan kimligi kazandiran Arit-
metigin Temel Teoremi’ni ayrintilariyla ele alacagiz.

12.1 Asal Sayilar ve Eratosthenes Kalburu

Bir problemi incelerken eldeki sayinin daha kii¢lik carpanlara ayrilip ayrilamayaca-
g belirlemek ¢ogu zaman ilk adimdir. Bir sayiin asalligini nasil test ederiz? Tek
bir saymin asallig ile belirli bir araliktaki binlerce sayinin asalligini denetlemek
arasinda algoritmik acidan nasil bir fark vardir? Bu sorular, bizi antik déneme
uzanan klasik bir algoritmaya gotiiriir.

12.1.1 Asal Sayr Tanimi ve Sezgisel Yaklagim

1’den biiyiik her tam say1 en az iki pozitif bélene sahiptir: 1 ve kendisi. Bir sayinin
bu zorunlu iki bélen diginda higbir pozitif boleni yoksa, o say1 carpanlarina daha
fazla ayrilamaz.

Tanmim 12.1 (Asal Say: ve Bilegik Say1). 1’den biyik bir p tamsaysinin pozitif
bolenleri yalnizeca 1 ve p ise, p’ye bir asal sayr denir. 1°den biytik olup asal
olmayan tamsaylara ise bilegik says (kompozit sayi) ady verilir.
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Ornek 12.2. [lk birka¢ asal sayuy yazalim:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 31, ...

Burada 2 saysi 6zel bir yere sahiptir: hem en kiictik asal sayrdir hem de ¢ift olan
yegdne asal sayidar. 2°den biyik tim ¢ift sayilar 2’ye bolinebildiginden bilesik
saydar.

En sik yapilan hata: 1 sayisini asal kabul etmek sik rastlanan bir yanilgidir.
1 sayis1 ne asaldir ne de bilegiktir; bir “birim”dir (unit). 1’in asal kabul edilme-
mesinin en temel gerekcesi, birazdan gorecegimiz Aritmetigin Temel Teoremi’nin
tekligini korumaktir. Eger 1 asal olsaydi, 6rnegin 6 sayis1 2 - 3 olarak da, 1-2-3
veya 1° - 2. 3 olarak da asal carpanlarma ayrilabilirdi ve carpanlara ayirmanin
tekligi bozulurdu.

12.1.2 Bir Saymin Asalligin1 Test Etme: Deneme Bolmesi

n = 101 sayisinin asal olup olmadigini nasil anlariz? En kaba yaklagim, 2’den 100’e
kadar olan tiim tam sayilar: tek tek deneyip 101’i boliip bolmedigine bakmaktir.
Ancak bu iglem biiyilik sayilar i¢in oldukca yavagtir.

Bir n sayisi bilegik ise, 1 < a < b < n olmak iizere n = a - b geklinde iki tam
saymin ¢arpimi olarak yazilabilir. Simdi su gézlemi yapalim: a ve b carpanlarinin
her ikisi birden y/n’den biiyiik olabilir mi? Eger a > \/n ve b > /n olsaydu:

a-b>+\vn-v/n=n

elde edilirdi ki bu bir geligkidir (a - b = n idi). Dolayisiyla carpanlardan en az biri
\/n degerine egit ya da bundan kiigiik olmak zorundadir.

Teorem 12.3 (Karekok Smiri Teoremi). n > 1 bir bilesik sayu ise, n'nin 1 < p <
Vv kosulunu saglayan en az bir p asal boleni vardur.

Kanait. n bilegik oldugundan n = a - b olacak sekilde 1 < a < b < n tamsayilar:
vardir. Yukaridaki egitsizlikten otiirii @ < y/n olmak zorundadir. Aritmetigin Te-
mel Teoremi geregi (veya 1’den biiyiik her saymin en kiigiik bdleninin asal olmasi
ilkesinden), a’min en az bir p asal boleni vardir. p | a ve a | n oldugundan p | n
olur. Ayrica p < a < /n saglandigindan, n’nin \/n’den kii¢iik ya da egit bir p asal
boéleni mutlaka mevcuttur. O

Bu teorem hesaplama acisindan 6nemli bir hizlanma saglar: Bir sayimin asal
olup olmadigini sinamak i¢in n — 1’e kadar degil, yalmizca |y/n]’e kadar olan asal
sayilar1 denemek yeterlidir.

Ornek 12.4. n = 101 saysinin asal olup olmadigine inceleyelim.

Céziim. /101 =~ 10,049 oldugundan, yalmzca 10’a kadar olan asallar1 kontrol
etmemiz yeterlidir: Bu asallar 2, 3, 5, 7’dir.
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101 ¢ift degildir, 24 101.
o Rakamlar toplami 1+ 0+ 1 = 2 olup 3’iin kat1 degildir, 3 1 101.
e Son basamag: 0 veya 5 degildir, 5t 101.

e 101 =714+ 3 oldugundan 7 1 101.

v/ 101’e kadar higbir asal 101’1 bélmedigine gore 101 kesinlikle asaldir. Yalnizca 4
bolme iglemi ile sonuca ulagtik. O

Asagidaki algoritma tek bir saymin asaligimi O(y/n) zaman karmagikhginda
denetler:

FUNCTION isPrime(n)

IF n <= 1 THEN
RETURN False

END IF

IF n <= 3 THEN
RETURN True

END IF

IF n MOD 2 = 0 OR n MOD 3 = O THEN
RETURN False

END IF

SET i =5
WHILE i * i <= n DO
IFn MOD i = 0 OR n MOD (i + 2) = O THEN
RETURN False
END IF
i=1i+6
END WHILE

RETURN True
END FUNCTION

12.1.3 Araliktaki Asallar1 Bulma: Eratosthenes Kalburu

Tek bir saymin degil de 1’den N’e kadar olan tiim sayilarin asalligina ihtiyag
duyuluyorsa her sayi i¢in ayr1 ayr1 deneme bélmesi yapmak O(N VN ) zaman alir.
N = 107 gibi biiyiik degerler icin bu yaklagim verimsizdir.

Kirenesli Eratosthenes, sayilari tek tek test etmek yerine tersine bir yontem
kurdu: Sayilar1 bir listeye yazip, asal oldugu bilinen sayilarin katlarimi listeden
eleyerek geriye yalnizca asallar1 birakmak.

Adim Adim Kalbur Mekanizmas1 (N = 30 igin):

1. 2’den 30’a kadar tiim sayilar1 yazalim.
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2. Kargilastigimiz ilk silinmemis say1 2’dir; 2 asaldir. 2'nin 2’den biyik tim
katlarim (4,6,8,...,30) ¢izelim.

3. Siradaki silinmemig say1 3’tlir; 3 asaldir. 3’tin katlarim ¢izelim (6,9,12,...).
Burada 6 sayisi 2'nin kat1 olarak zaten c¢izilmistir; bu nedenle ¢izmeye dog-
rudan 32 = 9’dan baslayabiliriz.

4. Siradaki silinmemis say1 5°tir; 5 asaldir. 52 = 25 < 30 oldugundan 25’i de
Gizeriz.

5. Bir sonraki say1 7’dir. 72 = 49 > 30 oldugundan islem tamamlanir. Silinme-
den kalan tiim sayilar (2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29) asaldir.

Teorem 12.5 (Eratosthenes Kalburunun Karmagikhigl). N sayisina kadar

olan asal saylarr FEratosthenes kalburu ile bulmanin zaman karmasiklige
O(N loglog N) “dir.

Sezgi ve Taslak. Her p asal i¢in yapilan eleme iglemi sayis1 yaklagik % kadardir.
Dolayisiyla toplam islem sayisi:

> TNy

p<N,p asal p<N

Mertens’in ikinci teoremi uyarinca, asal sayilarin carpmaya gore terslerinin top-

lami N% = In(In V) + O(1) seklinde biiytr. Bu nedenle kalburun karmagik-
ligr O(N loglog N) olur. Bu stire, pratikte O(NN) dogrusal zamana oldukga yakin-
dir. O

#include <stdio.h>
#include <stdbool.h>
#define MAXN 10000000

bool asal[MAXN + 1]1;

void eratosthenes_kalburu(int n) {
for (int i = 2; i <= n; i++)
asal[i] = true;

for (int p = 2; p * p <= n; p++) {
if (asallpl) {
// p'nin katlarini p*p'den baslayarak eliyoruz
for (int i = p * p; i <= n; i += p)
asal[i] = false;
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12.1.4 Coziimlii Ornekler

Ornek 12.6. p, p+ 2 ve p+ 4 saylariman dcinin birden asal olmasina saglayan
tim p asal sayilarime bulunuz.

Coziim. Kigiik asal degerleri deneyerek bir ériintii arayalim:
e p=2 = 2,4,6 (4 ve 6 asal degil).
e p=3 = 3,5,7 (Ugii de asaldir; bir ¢6ziim bulundu).
e p=5 = 57,9 (9=3-3 asal degil).
e p=T7 = 7,9,11 (9 asal degil).

Her denemede sayilardan biri 3’iin kat1 ¢gtkmaktadir. Ardigik tek sayilar, Béliim
14’te ayrintilandiracagimiz modiiler aritmetik yaklasimiyla 3 modunda incelenme-
lidir.

Herhangi bir p tam sayisinin 3’e boliimiinden kalan 0,1 veya 2 olabilir.

1. p = 0 (mod 3): p bir asal say1 oldugundan ve 3’e boliindiigiinden zorunlu
olarak p = 3 olmalidir. Bu durumda p+ 2 =5 ve p+ 4 = 7 olup her {i¢ say1
da asaldir.

2. p=1 (mod 3): Buduwrumda p+2=1+2 =0 (mod 3) olur. p > 1 oldu-
gundan p+ 2 > 3’tiir ve 3’e boliinen 3’ten biiyiik bir say1 asal olamaz (p + 2
bilegiktir).

3. p=2 (mod 3): Budurumda p+4 =2+4 =0 (mod 3) olur. Benzer sekilde
p+4 > 3 oldugundan p + 4 bilegiktir.

Sonug olarak kosulu saglayan tek asal say1 p = 3’tiir. O

Ornek 12.7. n > 1 bir tam say: olmak tizere, n* +4 sayisinin asal olamayacagins
kanstlayiniz.

(Céziim. Bir ifadenin asal olmadigini géstermek i¢in onu 1’den biiyiik iki tam sa-
yimin carpmm seklinde yazabiliriz. n* + 4 ifadesi Sophie Germain 6zdesligiyle tam
kareye tamamlanabilir. Ifadeye 4n? terimini ekleyip ¢ikaralim:

nt+4 = (n*+4n® +4) — 4n?
= (n* +2)* — (2n)”

Iki kare farki 6zdegligini (A? — B2 = (A — B)(A + B)) uygularsak:
n* +4 = (n®—2n+2)(n® +2n +2)
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carpanlarini elde ederiz. Bu carpanlarin biiytikliiklerini inceleyelim:
n?—2m+2=mn-1)>%+1

n > 1 oldugundan (n — 1)?> > 1 ve dolayisiyla (n — 1)2 4+ 1 > 2 > 1'dir. Diger
carpan da acikca n? + 2n 4+ 2 > 2’dir. n + 4 sayis1, 1’den bityiik iki tam sayimin
carpimi olarak yazilabildiginden higbir n > 1 tam sayisi i¢in asal olamaz. O

Ornek 12.8 (Oklid Teoremi). Asal sayilarin sonsuz coklukta oldugunu kanitlay-
niz.

Coziim. Bolum 2’'de gordigumiz celigkiyle ispat yontemini kullanalim. Asal sayi-
larin sonlu sayida, tam olarak k tane oldugunu varsayalim. Bu asallar: siralayalim:
p1=2,p2=3,p3=5,...,Dk

Simdi tiim bu asallarin ¢arpiminin 1 fazlasi olan bir N sayis1 tanimlayalim:

N:(pl'pQ...pk)+1

N > 1 oldugundan N’nin en az bir asal béleni bulunmalidir. Listemiz tiim asallar:
icerdiginden bu bolen, listedeki asallardan biri (6rnegin p;, 1 < i < k) olmak
zorundadir. O halde p; | N olur.

Diger taraftan p; sayisi pi - p2 ... pr ¢arpiminin ¢arpanlarindan biridir:

Di | (Pl 'pz---Pk)

Bolinebilmenin temel kurali geregi, bir say1 iki tam sayiy1 da boliiyorsa farklarini
da boler:

Pi!(N—(pl'pz.-.pk)) = pi |1

Fakat 1’i bolen hicbir asal say1 yoktur (p; > 2). Bu celigki, asal sayilarm sonlu
oldugu varsayiminin yanhg oldugunu gosterir; asal sayilar kiimesi sonsuzdur. [

12.2 Aralarinda Asal Sayilar

Iki saymm 1 diginda ortak bir asal carpana sahip olmamasi, sayilar teorisinin
en temel kavramlar: arasindadir. Kesirlerin en yalin haline sadelestirilmesinden
Bolum 14’te gorecegimiz Cin Kalan Teoremi'ne kadar pek cok yapi bu oOzellige
dayanir.

12.2.1 Tamm ve Temel Ozellikler

Tanmim 12.9 (Aralarinda Asal). a ve b sifirdan farkl iki tamsayr olsun. Eder a ve
b’nin 1’den biyik hicbir pozitif ortak béleni yoksa, yani en biyik ortak bélenlers
ged(a,b) = 1 ise, a ve b saylarina aralarinda asal (coprime veya relatively
prime) denir.
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En sik yapilan hata: Aralarinda asal olan sayilarin kendilerinin de asal olmasi
gerektigi yamlgisidir. Ornegin:

a=8=2> ve b=9=32

Her iki say1 da bilegiktir; ancak pozitif ortak bolenleri yalnizca 1 oldugundan
ged(8,9) = 1’dir, yani 8 ile 9 aralarinda asaldir.

12.2.2 1Ikili ve Kiimesel Aralarinda Asallik Ayrimi

Ug veya daha fazla say1 s6z konusu oldugunda iki farkl aralarinda asallik diizeyi
ayirt edilmelidir:

1. Birlikte (kiimesel) aralarinda asal: ged(aq,ag,...,ax) = 1.
2. ikiger ikiger (pairwise) aralarinda asal: Her i # j icin ged(ai, aj) = 1.
Ornek 12.10. 6, 10,15 sayilarn ele alalvm:
ged(6,10,15) =1

Dolayswyla bu ti¢ sayr birlikte aralarinda asaldwr. Fakat ikili ortak bolenlere bakti-
grmazda:

ged(6,10) =2 # 1, ged(6,15) =3 #1, ged(10,15) =5#1
Bu saylar ikiser ikiser aralarnda asal degildir. Ikiser ikiser aralarnda asallik,
birlikte aralarnda asalliga kwyasla daha giiclii bir kosuldur.
12.2.3 Temel Teoremler

Aralarmda asallik analizlerinde Oklid Lemmasi ve tiirevleri temel araclardir.
EBOB hesaplarma ve Boliim 13’te ele alacagimz Oklid algoritmasina zemin
hazirlayan bu sonuclar1 netlestirelim.

Teorem 12.11 (Oklid Lemmasi). a,b,c tamsayar olsun. Eder a | be wve
ged(a,b) =1 ise, o halde a | ¢ olmak zorundadar.

Sezgi. a sayisi be carpimini bélmektedir; yani ¢arpim a’nin tiim asal ¢carpanlarini
icerir. Ancak ged(a,b) = 1 oldugundan a, bu garpanlarmm hicbirini b’den alamaz.
Dolayisiyla a’min gerektirdigi tiim garpanlar ¢’de bulunmalidir; yani a | c. O

Teorem 12.12 (Kuvvetlerin Aralarinda Asalligi). a ve b pozitif tamsayilar olmak
tzere ged(a,b) = 1 ise:

1. Her m,n > 1 i¢in ged(a™,b") = 1 dir.
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2. Ejera-b=c* olacak sekilde bir c tamsayisi ve k > 1 pozitif tamsayise varsa,
a ve b saylarinin her biri birer tam k. kuvvet olmak zorundadur. Yani a = x*
ve b= y* olacak bi¢imde x,y tamsayilar: vardur.

Bu ikinci ozellik, tam say1 katsayili denklemlerde carpanlari ayirirken sikca
kullanmilir. Carpimlar: bir tam kare (veya tam kiip) olan aralarinda asal iki pozitif
tam say1 varsa, her bir ¢arpan da ayr1 ayr1 bir tam kare (veya tam kiip) olmak
zorundadir.

12.2.4 Co6ziimlii Ornekler

Ornek 12.13. Her n pozitif tamsayist icin n ile n+ 1 saylarinin aralarnda asal
oldugunu kanatlayiniz.

Coziim. 1ki saymin ortak bolenini ararken farklarimi incelemek béleni sinirlandir-
manin pratik bir yoludur.

d = ged(n,n+ 1) olsun. En biiyiik ortak bolen tanimi geregi d | n ve d | (n+1)
olmalidir. Boliim 11’den bildigimiz iizere d, bu sayilarin dogrusal kombinasyonla-
rin1 da boler:

d | ((n—l—l)—n) = d|1

Pozitif bir bolen olan d, 1’i boliiyorsa d = 1 olmak zorundadir. Demek ki ardigik
iki pozitif tam say1 daima aralarinda asaldir. O

Ornek 12.14 (Uluslararast Matematik Olimpiyat1 1959, Problem 1). Her n po-

zitif tamsayist igin
21ln+4

14n + 3
kesrinin sadelestirilemez oldugunu gésteriniz.

Bu klasik problem, pay ve paydas: aralarinda asal olan kesirlerin sadelesemeye-
cegi gozlemine dayanir. Soruyu, Oklid algoritmasin kurduktan sonra Boliim 13’te
tam olarak ele alacagiz.

Ornek 12.15. ged(a,b) = 1 ise ged(a + b, a - b) = 1 oldugunu kanitlayimaz.

Céziim. Karsit varsayimla baglayalim: Ortak bir p asal boéleni bulundugunu var-
sayip bunun ged(a,b) = 1 kabuliiyle geligtigini gosterelim.
Varsayalim ki ged(a+ b, ab) > 1 olsun. Bu durumda a + b ve ab sayilarim bolen
bir p asal sayis1 vardir:
pl(a+b) ve p|ab
p bir asal say1 ve p | ab oldugundan, Oklid Lemmas1 uyarmca p | a veya p | b
olmalidir.

o Eger p|aise: p| (a+b)oldugundan b = (a + b) — a sayisi da boler; yani
p | b olur.
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o Eger p | b ise: benzer bigimde a = (a + b) — b oldugundan p | a olur.

Her iki durumda da p | a ve p | b elde edilir. Bu ise p’nin a ve b’nin bir ortak
boleni oldugu anlamina gelir:

p < ged(a,b) = 1
Bu sonug p > 2 asallig ile geligir. O halde ged(a+b, ab) = 1 olmak zorundadir. [

Ornek 12.16. {1,2,3,...,2n} kimesinden rastgele n + 1 tane tamsaiy segiliyor.
Segilen bu sayilar arasinda en az iki tanesinin aralarnda asal oldugunu kanitlay-
niz.

Cozim. Aralarinda asal en temel say1 ¢iftleri ardigik tam sayilardir (ged(k, k+1) =
1). Dolayisiyla segilen sayilar arasinda ardigik iki saymin varhgii garanti etmek
yeterlidir. Bu yap: Béliim 7’de inceledigimiz Giivercin Yuvasi Ilkesi ile dogrudan
kurulabilir.

Kimeyi ardisik elemanlardan olusan n ayrik ikiliye ayiralim:
Yi={1,2}, Yo=4{3,4}, Y3=4{56}, ..., Y,={2n—-1,2n}

Toplam 7 kiimemiz (yuva) vardir. Bu yuvalardan n + 1 eleman (giivercin) se-
cildiginde Giivercin Yuvasi Ilkesi geregi en az iki eleman aymi ikiliye ait olmak
zorundadir. Ayni ikilideki sayilar {2k — 1,2k} bi¢iminde ardigik iki tam sayidir ve
ged(2k — 1,2k) = 1'dir. Boylece segilen sayilar arasinda mutlaka aralarinda asal
en az iki say1 bulunur. O

12.3 Aritmetigin Temel Teoremi ve Asal Carpanlara
Ayirma

Asal sayilarin 6nemi, tiim pozitif tam sayilar kiimesini benzersiz bicimde inga etme
giiciinden gelir.

12.3.1 Aritmetigin Temel Teoremi

Teorem 12.17 (Aritmetigin Temel Teoremi). 1’den biyik her n pozitif tamsa-
yise, asal saylarin bir carpyma olarak yazilabilir. Dahasi, carpanlarin yazilis siras
dikkate alinmazsa, bu gosterim benzersizdir (tektir).

Ispat Taslagi. Teorem iki iddiadan olusur: Varlik ve Teklik.

1. Varlik (Her say1 asal carpimi olarak yazilabilir): Kuvvetli tiimevarim
uygulayalim. n = 2 bir asaldir, dolayisiyla tek bir asalin ¢arpimidir (dogru).
2 < k < n kogulunu saglayan tiim tamsayilarin asal ¢arpimi olarak yazi-
labildigini varsayalim. n sayisi asal ise iddia dogrudur. Eger n bilegik ise,
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1 < a,b < n olmak iizere n = a - b yazilabilir. Tiimevarim varsayimi geregi
hem a hem de b asal sayilarin ¢carpimi olarak yazilabilir. Bu iki carpimin yan
yana getirilmesiyle n de asallarin ¢arpimi olarak ifade edilmis olur.

2. Teklik (Bu gosterim siras1 harig¢ tektir): Tersini varsayalim; gosterimi
tek olmayan en az bir tamsay1 bulunsun. Pozitif tamsayilarin iyi siralilik
ilkesi geregi, iki farkli asal ¢arpan gosterimine sahip en kiigiik say1 n olsun:

n=pip2...pr =4q14q2 ...4s

Burada p; ve ¢; asal sayilardir. p; | n oldugundan p; | (qig2...¢s) olur.
OKklid lemmas1 geregi pi, ¢ asallarindan en az birini bélmek zorundadir. Si-
ralamay1 diizenleyerek p; | ¢1 oldugunu kabul edelim. p; ve ¢; birer asal say1
oldugundan bu ancak p; = ¢; olmasiyla mimkindiir! Her iki tarafi bu ortak

asala bolersek: n

2712102---]%:6]2---(]3
elde edilir. Fakat pﬂl < n sayis1 da iki farkli asal ¢arpan agilimina sahip
olur. Bu durum n’nin “en kii¢lik” boylesi say1 olmasi kabuliimiizle celisir.

Dolayisiyla carpanlara ayrilis tektir.

12.3.2 Kanonik Asal Carpanlar Acilimi
Her n > 1 tam sayisi, ayni asallar kuvvet olarak toplanarak tek bicimde ifade
edilir:

a2

Qg
n=p; ' pPy’...p

Burada p; < po < --- < pi farklhi asal sayilar, c;; > 1 pozitif tam say1 tislerdir. Bu
gosterime n’nin kanonik asal agilimi denir.

Ornek 12.18. 360 sayusinin kanonik acilvma:

360 = 23 .32 .5!

12.3.3 Bodlen Sayisi1 Formiilii: d(n)

n sayisinin pozitif bolenlerini inceleyelim. Bir d tam sayisinin n’yi bolebilmesi
i¢in, d’nin asal ¢arpanlarinin n’nin asal ¢carpanlar:1 arasindan segilmesi ve tislerinin
n’dekileri agsmamasi gerekir:

d ZP’flpng-upf’“, 0<p5 <a

Kombinatorik Cikarim: Her bir §; iissiinii belirlemek bagimsiz birer se¢im
adimidir:
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o f(1ic¢in {0,1,2,..., a1} olmak tizere ay + 1 farkhi segenek vardir.
o f2ic¢in {0,1,2,..., as} olmak tizere ag + 1 farkh segenek vardir.
o [ icin {0,1,2,..., ax} olmak {izere oy, + 1 farkhi segenek vardir.

Bolim 3’te gordiigiimiiz carpma kurali uyarinca bu segenekleri ¢arpariz.

Teorem 12.19 (Pozitif Bolen Sayis1 Formili). n = p{*p3? ... pe* kanonik agili-
mana sahip bir n tamsayisinan pozitif bolen saysy d(n) (veya T(n)):

dn)=(a1+ 1) (e +1)...(ax + 1)
formiilii ile hesaplanar.
Ornek 12.20. 360 = 23 - 32 .51 sayusimn pozitif bolen sayisina bulalvm:
d360)=B+1)(2+1)(1+1)=4-3-2=24

360 un tam olarak 24 farkl pozitif béleni vardar.

12.3.4 Pozitif Bolenlerin Toplami: o(n)

Tim pozitif bolenlerin toplami o(n) ile gosterilir. Bu toplam, su ¢arpimin paran-
tezlerinin acilmig halidir:

o(n) = (L+pr+pi+- -+ ) (Lt p2r+pi+ -+ p5%) o (Lb e+ oo+ 1)

. pa+171

Geometrik dizi toplam formiilii (1 +p+ -+ p* = ) ) kullanmlirsa:

Teorem 12.21 (Bolenler Toplami Formiilii).

k )
p?z"rl -1

o =117

i=1

12.3.5 Pozitif Bolenlerin Carpimi

n’nin tim pozitif bolenlerini kiiciikten biiylige di,do,...,d,, olarak siralayalim
(m = d(n)). Her d boleni igin % de n'nin bir bolenidir. Bolenleri bagtan ve sondan
eslestirdigimizde:

di-dp=mn, dy-dp_1=n,

Tim m bolen carpildiginda her ¢ift n degerini verir:

Teorem 12.22 (Bélenler Carpimi). n sayisinan pozitif bolenlerinin carpima:

d(n)
5 —

P(n)=n"2 = Vndn)
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12.3.6 Legendre Formiilii (n! Igindeki Asal Usleri)

Faktoriyelli ifadelerin carpan analizinde Legendre formiilii temel bir rol oynar. n! =
1-2-3...n carpiminin asal aciliminda bir p asalinin iissii su teoremle hesaplanir:

Teorem 12.23 (Legendre Formiili). n! sayisinan asal carpanlarina ayrilmas bigi-
mindeki p asalinin en biyik issi vy(n!):

| n n n n
vy(n!) = — | ==+ |=|+|=|+...
) ; LﬂJ L)J L??J LﬁJ
ile verilir. Buradaki toplam, p’ > n oldujunda terimler sufirlandudn icin sonludur.

Sezgi. 1’den n’ye kadar olan sayilar arasinda:

e p’nin kat1 olan L%J tane say1 vardir. Bunlarin her biri carpima en az bir adet
p carpani kazandirir.

« p?nin kat1 olan LI%J tane say1 vardir. Bunlar ikinci bir p carpami daha
kazandirir.

« p3’iin kati olan sayilar ticiincii bir p carpani kazandirir ve siire¢ bu sekilde
devam eder.

Tim bu katkilar toplandiginda formil dogrudan elde edilir. O

Ornek 12.24. 100! saysinin sonunda kag tane sufor vardir?

(Céziim. Bir saymin sonundaki sifir sayisi, carpanlarindaki 10 = 2-5 adedine, yani
min(v2(100!),v5(100!)) degerine esittir. Faktoriyel carpiminda 2 ¢arpan: her iki
adimda bir gelirken 5 ¢arpani beg adimda bir geldiginden, 2'nin kuvveti her za-
man 5’in kuvvetinden biiyiiktiir. Dolayisiyla yalnizca vs5(100!) degerini hesaplamak

yeterlidir:
100 100 100
100! = | — — — | =20+4 =24
v5(100!) {5J—|—{25J+L25J 0+4+0
Demek ki 100! sayisinin sonunda tam 24 adet sifir bulunur. O

12.3.7 Algoritmik Uygulama: Hizli Asal Carpanlara Ayirma

Tek bir n sayisim1 O(y/n) stirede asal carpanlarina ayiran algoritma:

FUNCTION primeFactors(n)
factors = EMPTY_MAP
d=2
WHILE d * d <= n DO

IF n MOD d == 0 THEN
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count = 0
WHILE n MOD d == 0 DO
count = count + 1

n =n DIV d
END WHILE
factors[d] = count
END IF
d=d+1
END WHILE
IF n > 1 THEN
factors[n] = 1
END IF

RETURN factors
END FUNCTION

En Kiiciik Asal Bolen (SPF) Yaklasimi: 1’den N’e kadar ¢ok sayida say1
icin art arda carpanlara ayirma sorgusu yapilacaksa (6rnegin 10° sorgu), her say1
icin O(y/n) deneme yapmak toplamda maliyetlidir. Bunun yerine Eratosthenes
kalburu uyarlanarak her saymin en kiigiik asal boleni (Smallest Prime Factor
- SPF) O(N loglog N) siirede énceden hesaplanabilir. Ardindan herhangi bir n
sayist O(logn) adimda ¢arpanlarina ayrilabilir:

#tdefine MAXN 1000000
int spf [MAXN + 1];

void spf_hesapla(int n) {
for (int i = 1; i <= n; i++) spfl[i] = 1i;
for (int i = 2; 1 * i <= n; i++) {
if (spfli] == 1) { // i asal
for (dnt j =i % i; j <=n; j += 1) {
if (spfljl == j)
spflj]l = i; // j'nin en kucuk asal bolent % 'dir

}

// n't 0(log n) surede carpanlarina ayirma:
void carpani_yazdir(int n) {
while (n > 1) {
int p = spf[n];
int kuvvet = 0;

while (n % p == 0) {
kuvvet++;
n /= p;
}
printf( , P, kuvvet);
}
printf( )
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}

12.3.8 Coziimlii Ornekler

Ornek 12.25. Tam olarak 12 tane pozitif boleni olan en kicik pozitif tamsay:
kagtir?

Coziim. Aradigmnz sayr n = p'pS® ... pi™ olsun. Pozitif bolen sayisi formiiliin-
den:
din) = (g +1)(ag+1)...(a +1) =12

Saymin en kii¢iik olmasim saglamak igin:
1. En kiigiik asallar1 taban olarak se¢meliyiz (2,3,5,...).

2. Biiyiik tusleri daha kiigiik asal tabanlara dagitmaliyiz (p1 < pa < ... iken
ap > a9 > ... )

12’nin ¢arpan gruplarin inceleyelim:
e 12=12 — a;+1=12 = a1 = 11. Aday: 2! = 2048.
¢« 12=6-2 = o3 =5,as = 1. Aday: 2°-3' =32-3 = 96.
e 12=4-3 — a1 =3,a3 =2. Aday: 23-32=8-9="72.
¢« 12=3.2.2 = a; =2, a9 =1,a3 = 1. Aday: 22-3'.5' =4.3.5 = 60.

Bulunan adaylar (2048, 96, 72,60) arasinda en kii¢iigii 60’tir. Gergekten de 60 =
2231 .51 igin d(60) = (2 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 12 olur. O

Ornek 12.26. n pozitif bir tamsayr olmak iizere, d(n) tek sayrdir ancak ve ancak
n bir tam karedir. Kanitlayiniz.

k olsun.

Cézim. 1. Yol (Cebirsel Acihm): n = p{p3? ... py
d(n) = (061 + 1)(042 -+ 1) e (Oék + 1)

Bir carpimin tek say1 olmasi ancak ve ancak tiim ¢arpanlarinin tek say1 olmasiyla
miimkiindiir:

a; + 1 tektir < o ¢ifttir (Vi=1,2,...,k)
Tim oy tsleri ¢ift say1 ise, a; = 23; yazabiliriz:
2
261, 2 2
n— p151p2ﬁ’2 - 'pkﬁk _ <p/f1p§2 - pfgk>
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Bu da n’nin bir tam kare oldugunu gosterir.

2. Yol (Boliim 10’daki Esleme Yontemi): n’nin herhangi bir d pozitif
béleni verildiginde % de bir pozitif bélendir. Bolenleri (d, %) ¢iftleri halinde grup-
layalim. Eger n bir tam kare degilse hi¢hir zaman d = % (yani d?> = n) olamaz.
Dolayisiyla tiim bolenler ikigerli eglegir ve bolen sayisi kesinlikle ¢ift kalir. Yalnizca
n bir tam kare oldugunda d = y/n boleni kendisiyle eglegerek tek bagina kalir; bu
da toplam bélen sayisimi tek yapar. O

Ornek 12.27. 22 —y? = 2024 denklemini saglayan kag farkh (x,vy) pozitif tamsays
tkilisi vardir?

Cozim. Tki kare farki 6zdesligini uygulayarak (z — y)(z + y) = 2024 yazalm.
Burada iki temel noktaya dikkat edilmelidir:

1. x,y € Z" oldugundan x +y > x — y > 0 olmaldur.

2. Bolum 17’de ele aldigimiz parite kontroli: (x +y) + (x —y) = 2z (¢ift) oldu-
gundan, x + y ve x — y carpanlarinin teklik-¢iftlik durumlar1 ayni olmalidir
(va ikisi de tek ya ikisi de ¢ift).

2024 sayisini asal carpanlarina ayiralim:
2024 = 2% 1123

Carpimlar1 2024 olan ve ikisi de ¢ift olan A = z — y ve B = x + y sayilarim
ariyoruz. Carpanlar ¢ift oldugundan A = 2u ve B = 2v yazabiliriz:

(2u)(2v) = 2024 = 4uv = 2024 = wv = 506
506 sayisinin asal ¢arpanlari:
506 =2-11-23

Simdi uwv = 506 ve u < v (z —y < x + y oldugundan) kosulunu saglayan (u,v)
giftlerinin sayisini belirleyelim. 506'nin pozitif bolen sayisi:

d(506) = (1+1)(1+1)(1+1) =8

506 bir tam kare olmadigindan bolenler 4 ¢ift olugturur (u < v kogulunu saglayan
tam 4 adet (u,v) ¢ifti vardir). Belirlenen her (u,v) ¢ifti igin:

r—y=2u, r+y=2v = r=u+v, Y=v—u

tek bicimde pozitif tam say1 ¢oziimler tiretir (v > u > 1 oldugundan z,y > 0
saglanir). Dolayisiyla denklemin tam 4 farkh pozitif tam say1 ¢éziimii vardir. [

Ornek 12.28. 127-182" sayisinin pozitif bolen sayrst 2091 olduguna gére, n pozitif
tamsayisine bulunuz.
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Céziim. Bolen sayisi formiiliinii uygulayabilmek icin sayiy1 6nce asal tabanlarda,
yani kanonik bigimde yazmaliyiz:

Verilen sayiy1 A olarak adlandiralim:
A=12".18%"
12 ve 18’i asal carpanlarina ayiralim:
12=2%2.3, 18=2.32
Yerine yazip iisleri toplayalim:

— 22n+2n . 3n+4n

_ gdn  35n

Artik kanonik formdayiz. Pozitif bolen sayis1 formiliini uygulayabiliriz:

d(A) = (4n+1)(5n + 1)
Soruda bu degerin 2091 oldugu verilmigtir:

(4n+1)(5n +1) = 2091
Ifadeyi acip ikinci dereceden denklemi ¢ozelim:
(4n+1)(5n + 1) = 2091 = 20n* + 9n + 1 = 2091 = 20n* + 9n — 2090 = 0
Bu ifade ¢arpanlarina ayrilirsa:

(n —10)(20n 4+ 209) =0

elde edilir (kontrol: 20n? + 209n — 200n — 2090 = 20n* + 9n — 2090). n pozitif
oldugundan 20n + 209 = 0 kokii elenir ve n = 10 bulunur.

Saglama: n = 10 i¢in (4n+ 1)(5bn + 1) = 41 x 51 = 2091. O
Ornek 12.29. A = 50100!95050! = (15%000) binom katsayisinin 7’ye boliinebilen en biyitik

kuvvetini bulunuz. Yani vy ((15000(?)) degerini hesaplayiniz.

(Coziim. Bolim 5 ve 6’da inceledigimiz kombinasyon ifadelerinin ¢arpan yapisini
belirlerken bolme kurali geregi asal iislerin farkini aliriz:

1000!
vy ((5(Kn)2) = v7(1000!) — 2 - v7(500!)

Legendre formiiliinii kullanarak v7(1000!) ve v7(500!) degerlerini ayr1 ayr1 hesap-
layalim. 7'nin kuvvetleri: 7t = 7, 72 = 49, 73 = 343, 7% = 2401 > 1000.
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Once v7(1000!)’i bulalim:

1000 1000 1000
v7(1000!) = {7J + {@J + \‘343J

=142+204+2 = 164

Simdi v7(500!)’i bulalim:

v7(500!) = {5SOJ +,{%ﬁfJ +}{22§J

=714+104+1=282

Simdi fark: alalim:

1000
=164 —2-(82) = 164 — 164 =
v7((&m)> 6 (82) =164 — 164 =0
1000

Boylece (500) sayist 7 ile bolilnemez; bu asalin en biiyiik kuvveti 70 = 1’dir. O
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EBOB ve EKOK

Tamsayilar teorisinde ve algoritma tasariminda en temel yap1 taglarindan biri, iki
veya daha fazla saymin ortak carpanlarmi ve ortak katlarmi incelemektir. Ister
bir kesri en sade haline getirmek, ister periyodik caligsan iki sistemin ayni anda ne
zaman tetiklenecegini belirlemek, isterse kriptografik anahtarlar tiretmek olsun;
kargimiza daima iki temel kavram ¢ikar: En Biiyiik Ortak Bolen (EBOB) ve
En Kiiciik Ortak Kat (EKOK).

Boliim 11°de ele aldigimiz boéliinebilme bagintisi ve Boliim 12’de gordiigiimiiz
Aritmetigin Temel Teoremi (asal garpanlara ayriligin tekligi), sayilarin i¢ yapisini
inceleme imkani vermigti. Bu konuda, sayilarin bu i¢ yapilarimi birbiriyle kiyasla-
yacak, aralarindaki ortak bolenleri ve katlar: belirleyen kurallar: kuracagiz. Ardin-
dan, antik caglardan bu yana kullanilan en etkili ve hizli yontemlerden biri olan
Oklid algoritmasi ile tamgip hesaplama karmagikligini inceleyecegiz.

13.1 Tanimlar ve Ozellikler

Soyut cebirsel tanimlara gegmeden 6nce, somut bir problemle baglayalim.

Elinizde 24 cm x 36 cm boyutlarinda dikdortgen seklinde bir karton oldugunu
diigiinlin. Bu kartonu, hi¢ parca artmayacak gekilde birbiriyle 6zdeg kare parcgalara
ayirmak istiyorsunuz. Sececeginiz karenin kenar uzunlugu tamsay: cinsinden kag
santimetre olabilir?

Bir karenin kenar uzunlugu d olsun. Kartonun tamamen kaplanabilmesi icin d
uzunlugunun hem 24’d hem de 36’y1 tam bolmesi gerekir:

d|24 ve d]36
24’tin pozitif bolenleri kiimesi:
Bay = {1,2,3,4,6,8,12,24}
36’min pozitif bolenleri kiimesi:

Bss = {1,2,3,4,6,9,12,18, 36}
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Her iki say1y1 da ayni anda boélen sayilar, bu iki kiimenin arakesitidir:
Bay N Bsg = {1,2,3,4,6,12}

Demek ki karemizin kenari 1,2, 3,4, 6 veya 12 cm olabilir. Eger amacimiz en az sa-
yida kare elde etmekse, karenin kenarini miimkiin olan en biiyiik deger se¢meliyiz;
bu deger de kiimenin en biiyiik elemani olan 12°dir.

Simdi soruyu tersine ¢evirelim: Biri 4 dakikada bir, digeri 6 dakikada bir ¢alan
iki calar saat aymi anda caldiktan sonra, tekrar ilk kez kacinci dakikada birlikte
calarlar?

Birinci saat 4, 8, 12, 16, 20, 24, ... dakikalarda calar. Ikinci saat 6, 12, 18,
24, 30, ... dakikalarda galar. Birlikte ¢aldiklar1 dakikalar, 4 ve 6'nin pozitif ortak
katlardir: {12,24,36,48, ...} Bu ortak katlarin en kii¢iigii ise 12’dir.

Bu iki somut gbzlem bizi EBOB ve EKOK kavramlarinin matematiksel tanim-
larina gotirir.

Tanmim 13.1 (En Biiyiik Ortak Bolen). a ve b, en az biri sifirdan farkl iki tamsay
olsun. Hem a’y1 hem de b’yi bolen en biiytk pozitif tamsayiya, a ve b’nin en biiyiik
ortak boleni denir ve ged(a,b) ile gosterilir:

ged(a,b) = max{d € Z" :d | a ve d | b}
Ozel olarak:

o Her a # 0 tamsayisi igin ged(a,0) = |a| kabul edilir; ¢iinkii her d tamsayisi
0’1 boler (0 = d - 0), dolayisiyla ortak bolenler yalnizca a’nin bélenleridir.

o gcd(0,0) tammsizdir (veya bazi cebirsel baglamlarda 0 kabul edilir), zira her
tamsay1 0’1 béldiigiinden sonlu bir maksimum bulunamaz.

o ged(a,b) = ged(lal, |b]) oldugundan, aksi belirtilmedikge a,b > 0 pozitif
tamsayilarini incelemek yeterlidir.

Tanmim 13.2 (Aralarinda Asallik). Eger ged(a,b) =1 ise, a ve b saylarina ara-
larinda asal (coprime / relatively prime) sayilar denir. Bu durum, a ve b’nin
1’den baska pozitif ortak béleni olmadigr anlamina gelir.

Tanmim 13.3 (En Kigiik Ortak Kat). a ve b sifirdan farkl iki tamsay: olsun. Hem

a’nmn hem de b’nin katy olan en Kicik pozitif tamsayya, a ve b’nin en kiigcik
ortak katr denir ve lem(a,b) ile gosterilir:

lem(a,b) = min{m € Z* :a | m ve b | m}
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Asal Carpanlar Perspektifi

Bolim 12°de gordiigiimiiz Aritmetigin Temel Teoremi uyarinca, 1’den biiyiik her
tamsay1 asal carpanlarinin carpimi olarak tek bir bigimde yazilabilir. a ve b sayi-
larini ortak asal tabanlar kullanarak ifade edelim:

a=pps - pit, b=yt p)t

Burada «;, 8; > 0 tamsayilardir (bir asal say1 yalnizca birinde bulunuyorsa, dige-
rinde tissii 0 alnir).

Bir d sayisinin hem a’y1 hem de b’yi bélebilmesi i¢in, d’nin icerdigi her p; asalinin
iissii hem «;’den hem de f;’den biiyliik olamaz. Dolayisiyla d’'nin alabilecegi en
biiyiik asal iissii min(ay, ;) olur.

Benzer sekilde, bir m sayisinin hem ¢’nin hem de b’nin kati olabilmesi i¢in,
m’nin icerdigi her p; asalinin iissii hem «;’den hem de (;’den ki¢iik olamaz. Bu
nedenle m’nin alabilecegi en kiigiik asal iissit max(«;, ;) olur.

Teorem 13.4 (Asal Carpanlar ile EBOB ve EKOK). a = [[,p% ve b =
Hl 1p1 olmak tzere:

ged(a, b) H min(e,6:)

lem(a, b) H max(a,5:)

Bu teoremin dogrudan bir sonucu olarak, EBOB ve EKOK’un temel bir 6zel-
ligini elde ederiz: En biyik ortak bolen, yalnizca biiytuklik bakimindan en biiyiik
olan bolen degildir; diger tiim ortak bolenlerin de bir katidir.

Teorem 13.5 (Ortak Boélenlerin Boliinebilme Ozelligi). a ve b tamsayilar: igin
bir d tamsayist hem a’yr hem b’yi béliyorsa, d mutlaka ged(a, b) 'yi de béler:

d|laved|b = d|gcd(a,b)
Benzer bicimde, a ve b’nin her ortak kat: m icin:
a|mveb|m = lem(a,b) | m

Kanat. a ve b'nin asal ¢arpan ayrigimlarini Teorem 13.4’deki gibi yazalim. d | a
ve d | b ise, d'nin asal garpanlarindaki herhangi bir p; asalinin iissii 7; olsun.
dla = v <a;ved|b = ~; < p; oldugundan ~; < min(cqy, ;) elde edilir.
Bu da dogrudan d | ged(a, b) demektir. Ortak katlar igin ispat benzer gekilde max
fonksiyonu kullanilarak yapilir. O

Teorem 13.6 (EBOB’un Temel Cebirsel Ozellikleri). Her a,b,c,m € Z* igin:
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1. Degisme ozelligi: ged(a, b) = ged(b, a)
2. Birlesme ozelligi: ged(a, ged(b, ¢)) = ged(ged(a,b), ¢) = ged(a, b, ¢)
3. Dagqilma (6lgekleme) ozelligi: ged(m - a,m - b) = m - ged(a, b)

4. Sadelestirme: Eger d = ged(a,b) ise, ged (%, %) =1.

Kanat. (3) 6zelligini gosterelim: a ve b’'nin asal ¢arpanlarindaki tisler «;, 5; ve m’nin
asal carpan ussii k; olsun. m - a’daki asal iis k; 4+ ay, m - b’deki asal is k; + 3;’dir.
Herhangi iki reel say: i¢in min(k + z,k + y) = k + min(z,y) Ozdesligi gecerli
oldugundan:

min(k; + a4, k; + 5;) = ki + min(ay, 5;)

Her asal carpan i¢in bu egitlik saglandigindan ged(m - a,m - b) = m - ged(a,b)
bulunur.

(4) ozelligi ise (3)’te m = d ve ' = a/d, = b/d konularak hemen goriiliir:
d=ged(d-d',d-b)=d-ged(d, V) = ged(d, V) = 1. O

Coziimlii Ornekler

Ornek 13.7. a = 720 ve b = 168 sayilarinan asal carpanlaring kullanarak ged(a, b)
ve lem(a, b) degerlerini hesaplayinaz.

Coziim. 1k olarak iki sayiy1 da asal carpanlarma ayiralim:
720=72-10=2%.32.2.5=2%.32.51. 70
168 =8-21=2%.31.50.7¢

Ortak asallarin uslerinin minimumunu alarak EBOB’u bulalim:

ng(720, 168) _ 2min(4,3) . 3min(2,1) . 5min(1,0) . 7min(0,1)
=2%.3".50.7"=8.3=24

Ortak asallarin uslerinin maksimumunu alarak EKOK’u bulalim:

101’11(720, 168) _ 2max(4,3) . 3max(2,1) . 5max(1,0) . 7max(0,1)
=924.32.51.71 =16.9.5.7=15040

O]

Ornek 13.8. n bir pozitif tamsay olmak iizere, gcd(n, n+2) ifadesinin alabilecegi
degerleri bulunuz.
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Cozim. ki sayiy1 bolen bir d tamsayisi, bu sayilarin tamsay1 katsayili her lineer
kombinasyonunu (farkini, toplamini) da bélmek zorundadir. n’li terimi yok ederek
geriye sabit bir deger birakalim.

d = ged(n,n + 2) olsun. Tanmim geregi:
dln ve d|(n+2)
Boliinebilmenin lineerlik kuralindan, d bu iki saymin farkin1 da bélmelidir:
dl(n+2)—n = d|2
2’nin pozitif bolenleri yalmzca 1 ve 2’dir. O halde d € {1, 2} olabilir.

o Eger n tek say1 ise, n ve n + 2 de tek sayidir. Iki tek saymin ortak boleni
¢ift olamaz, dolayisiyla ged(n,n +2) = 1.

o Eger n ¢ift say1 ise, 2 | n ve 2 | (n+2) oldugundan 2 bir ortak bolendir. d | 2
oldugundan ged(n,n + 2) = 2.

Sonug olarak ifade, n’in tek veya cift olmasina gore 1 veya 2 degerini alir. O

Ornek 13.9. gcd(a,b) = 1 ise, ged(a + b,a — b) ifadesinin yalnizca 1 veya 2
olabilecegini kanitlayiniz.

Céziim. a + b ve a — b ifadelerini taraf tarafa toplayip cikararak a ve b’yi yalniz
birakmaya calisalim.

g = gcd(a+b,a — b) olsun. O halde:
glla+d) ve g|(a—0)
Taraf tarafa toplarsak:
gla+b)+(a-b) = ¢g|2a
Taraf tarafa gikarirsak:
glla+b)—(a—b) = g¢g|2b

g sayist hem 2a’y1 hem de 2b’yi boldiigiine gore, Teorem 13.5 geregince bu iki
sayinin en biiyiik ortak bélenini de bélmek zorundadir:

g | ged(2a,20)
Olgekleme 6zelligini kullanirsak:
ged(2a,2b) = 2 - ged(a,b) =2-1=2

Boylece g | 2 elde edilir. Pozitif bolenler 1 ve 2 oldugundan, g yalmzca 1 veya 2
olabilir. O
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Ornek 13.10. ged(z,y) = 12 ve x + y = 180 sartlarim saglayan kag farkl (z,y)
pozitif tamsayn ikilisi vardur?

Coziim. ged(z,y) = 12 kosulu, x ve y’'nin 12’nin birer kati oldugunu belirtir. Bu
carpani digar1 alirsak kalan bilegenler aralarinda asal olmalidir.

x = 12a ve y = 12b diyelim. Burada EBOB’un tamm geregi ged(a,b) =
olmalidir. Verilen toplam denkleminde yerine yazalim:

12 +12b =180 — 12(a+b) =180 — a+b=15

Simdi toplamlar: 15 olan ve aralarinda asal pozitif (a,b) tamsay1 ¢iftlerini listele-
yelim:

(a,b) =(1,14) = gcd(1,14) =1 (uygun)

(a,b) = (2,13) = d(2 13) =1 (uygun)

(a,b) = (3,12) = ged(3,12) =3 7é 1 (uygun degil)

(a,b) = (4,11) = ged(4,11) =1 (uygun)

(a,b) = (5,10) = ged(5,10) =5 7é 1 (uygun degil)
(a,b) = (6,9) = d(6,9) =3 7& 1 (uygun degil)
(a,b) = (7,8) = ged(7,8) = (uygun)

(a,b) sirasini goz Oniine alirsak, simetrik ¢iftler de gecerlidir: (8,7), (11,4), (13,2)
e (14,1). Toplamda 4 x 2 = 8 farkli (a,b) cifti, dolayisiyla 8 farkli (x,y) ikilisi
vardir. ]

En Sik Yapilan Hata: Genellikle z = 12a ve y = 12b doniigiimii yapildiktan
sonra a+b = 15 denklemini saglayan tiim pozitif (a, b) ¢iftleri sayilir (14 adet).
Ancak eger ged(a,b) > 1 olursa, ged(z,y) = 12 - ged(a,b) > 12 gkacagindan
baglangigtaki kogul bozulur. ged(a, b) = 1 kisitlamasi mutlaka denetlenmelidir.

13.2 Oklid Algoritmasi

Asal carpanlara ayirma yontemi teorik agidan acik olsa da biiytk sayilarda pratik
bir engele carpar: Biiyiik sayilari asal ¢arpanlarina ayirmak son derece
zordur.

Ornegin yiiz basamakl iki saymm asal carpanlarmi bulmak giiniimiiz siiper
bilgisayarlariyla dahi pratik zaman siirlar i¢inde miimkiin degildir (modern RSA
sifreleme sistemleri de bu zorluga dayanir). Peki asal ¢arpanlarini bilmedigimiz
biiyiik sayilarin EBOB’unu hizlica bulabilir miyiz?

Bu sorunun yaniti, M.O. 300 civarinda Iskenderiyeli Oklid tarafindan verilmis-
tir.
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Cikarma Yoluyla EBOB ve Bolme Adimi

EBOB’un temel bir ézelligi sudur: Eger bir d sayisi a’y1 ve b’'yi (a > b) boliiyorsa,
farklar1 olan a — b’yi de bolmek zorundadir. Dahasi, b ile @ — b’nin ortak bdélenleri
kiimesi ile a ile b’nin ortak bolenleri kiimesi tamamen aynidir.

Teorem 13.11. Her a,b € 7Z i¢in:

ged(a, b) = ged(b,a — b)

Kamit. d | a ve d | b olsun. O halde d | (a — b) olur. Dolayisiyla a ve b'nin her
ortak boleni, b ve a — b’'nin de bir ortak boélenidir. Tersine, ¢ | b ve ¢ | (a — b)
olsun. O halde ¢ | b + (a — b) = a olur. Dolayisiyla b ve a — b’'nin her ortak
boéleni, a ve b'nin de bir ortak boélenidir. Her iki ciftin ortak bolenler kiimesi
Ozdes oldugundan, bu kiimelerin en biiyiik elemanlar:1 da ayni olmak zorundadir:
ged(a, b) = ged(b,a — b). O

Bu adimi tekrarlayarak a’dan b’yi art arda c¢ikarabiliriz:
ged(a, b) = ged(b,a — b) = ged(b,a — 2b) = ... = ged(b,a — gb)

Bolme algoritmasindan bildigimiz iizere a’nin b’ye boliimiinden kalan r = a — ¢b
(0 < r < b) olduguna gore, bu iglemi tek bir bolme adimiyla gerceklestirebiliriz:

Teorem 13.12 (Oklid Algoritmasinin Temel Adimi). a,b € ZT vea =q-b+r
(0 <r <b) olsun. O halde:

ged(a, b) = ged(b, )

Kanat. g1 = ged(a,b) ve go = ged(b,r) olsun.
1. g1 | a ve g1 | b oldugundan, r = a — gb ifadesi a ve b'nin lineer kombinas-
yonudur; dolayisiyla g; | r. Hem 0’yi hem r’yi boldiugi igin, Teorem 13.5
uyarinca g | ged(b, r), yani g1 | g2. Pozitif olduklarindan g; < gs.

2. g2 | b ve g2 |  oldugundan, a = ¢b + r ifadesinden 6tiirii g2 | a. Hem a’y1
hem b’yi boldiigi i¢in go | ged(a, b), yani g2 | g1. Buradan g2 < g;.

g1 < g2 ve ga < g1 esitsizlikleri ancak g; = g2 durumunda saglanir. O

Algoritma su sekilde isler: Kalan » = 0 olana kadar (a,b) < (b,a mod b) déni-
stimii yinelenir. Kalan 0 oldugunda, son sifirdan farkh kalan aradigimiz ged(a, b)
degeridir; ¢iinkii ged(g,0) = g’dir.
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Somut Bir Hesaplama: gcd(1071,462)

Oklid algoritmasini adim adim uygulayalim:

1071 = 2 - 462 + 147 — gcd(1071,462) = ged (462, 147)
462 = 3147 + 21 — ged(462,147) = ged(147,21)
147="7-2140 — ged(147,21) = ged(21,0) = 21

Yalmzca ti¢ bolme igleminde ged(1071,462) = 21 sonucuna ulagtik; higbir asal
¢arpan hesabi1 yapmamiz gerekmedi.

Algoritmanin Karmasgikligi ve Calisma Zamani

Bir algoritmanin kag¢ adimda sonlandigini bilmek, 6zellikle olimpiyat ve yarigma
programlamasinda belirleyicidir.

Teorem 13.13 (Kalanin Kiigiilme Hiz1). Eger a > b > 0 ve r = amod b ise,
r < § olur.

Kanat. Tki durumu inceleyelim:

e Durum 1: b < 5. Bolme algoritmasi geregi r < b oldugundan, dogrudan
r < 5 elde edilir.

e Durum 2: b > §. Bu durumda b, a'nin iginde en fazla 1 defa bulunabilir
(¢ =1). O halde kalan r =a — b < a— § = § olur.

Her iki durumda da r < § esitsizligi kesinlikle saglanir. O

Bu teorem, her iki adimda bir sayilarin en az yar: yariya kii¢iildiigiinii gosterir.
Dolaysiyla N = max(a, b) olmak iizere algoritma en fazla 2log,(/N) adimda biter.
Yani Oklid algoritmasmin zaman karmagiklig::

O(log(min(a,b)))

mertebesindedir. 64-bitlik biiyiik bir tamsay1 (a =~ 10'®) i¢in bile Oklid algoritmas1
en fazla 90-100 bolme igleminde tamamlanir.

En Kétii Durum (Lamé Teoremi): Oklid algoritmasinda béliimlerin siirekli
q = 1 ¢iktig1 en yavag durum, Boliim 9’da inceledigimiz ardigik Fibonacci sayilar:
ile (F,+1 ve F),) kargilaginca olugur. Fransiz matematik¢i Gabriel Lamé, basamak
sayisi k olan iki sayinin EBOB’unun en fazla 5k adimda bulunabilecegini ispatla-
migtir.
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Kod Gergeklestirmeleri

Oklid algoritmasi hem rekiirsif (rekiirsif) hem de dongiisel (iteratif) olarak sade
bir bicimde kodlanabilir.

FUNCTION gcd(a, b)

WHILE b != 0 DO
remainder « a MOD b
a+b
b « remainder

END WHILE

RETURN ABSOLUTE_VALUE(a)

END FUNCTION

Aymi algoritmanin C dilindeki rekiirsif ve dongiisel kargiliklar:

/* Rekurstf yontem */

long long gcd_rec(long long a, long long b) {
return (b == 0) ? a : gcd_rec(b, a % b);

}

/* Dongiusel (iteratif) yontem */
long long gcd_iter(long long a, long long b) {
while (b != 0) {
long long r = a % b;

a = b;
b =r;
}
return a;

Coziimlii Ornekler

Ornek 13.14. Her n pozitif tamsayisy icin ged(5n+ 3, 3n +2) ifadesinin degjerini
bulunuz.

Coziim. Oklid algoritmasmin ged(4, B) = ged(B, A — B) kuralimi kullanarak n’li
terimlerin katsayilarini sifirlayana kadar ¢ikarma adimlarini yiiriitelim:

ged(bn + 3,3n + 2) = ged(3n + 2, (5n+ 3) — (3n + 2))
=gcd(3n+2,2n+ 1)

Bir adim daha ¢ikarma uygulayalim:

ged(3n+2,2n+1) =ged(2n+1,(3n+2) — (2n + 1))
=ged(2n+1,n+1)
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Bir kez daha uygulayalim:

ged(2n+1,n+1)=ged(n+1,2n+1) — (n+1))
=gcd(n+1,n)

Son olarak:
ged(n +1,n) = ged(n, (n+ 1) —n) = ged(n,1) =1

Demek ki n hangi pozitif tamsay1 olursa olsun 5n + 3 ve 3n + 2 daima aralarinda
asaldir; EBOB her zaman 1’dir. ]

Ornek 13.15 (Uluslararas1 Matematik Olimpiyati 1959, Problem 1). Her n pozi-
tif tamsayist igin ﬂgig kesrinin sadelegtirilemez (indirgenemez) oldugunu kanat-
layanaz.

Céziim. Bir kesrin sadelegtirilemez olmasi, pay ve paydasinin aralarinda asal ol-
masi, yani en biiyiik ortak bolenlerinin 1 olmasi anlamina gelir. ged(21n+4, 14n+
3) = 1 oldugunu Oklid algoritmasi ile gosterelim:

2n+4=1-(14n+3) + (Tn+1)

Buradan:
ged(2In+4,14n+ 3) = ged(1dn + 3,7n + 1)

Simdi 14n + 3 ifadesini 7n + 1’e bolelim:
4n+3=2-(Tn+1)+1
Kalan 1’dir. Teorem 13.12 uyarinca:
ged(1dn 4+ 3,7n+1) = ged(Tn +1,1) =1

Pay ve paydanin EBOB’u 1 oldugundan kesir higbir n degeri i¢in sadelestirilemez.
O

Ornek 13.16. a ve b pozitif tamsayilar olmak dizere,
ged (20 — 1,20 — 1) = 28cd(@b)
oldugunu kanitlayimiz.

Céziim. Genelligi bozmadan a > b kabul edelim. Bolme algoritmas: geregi a =
gb + r yazabiliriz (0 < r < b). Su cebirsel agilimi inceleyelim:

2% 1 =2%t" _ 1 =97(2% — 1) 4+ (2" — 1)
Her pozitif k icin (z — 1) | (z¥ — 1) oldugundan, z = 2° segilirse:

-7 -1) = @-1)|2"-1)
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Dolayisiyla bir M tamsayisi icin 29 — 1 = M - (2° — 1) olur. Yerine yazarsak:
29 -1=92"-M-(2°—1)+ (2" —1)

Bu esitlik, 2% — 1 sayisinin 2° — 1’e boliimiinden kalanin 2" — 1 oldugunu gésterir.
Ortak bélenler bakimindan:

ged(29 — 1,20 — 1) = ged(2° —1,2" — 1)
Bu bagmti, iislerde yiiriitiilen Oklid adiminim (a,b) — (b,r = a mod b) birebir

tabana yansimasidir. Oklid algoritmas iislerde ilerleyip sifirdan farkl son kalan
olan ged(a, b)’ye ulastiginda, tabandaki ifade de 28°4() — 1 degerine ulagir. [

13.3 ged-lem = ab

EBOB hesaplamasini O(logn) karmagikhginda yapmay1 gordiik. Peki iki biytik
saymin EKOK’unu bulmak i¢in tekrar asal carpanlara dénmek gerekir mi?

Iki saymin EBOB’u ile EKOK’u arasinda dogrudan bir bagint: bulunmaktadir;
bu sayede EKOK hesab1 da tek bir EBOB hesabina indirgenir.

Temel Ozdeslik ve Ispati

Teorem 13.17. Her a,b € Z™ igin:

ged(a,b) - lem(a,b) =a-b

Kanst. Herhangi iki gercel x ve y sayisi igin su esitlik daima gecerlidir:
min(z,y) + max(z,y) = +y

(Sayilarin hangisinin kii¢iik ya da biiyiik olduguna bakilmaksizin biri min’e, digeri
max’a karsilik gelir ve toplamlari z + y olur.)

Simdi a ve b’yi asal ¢arpanlarina ayiralim:

k k
a:pr”, b:Hpii
i=1 i=1

Teorem 13.4 uyarinca:

ged(a, b) H mm(a“ﬁl lem(a, b) H max(ei,5i)
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Bu iki ifadeyi carpalim:

k k
ged(a, b) - lem(a, b) = (pr“n(“iﬁi)> . (Hp;naX(ai,Bi)>
=1 i=1

k
min(a;,B;)+max(a;,B;)

i=1
k
i=1
k k
i=1 i=1
Boylece ispat tamamlanir. O

Bu egitlik sayesinde EKOK bulmak icin ayri bir algoritma yazmaya gerek kal-

maz; Oklid algoritmasi ile gcd(a, b) hesaplandiktan sonra formiil isletilir:
a-b

1 b) = ———

cm{a,b) ged(a, b)

Programlamada Tagsma (Overflow) Tuzag

Formiilii dogrudan (a * b) / gcd(a, b) bigiminde kodlamak yaygin bir hatadir.
a ve b sayilar1 107 mertebesinde oldugunda her ikisi de standart 32-bit isaretli
tamsay! tiiriine (int) sigar. Ancak bu iki say1 énce carpildiginda:
a-b~10"
degeri 32-bit stirmi (23! — 1 =~ 2 x 10?) asar ve aritmetik tagma (integer overflow)
meydana gelir. Sonug anlamsiz veya negatif gikabilir.

Hatta 64-bitlik long long tiirii kullanilsa dahi, a,b =~ 104 oldugunda carpim
10%® degerine ulagarak 64-bit smirmi (=~ 9 x 10'®) da asar.

Coziim: ged(a,b) sayist tamm geregi a’y1 kalansiz boler. Bu nedenle ¢arpma
isleminden 6nce bolme iglemini gergeklestirmek tagmay1 engeller:

lem(a, b) = (M) b

zd(ah) ifadesi daima bir tamsayidir ve sayiy1 kiigiilterek ara tagmalarin oniine
geger.

long long lcm(long long a, long long b) {
if (a == 0 || b == 0) return 0;
/* Once bol, sonra carp: tasmayi onler! */
return (a / gcd_iter(a, b)) * b;

211




Bolim 13. EBOB ve EKOK

Ug veya Daha Fazla Sayida Durum

En Sik Yapilan Hata: gcd(a,b)-lem(a, b) = a-b bagmtisina dayanarak benzer
esitligin ¢ say1 icin de gegerli olacag1 yanilgisina sikca diisiiliir:

ged(a, b, ¢) - lem(a, b, ¢) Lab-c (YANLIS!)

Bu esitlik genel olarak gegersizdir. Kars1 Ornek: a = 2,b = 2,¢ = 2 olsun.
ged(2,2,2) = 2 ve lem(2,2,2) = 2°dir. ged-lem = 2-2 =4 ikena-b-c =
2-2-2=281dir (4 #8).

Benzer sekilde a = 2,b = 3,¢ = 6 i¢in ged(2,3,6) = 1 ve lem(2,3,6) = 6’dur.
ged-lem =6 iken a - b - ¢ = 36°dir.

Bunun nedeni, {i¢ gergel say1 i¢in genel olarak

min(z,y, z) + max(z,y,2) Zx+y+ 2

olmasidir; ortadaki deger (medyan) bu toplamda yer almaz.

Ug say1 icin gecerli bagint1 soyledir:
Teorem 13.18 (Ug Say1 icin EKOK Formiilii). Her a,b,c € Z* igin:

a-b-c-ged(a,b,c)

1 b,c) =
cm(a, b, c) ged(a, b) - ged(b, ¢) - ged(c, a)

Kamit. Herhangi bir asal p i¢in a, b, c’deki iisler sirasiyla x,y, z olsun. Genelligi
bozmadan x < y < z varsayabiliriz. Payin iissii:

r4+y+z+min(r,y,z)=z+y+z+ax=2zr+y+z
Paydanin {issii:

min(z,y) + min(y, z) + min(z,2) =z +y+zx =2x+y
Payin tissiinden paydanin iissiinii ¢ikarirsak:

2z +y+2) — (22 + y) = z = max(z,y, 2)

Bu deger tam olarak lem(a, b, ¢) igindeki p asalinin iissiidiir. Her asal i¢in bu egitlik
saglandigindan teorem ispatlanmig olur. O
Coziimlii Ornekler

Ornek 13.19. a + b = 56 ve lem(a,b) = 105 esitliklerini saglayan tim (a,b)
pozitif tamsay tkililerini bulunuz.
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Cozim. d = ged(a,b) tanmimlarsak, d sayist hem a’y1 hem b’yi boldiigi icin top-
lamlar1 olan a + b = 56’y1 da bolmelidir. Ayni zamanda d, lem(a,b) = 105’in de
bolenidir.

Boylece:

d|(a+b) = d|56
d|lem(a,b) = d| 105

O halde d, 56 ve 105’in bir ortak bélenidir:
d | ged (56, 105)
Oklid algoritmasi ile ged(56,105)’i bulalim:
105 =1-56 +49 = ged(105,56) = ged(56,49) = ged(49,7) = 7

Dolaysiyla d | 7’dir. Pozitif bolenler olarak d = 1 veya d = 7 olabilir.

Durum 1: d =1 ise. ged(a,b) =1 = a-b =lem(a,b) = 105. Toplamlar: 56,
carpimlar1 105 olan iki say1 arayalim: 2 — 56t + 105 = 0 denkleminin diskriminant:
A = 562 —4-105 = 3136 — 420 = 2716 tamkare olmadigindan tamsay1 ¢oziimii
yoktur.

Durum 2: d =7 ise. a = Tx ve b = Ty diyelim; burada ged(x,y) = 1 olmalidur.
a+b=56 = T7(x+y) =56 = x+y =8.lem(a,b) = Try = 105 = zy = 15.
Toplamlar: 8, carpimlar: 15 olan sayilar 3 ve 5'tir: {z,y} = {3,5}. Aralarinda
asal olduklarmi kontrol edelim: ged(3,5) = 1 kosulu saglanir. Buradan a ve b
degerleri:
{a,b} ={7-3,7-5} ={21,35}

Sirali ikililer olarak ¢oztimler (21,35) ve (35,21)’dir. O

Ornek 13.20. lem(a,b) — ged(a,b) = 103 esitligini saglayan tim (a,b) pozitif
tamsay ikililering bulunuz.

Cozim. g = ged(a,b) diyelim. a = gz ve b = gy olsun (ged(z,y) = 1). Bu
durumda lem(a, b) = gzy olur. Ifadeyi g parantezine alalim:

gry — g =103 = g(xy —1) =103

103 asal bir sayidir; bu nedenle pozitif ¢arpanlar1 yalnizca 1 ve 103’tiir. Buradan
iki olasilik gikar:

Olasihk 1: g =103 vezy — 1 =1l. 2y —1 =1 = zy = 2.  ve y pozitif
tamsayilar oldugundan {z,y} = {1, 2} olmalhdir. Buradan:

{a,b} = {103 -1,103 -2} = {103,206}

Kontrol edelim: ged(103,206) = 103, lem (103, 206) = 206. 206 — 103 = 103 esitligi
saglanir.
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Olasilik 2: g=1vexzy—1=103. xzy — 1 = 103 = zy = 104. Ayrica g = 1
oldugundan ged(z,y) = 1 olmahdir. 104 = 2313 = 8 - 13. Carpimlar1 104 olan ve
aralarinda asal {x,y} ¢iftleri:

o {2y} ={1,104} = {a,b} = {1,104}
e {z,y} ={8,13} = {a,b} = {8,13}

({2,52} ve {4,26} ciftlerinde gcd > 1 oldugundan elenir.)
Sonug olarak tiim (a, b) ikilileri: (103, 206), (206, 103), (1,104), (104, 1), (8,13)
ve (13, 8)’dir. O

Ornek 13.21. ged(z,y) = 24 ve lem(z,y) = 2496 kosulunu saglayan kag¢ farkh
(z,y) pozitif tamsay ¢ifti vardur?

Coziim. x = 24a ve y = 24b dontigiimii yapalim (ged(a,b) = 1).

24
lem(z,y) = 24ab = 2496 = ab = % =104

Problem, c¢arpimlar1 104 olan ve ged(a,b) = 1 kosulunu saglayan (a,b) ikililerini
saymaya indirgenir.

104’1 asal ¢arpanlarina ayiralim:
104 = 2% 13!

ged(a,b) = 1 olmasi icin, 104’iin asal ¢arpan bloklar1 (23 ve 13!) ya biitiiniiyle
a’ya ya da biitlinliyle b’ye ait olmalidir; boéliinemezler. Burada 2 farkli asal blok
vardir: 23 ve 131, Her blok icin 2 secenek mevcuttur (ya a’da ya da b’de yer alir).
Dolayisiyla aralarinda asal (a, b) ikililerinin sayisi:

22 =4

Bu ciftler (a,b) € {(1,104), (8,13), (13,8),(104,1)} olup her biri gegerli bir (z,y)
ikilisi tiretir. Yanit 4’tiir. O

Ornek 13.22. a,b, ¢ pozitif tamsayilar olmak idizere, lem(a,b) = lem(a + ¢, b — c)
ise ¢’nin alabilecegi degerler hakkinda ne séylenebilir?

Cozim. L = lem(a,b) = lem(a + ¢,b — ¢) diyelim. EKOK tanimi geregi, her iki
ikilideki sayilar L’yi boler:

(I|L, b|L7 (a—I—C)|L, (b—C)|L

Ug durumlari inceleyelim: Eger ¢ = b olursa b — ¢ = 0 olur ki bu pozitif tamsayilar
kiimesinde tanimsizdir. ¢ = b durumunda L = a olur; o halde (a+ ¢) | a olmahdir.
Fakat pozitif ¢ i¢in a + ¢ > a oldugundan bu imkénsizdir; dolayisiyla a # b
olmalidir.

214



Bolim 13. EBOB ve EKOK

Boyle bir esitligin saglanabilecegini somut bir degerle gorelim: ¢ = 2,6 = 3
segelim. lem(2,3) = 6. ¢ = 1l alwsak: a+¢c=2+1=3,b—c=3-1= 2.
lem(3,2) = 6. Goriildiigii gibi a = 2,b = 3,¢ = 1 bir ¢éziimdiir.

Genel olarak, a+c = b ve b—c = a denklemleri aslinda ayni1 denklemdir; ikincisi
birincinin yalnizca yeniden diizenlenmig halidir ve her ikisi de ¢ = b — a sonucunu
verir. Bu secimle (a + ¢,b — ¢) = (b,a) olur; yani ikili yalmzca yer degistirir ve
lem(a, b) = lem(b, a) oldugundan EKOK esitligi apagik saglanir. Somut bir 6rnekle
dogrularsak: a = 2,b = 3 igin ¢ = b — a = 1’dir ve gergekten (a + ¢,b —¢) = (3,2)
olup ikili yer degistirmistir. Bu inceleme bize, buradaki ¢6ztimiin ikilinin yalnizca
yer degistirmesi durumuna dayandigini gosterir. O

Bu béliimde kurdugumuz EBOB, EKOK ve Oklid algoritmas: temelleri, Boliim
14’te ele alacagimiz modiler aritmetik konusunun ¢ekirdegini olugturacaktir.
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Modiuler Aritmetik

Glndelik yasamda zamamn takip ederken farkinda olmadan matematigin en kulla-
nigh ve temel yapilarindan birine bagvururuz. Saat gu an 09 : 00’u gosteriyorsa, 5
saat sonra saatin 14 : 00 degil de 02 : 00 oldugunu soylemek son derece dogaldir.
Benzer sekilde, giinlerden sali ise 14 giin sonra yine sali olacagini hemen hesaplariz;
¢inkii haftanin giinleri yediger yediser tekrarlanan bir dongiiden ibarettir.

Olimpiyat matematiginde ve bilgisayar biliminde biiyiik sayilarla iglem yapar-
ken, sayilarin kendisinden ziyade belirli bir periyoda gore biraktiklari kalanlar
énem kazanir. Ornegin 2'°% sayismim tiim basamaklarini hesaplamak ne kagit
tizerinde ne de standart veri tipleriyle pratik bir istir; oysa bu sayimnin 7 ile bolii-
miinden kalani bulmak yalnizca birkag adimlik kisa bir iglem gerektirir.

Bolim 11’de ele aldigimiz boliinebilme kurallar: ve bolen kavrami, sayilar: tam
boélen carpanlar: inceliyordu. Burada ise béliinememenin geride biraktig: fazlalik-
lar1, yani kalanlar sistematik bir cebirsel yapiya kavusturacagiz. Carl Friedrich
Gauss’un temellerini attigi bu dile modiiler aritmetik diyoruz.

14.1 Kongruans

14.1.1 Motivasyon ve Sezgi

Kavramin ¢ikig noktasini anlamak icin 6nce sayilar arasindaki farklara odaklana-
lim. 17 ve 38 sayilarini goz 6niine alalim. Bu iki say1y1 ayr1 ayri1 7’ye boldiigiimiizde:

17=2x7+3

B=>5x7+3

Goriuldiigi tizere her iki say1 da 7’ye boéliindiiginde aym kalani (3) verir. Simdi
bu iki saymin farkina bakalim:

38—-17=21=3x7
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Fark, 7’nin tam katidir. Bu beklenen bir durumdur: ki say1 aym kalana sahipse,
bu sayilardan kalan kisimlar: ¢ikardigimizda geriye yalnizca bolene ait tam katlar
kalir. Dolayisiyla farklar: bélene tam boéliinmek zorundadir.

Modiiler aritmetigin temel sezgisi sudur: Belli bir m tam sayis1 sabit tutuldu-
gunda, m’ye bolindiiklerinde ayni kalani veren tiim tam sayilar “egsdeger” kabul
edilir.

Tanim 14.1 (Kongruans (Denklik)). m > 1 bir pozitif tam say: ve a,b € Z olsun.
Eger m sayist a — b farkiny tam boliyorsa, yani m | (a —b) ise, a sayist b sayisina
m modiliine gore denktir (kongruanstir) denir ve bu durum

a=b (modm)

bi¢iminde gésterilir. Buradaki m degerine modil denir. EGer m { (a—0b) isea # b
(mod m) yazlur.

Bu tanmim, Boliim 11°deki bélme algoritmasi geregi a ile b’'nin m’ye bolindiikle-
rinde ayni kalani vermesiyle tamamen egdegerdir. Gergekten de a = ¢ym + r1 ve
b=gom+1r2 (0 <ry,re < m) yazilirsa:

a—b=(q —q)m+ (r1 —ra)
olur. m | (a — b) olabilmesi i¢gin m | (r; — ro) olmalidir. Ancak —m <711 —7r9 <M
oldugundan bu ancak ve ancak r; —re = 0, yani r; = r9 durumunda miimkiindiir.

14.1.2 Denklik Bagintis1 Olarak Kongruans

Kongruans simgesi (=) siradan egitlik simgesine (=) kasith olarak benzetilmistir;
zira kongruans, tam sayilar kiimesi iizerinde bir denklik bagintisi olugturur.

Teorem 14.2 (Kongruansin Temel Ozellikleri). Her a,b,c € Z ve m € ZT i¢in
asagqidaki ézellikler saglanar:

1. Yanswma (Reflexivity): a = a (mod m).
2. Simetri (Symmetry): a =b (mod m) = b=a (mod m).

3. Gegigsme (Transitivity): a = b (mod m) ve b = ¢ (mod m) = a=c
(mod m).

Kanat. Ozellikleri sirasiyla kanitlayalim:

1. a—a=0=0-m oldugundan m | (a — a) saglanir, yani a = a (mod m).

2.a=b(modm) = m|(a—b = a—b=Fk-m (k€ Z). Buradan
b—a = (—k)-m olur. —k € Z oldugundan m | (b — a) elde edilir, yani b = a
(mod m).
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3. a =b (mod m) ve b = ¢ (mod m) ise a — b = kym ve b — ¢ = kom olacak
sekilde k1, ko € Z vardir. Taraf tarafa toplarsak:

(a=b)+(b—c)=a—c= (ki +ka)m
k1 + ko € Z oldugundan m | (a — ¢) gikar, yani a = ¢ (mod m).

O

Bu ¢ 6zellik sayesinde tam sayilar kiimesi Z, m modiiliine gére m tane ayrik
kiimeye pargalanir. Bu kiimelere kalan smiflar1 (denklik siniflar1) denir. Genel-
likle her simifi temsil etmek tizere {0, 1,2, ..., m—1} kiimesindeki en kii¢iik negatif
olmayan sayilar segilir.

14.1.3 Negatif Sayilar ve Programlamada Mod Islemi

Matematiksel tanima gore bir sayimin mod m’deki dengi her zaman pozitif olmak
zorunda degildir; érnegin:

—3=4 (mod 7)
¢inkdt 7| (-3 —4) = 7| (—7) dogrudur. Ancak standart temsil istendiginde,
sonuca m’nin katlar: eklenerek 0 < r < m araligina dusiriliir:

—17 (mod b)) = —17+4x5=3 = —17=3 (mod 5)

Ornek 14.3. —44 sayisinan 9 modiliindeki en kiigik negatif olmayan denkligini
bulunuz.

Céziim. —44’e 9’un katlarini ekleyelim: —44 4+ 9 x5 =—-444+45=1.0<1<9
oldugundan, —44 =1 (mod 9) elde edilir. O

Programlama Dillerinde Kalan islemi

Programlama yarigmalarinda sik yapilan hatalardan biri, dillerdeki kalan opera-
toriiniin (%) matematiksel modiiler aritmetikle birebir ortiigmemesidir.

C/C++ dillerinde % operatorii sifira dogru yuvarlama mantigiyla caligir. Bu
nedenle negatif sayilarda negatif sonug tretir:

// C / C++ dillerinde:
int r = -17 % 5; // r degert -2 cikar! (Cunku -17 = (=3)*5 + (-2))

Oysa matematikte r € {0,1,2,3,4} olmahdir (yani —17 = 3 (mod 5)). Python’da
ise % operatorii tabanlama mantigiyla tanimlandigindan matematiksel kongru-
ansla dogrudan uyumludur:

r = -17 MOD 5
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C/C++ kullamirken negatif sayilarin modunu giivenli bir bigimde almak igin
su kalip tercih edilir:

long long guvenli_mod(long long a, long long m) {
long long r = a % m;
if (r < 0) r += m;
return r;

Ornek 14.4. z = 5 (mod 11) olduguna gére, 2z + 7 ifadesinin 11 modiilindeki
en kiiciik negatif olmayan temsilcising bulunuz.

Céziim. * = 5 (mod 11) ifadesi, z = 11k + 5 (k € Z) anlamma gelir. Ifadede
yerine yazarsak:

20 +7=2(11k+5)+7=22k+104+7=11(2k+1) +6

11’in tam kati olan terim atilirsa geriye kalan 6 olur. Dolayisiyla 22 +7 = 6
(mod 11) bulunur. O

14.2 Modiiler Aritmetik ve Us

14.2.1 Aritmetik Islemlerin Korunumu

Modiiler aritmetigin asil kolayligi, biiyiik sayilarla yapilan cebirsel iglemlerde her
ara adimda mod alabilme esnekliginden gelir. Bir sayiy1 6nce biiyiitiip sonra mo-
dunu almak ile, sayilarin modunu alip kiigiik sayilarla islem yapmak tamamen
ayni sonucu Verir.

Teorem 14.5 (islem Korunumu). a = @’ (mod m) ve b=1b" (mod m) olsun. Bu
takdirde:

1. a+b=d +V (mod m)
2.a—b=d -V (mod m)

3. a-b=d -t (mod m)

4. Her k € Z% igin a* = (a/)F (mod m)

Kanat. Varsaymmlar geregi a — a’ = kym ve b — b/ = kam olacak sekilde k1, ko € Z
sayilar1 vardir.

1. (a+b)—(d+V)=(a—a)+ (b—=V)=kim+ kam = (k1 + k2)m. Buradan
m | ((a+b)—(a +0V)), yania+b=d +b (mod m).

2. (a=b)—(d=V)=(a—d)—(b—b") = (k1 — ko)m. Dolaywsiylaa—b=a' -0/
(mod m).
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3. Carpim i¢in gu cebirsel 6zdegligi kuralim:
ab—a't =ab—db+db—dt =bla—d)+db-V)
Burada a — a’ = kym ve b — b/ = koym yazarsak:
ab — a't/ = b(kym) + a'(kam) = m(bk1 + a'kz)

Parantez i¢i bir tam say1 oldugundan m | (ab—a’t’), yani ab = o't/ (mod m)
elde edilir.

4. Ugiincii ézelligin k defa art arda uygulanmasiyla (veya matematiksel tiime-
varimla) @ = (a’)* (mod m) dogrudan kamitlanir.

O

14.2.2 Boélme Islemi Neden Yapilamaz? (Sadelestirme Kurali)
Toplama, ¢ikarma ve carpmada gecerli olan bu esneklik, bélme igleminde dog-
rudan uygulanamaz.

Ornek 14.6. Asajidaki kongruansy inceleyelim.:
6=2 (mod4)

Her iki tarafi 2 ’ye bolersek 3 = 1 (mod 4) elde ederiz. Fakat 3—1 = 2 olup 4 1 2 dir;
dolayiswyla denklik bozulur: 3 # 1 (mod 4).

Bolme yaparken modiiliin de degismesi gerekebilir:

Teorem 14.7 (Sadelestirme Kurali). ¢ # 0 bir tam say: olsun.
m

ae=bee (modm) <= a=b (mod o)

Ozel olarak, ejer ged(c,m) = 1 ise (yani c ile m aralarnda asal ise), her iki taraf
c’ye dogrudan bolinebilir:

a-c=b-¢ (modm) <= a=b (mod m)

Kanit. ac = be (mod m) = m | (ac —bc) = m | c(a — b) demektir. Her iki
tarafi d = ged(c, m) degerine bolelim. Buradan:

m C
FRCRD

elde edilir. EBOB tanimi geregi ged (%, 3) = 1’dir. Bolim 11’de gérdiigiimiz
Oklid lemmasina gére, aralarinda asal iki sayidan biri digerinin carpanini bélmek
zorundadir. Dolayisiyla:

% ‘ (a—b) <= a=b (mod %)

olup ispat tamamlanir. ]
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Ornek 14.8. 15z = 35 (mod 20) kongruansin saglayan tim x tam saylarima
bulunuz.

Coziim. Once denklemi 5 ile sadelestirelim. Burada ¢ = 5 ve modiil m = 20°dir.
ged(5,20) = 5 oldugundan yeni modiilimiiz 20/5 = 4 olur:

3r =7 (mod 4)

7 = 3 (mod 4) oldugundan denklem 3z = 3 (mod 4) halini alir. Simdi her iki
tarafl 3’e bolelim. Boliim 13’ten bildigimiz tizere ged(3,4) = 1 oldugundan modiil
degismez:

x=1 (mod 4)
Demek ki z, 4’e boliindiigiinde 1 kalanini veren bir sayidir. Ancak orijinal soruda
modiil 20 idi. z = 4k + 1 bi¢imindeki sayilarin mod 20’deki kargiliklarini bulmak
icin k € {0,1,2,3,4} degerlerini veririz:

z €{1,5,9,13,17} (mod 20)

Orijinal modiilde tam 5 farkli ¢oziim vardir; bu say1 dogrudan ged(15,20) = 5
degerine egittir. O

14.2.3 Hizh Us Alma (Binary Exponentiation)

Algoritmik problemlerde sik¢a a® (mod m) degerini hesaplamamiz istenir; burada
b, 10'® gibi oldukca biiyiik bir say1 olabilir. a’y1 b defa kendisiyle carpmak O(b)
adim siirer ve zaman sinirini agar.

Bunun yerine ikili (binary) iis alma teknigi kullanilir. Buradaki temel fikir, b'nin
paritesine (tek ya da ¢ift oluguna) gore tssii yariya indirmektir:

1, b=0
a’ = (a/?)2, b cift ise
a-(a®=D/2)2 b tek ise

Boylece her adimda iis yariya iner ve hesaplama karmagikhigi O(logb) seviyesine
diiger.

// 0(log b) zamaninda a”b mod m hesabi
long long hizli_us(long long a, long long b, long long m) {
long long sonuc = 1;
a %= m;
while (b > 0) {
if (b & 1) { // b tek sayi ise
sonuc = (sonuc * a) % m;

}
a=(axa % m;
b >=1; // b'yi 2'ye bol
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}

return sonuc;

Ornek 14.9. 3% (mod 13) dejerini hazl iis alma mantiguyla elle hesaplayinaz.

Céztim. 251 ikili tabanda yazalim: 25 = 16 +8 +1 = (11001)5. 3’in 2’nin kuvveti
olan iislerini mod 13’te adim adim karesini alarak belirleyelim:

3'=3 (mod 13)

9=—-4 (mod 13)
3'=(-4)2=16=3 (mod 13)
3¥=32=9=-4 (mod 13)
30=(-4)2=16=3 (mod 13)

25 =16 + 8 + 1 oldugundan bu bilegenleri ¢arpariz:
3% =31.3%.31 =3.(—4)-3 (mod 13)

3-(—4) 3=-36

—36’y1 13 modiiliine indirgersek: —36+3 x 13 = —36+39 = 3. Dolayisiyla 3%° = 3
(mod 13) bulunur. O

14.3 Son Basamak ve Kalan Problemleri

14.3.1 Motivasyon ve Say1 Tabanlariyla Iligki
10 tabaninda yazilmig bir N tam sayisini ele alalim:
N = a;10F + 4110 + -+ + 4110 + ag
Burada 10’un kati olan terimlerin tiimii mod 10’da sifirlanir:
N =aqap (mod 10)
Buna gore bir saymin:
o Son bir basamag: (birler basamagl) <= N (mod 10),
e Son iki basamagi <= N (mod 100),

« Son k basamagl <= N (mod 10%)

degerine karsilik gelir. Dolayisiyla son basamak sorulari, dogrudan mod 10* arit-
metigidir.
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14.3.2 Periyodiklik (Dongii ilkesi)

a (mod m) dizisinin kuvvetlerini siralayalim:
at,a?,a3,a*,... (mod m)

Mod m’de yalnizca m farkli kalan sinifi {0, 1,...,m — 1} bulunabilir. Bolim 7’de
inceledigimiz giivercin yuvasi ilkesi geregi, ilk m + 1 terim icinde en az iki terim
birbirine denk olmak zorundadir. Bir kalan tekrar ettigi anda, sonraki tiim adimlar
ayni dongiiyl izler.

Ornek 14.10. 72926 sqyusinin birler basamagimi bulunuz.

(C6ziim. Birler basamagini bulmak, ifadeyi mod 10’da incelemek demektir. 7’nin
ardisik kuvvetlerine bakarak periyodu belirleyelim:

7' =7 (mod 10)

7?=49=9 (mod 10)

=9x7=63=3 (mod 10)

7"=3x7=21=1 (mod 10)

7°=1x7=7 (mod 10) (Dongii basa déndii)

Kalanlar 7,9, 3,1 biciminde 4 adimda bir tekrarlanir. Bu nedenle iissiin 4 ile bo-
liimiinden kalanina bakariz:

2026 = 4 x 506 + 2 => 2026 =2 (mod 4)

O halde:
72026 =72 =9 (mod 10)

Sayimin birler basamagi 9’dur. O

14.3.3 Fermat’nin Kiigiik Teoremi

Bir 6nceki alt boliimde kuvvetlerin periyodunu incelemigtik. Modiil asal oldugunda
bu periyot i¢in evrensel bir iist sinir vardir: periyot her zaman p — 1 sayisini béler.
Bu gozlem, biiyiik iisleri kii¢iiltmenin en pratik yolunu verir.

Teorem 14.11 (Fermat'nin Kigiik Teoremi). p bir asal sayr ve a bir tam say
olsun. Eger pta ise,

a?'=1 (mod p)

olur.
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Kanat. a,2a,3a,...,(p— 1)a sayilarini mod p’de inceleyelim.

(i) Hicbiri 0’a denk degildir: p asal, pta ve 1 <k <p —1 iken p | ka olamaz.

(ii) Tkiser ikiger farkhdirlar: ia = ja (mod p) olsaydi p | (i — j)a olurdu; p asal
ve pta oldugundan p | (i — j) cikardi, ancak |i — j| < p — 1 oldugundan bu ancak
1 = 7 ile miimkiindiir.

(iii) Boylece bu p — 1 saymin mod p’deki kalanlar1 {1,2,...,p — 1} kiimesinin
bir permiitasyonudur. Iki tarafin carpimim esitleyelim:

a-2a---(p—1)a=1-2---(p—1) (mod p)
yani
atp—-1)=(p-1) (modp)

elde edilir.

(iv) ged((p — 1)!, p) = 1 oldugundan (Sadelestirme Kural1) iki tarafi (p — 1)! ile
sadelestirebiliriz:
a?'=1 (mod p).

Sonug 14.12. Her a tam sayist ve her p asal sayist i¢in
a’? =a (mod p)

saglanir. Gergekten de p | a ise iki taraf da 0’a denktir; aksi halde Fermat’nin
Kiiciik Teoremi’ni a ile carpmak yeterlidir.

Ornek 14.13. a) 3'° saysinan 7’ye bolimiinden kalana bulunuz.

b) 2190 saysinan 13’ bolimiinden kalana bulunuz.

Cézim. a) 7 asal ve 3 ile aralarinda asal oldugundan 3% = 1 (mod 7)’dir. 100 =
6 - 16 + 4 oldugundan

3100=31=81=4 (mod7)

bulunur.

b) 13 asal ve gcd(2,13) = 1 oldugundan 22 = 1 (mod 13)’tiir. 1000 = 12-83+4
oldugundan
21000 =94 — 16 =3 (mod 13)

elde edilir. O

Uyar1 1. Fermat’nin Kiigik Teoremi bu bicimiyle yalnizca modil asal oldugunda
kullamilabilir; bilesik modiillerde periyot yéontemine doniilir. Ayrica teoremin uy-
gulanabilmesi i¢in p 1 a sarte gereklidir.
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14.3.4 Kritik Bir Tuzak: Uste Mod Uygulanmaz

Teorem 14.14 (Onemli Uyar). Genel olarak a’ (mod m) # ab (modm))
(mod m). Us, tabanin tabi oldugu mod ile dogrudan sadelestirilemez.

Ornegin 2° (mod 3) ifadesini ele alalim:
o Dogru hesap: 2° =32 ve 32 =3 x 10+ 2 = 2° =2 (mod 3).

« Hatali islem: Ussiin modunu alip 5 = 2 (mod 3) diyerek 22 =4 =1 (mod 3)
yazmak yanligtir.

Goriildiigii gibi 2 # 1’dir. Uslerin periyodu modiiliin kendisiyle degil, kuvvetlerin
tekrar etme diizeniyle ilgilidir.

Ornek 14.15. 2'9 saysinan 13 ile bolimiinden kalany bulunuz.

Coziim. 1lk hamle olarak mod 13’te 1 ya da —1 degerini veren bir kuvvet arayalim:

2l =2

22 =4

23 =38

21 =16=3 (mod 13)
2 =3%x2=6

B =6x2=12=—-1 (mod 13)
26 = —1 (mod 13) denkligi hesab: oldukca kolaylastirir. 103’ 6’ya bolelim:
103=6x17+1
Uslii ifadeyi bu carpanlara gore ayiralim:
2103 — (2617 21 = (—1)17. 2 (mod 13)
(—=1)'" = —1 oldugundan:
2108 = _1.2=-2 (mod 13)
En kiiciik pozitif temsilci i¢in 13 ekleriz:
—-2+13=11
Kalan 11’dir. O

Ornek 14.16. 329%° sayusinin son iki basamagima bulunuz.

225



Bolim 14. Modiiler Aritmetik

(C6ziim. Son iki basamagi bulmak icin sayiy1 mod 100’de incelememiz gerekir. 3’iin
kuvvetlerini yazarak baglayalim:

3t=3
32=9
33 =27

3 =81=-19 (mod 100)
35 =243 =43 (mod 100)

Bu kuvvetler yerine 3* = 81 degerini 80 + 1 olarak yazip acmak daha pratik bir
yoldur:
32025 =3. 32024 =3. (34)506 =3. 81506 =3. (1 4 80)506

Bolim 6’da gordiigiimiiz binom ag¢ilimini mod 100’de uygulayalim:

506 506
(1+80)506:1+< . > ~80+< 5 > 807 + ...

Burada 802 = 6400 sayis1 100%in tam katidir; dolayisiyla ikinci ve sonraki tiim
terimler mod 100’de sifir olur:

(1+80)°% =14 506 x 80 (mod 100)

Simdi 506 x 80 (mod 100) ¢arpimina bakalim: 506 = 6 (mod 10) oldugundan,
506 x 80 = (500 + 6) x 80 = 40000 + 480 = 80 (mod 100). Buradan:

(1+80)°° =1480=281 (mod 100)
elde edilir. Bunu bagtaki 3 katsayisiyla carptigimizda:
32025 — 3.815%6 = 3.81 =243 =43 (mod 100)
bulunur. Sayinin son iki basamag 43’tiir. 0

Ornek 14.17. S = 11 + 2! + 31 + 4! + - .. +2024! toplaminin 15 ile bolimiinden
kalant bulunuz.

(Céziim. Faktoriyel terimleri biiytiditkge bolenin asal ¢carpanlarini icermeye baglar.
15 = 3 x 5 oldugundan, carpanlarinda hem 3 hem de 5 bulunan ilk terim 5!'dir
(5! =120 = 15 x 8). Dolayisiyla her n > 5 i¢in 15 | n!, yani:

n!=0 (mod 15) (Vn>5)

Bu durum toplami énemli 6l¢iide sadelegtirir; 5!’den sonraki tiim terimler sifira
denktir:
S=11+214+31+4! (mod 15)
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11k dért terimi dogrudan hesaplayalim:

=1
21=2
31=6

41=24=9 (mod 15)
Degerleri toplarsak:
S=14+2+4+6+9=18 (mod 15)
18 = 3 (mod 15) oldugundan kalan 3 gikar. O

Ornek 14.18 (Kule Us Problemi). 23! sayisinan 7 ile bolimiinden kalant bulunuz.

Céziim. Kule iislerde iglem sirasi yukaridan asagiyadir: 23" = 26" = 281 Taban
2, modiil ise 7’dir. 2'nin 7 modundaki kuvvetlerini inceleyelim:

21 =2 (mod 7)

22=4 (mod 7)

22=8=1 (mod7)
Dongii uzunlugu 3’tiir. Yani 2’nin {issii 3’in kat1 oldugunda mod 7’deki deger 1
olur. Bu nedenle 2 (mod 7) ifadesini belirleyen, k iissiiniin 3 modundaki degeri-
dir:

k=3'=81

Usstl incelersek:
81=3x27 = 81=0 (mod 3)

Us 3’iin tam kat1 olduguna gore:
281 = (292"=12"=1 (mod 7)
Kalan 1 bulunur. O

Ornek 14.19. n bir pozitif tam sayr olmak tizere, n® — n ifadesinin her zaman

30 ile boliindiginid modiler aritmetik kullanarak kanitlayiniz.

(Coziim. 30 = 2 x 3 x 5 bigiminde asal ¢arpanlarina ayrilir. Carpanlar aralarinda
asal oldugundan, ifadenin 30 ile béliinmesi igin 2, 3 ve 5 ile ayr1 ayr1 boéliinmesi
yeterlidir. Ifadeyi carpanlarina ayiralim:

nd—n=nnt-1)=nn?-1)n*+1)=n(n—-1)(n+1)(n>+1)

o Mod 2 incelemesi: (n — 1)n ardigik iki tam sayidir, dolayisiyla biri ¢ifttir.
Boylece 2 | (n® — n) saglanir.
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e Mod 3 incelemesi: (n — 1)n(n + 1) ardisik ii¢ tam sayidir. Boliim 11’den
bildigimiz iizere ardigik ¢ sayidan en az biri 3’in katidir. Buradan 3 |
(n® —n) elde edilir.

e Mod 5 incelemesi: n (mod 5) i¢in kalanlar {0, 1,2, 3,4} kiimesindedir:

mod 5) = n ¢arpanindan otiirii ifade = 0.

mod 5) = (n — 1) ¢arpanindan 6tiirii = 0.

(mod 5) = n?+1=22+1=5=0 (mod 5).

n=0
n=1
—n=4=-1 (mod 5) = (n+ 1) ¢arpanindan &tiirii = 0.
n=2
n=3=-2 (mod 5) = n?+1=(-2)2+1=5=0 (mod 5).

Her durumda ifade 5’e¢ tam boluntr.

ifade 2, 3 ve 5 ile tam boéliindiigiinden, lem(2, 3,5) = 30 ile de tam boliiniir. [

Boliim Ozeti

o Kongruans: a = b (mod m) <= m | (a —b). Tam sayilar m modiiliine
gore m tane kalan sinifina ayrilir.

e Aritmetik Kurallar: Toplama, ¢ikarma, carpma ve pozitif tam say tsleri
mod altinda korunur:

(a+b) (modm)=((a (modm))+(b (modm))) (modm)
(a-b) (mod m)=((a (modm))-(b (modm))) (mod m)
o Sadelegtirme: ac = be (mod m) denkliginde ¢ sadelegtirilirse modiil
m/ ged(c, m) olur. Eger ged(c, m) = 1 ise modiil degismez.

o Hizli Us Alma: a® (mod m) hesab, b'nin ikili agihmi kullanilarak O(logb)
adimda yapilabilir.

« Déngiisellik: a* (mod m) dizisi Boliim 7’deki giivercin yuvast ilkesi geregi
periyodiktir. Son basamaklar mod 10* ile belirlenir.

« Fermat’nin Kiigiik Teoremi: p asal ve p{ aise a?~! =1 (mod p); esdeger
olarak a? = a (mod p). Boylece asal modiilde biiytik iisler p — 1’e gore
indirgenebilir.

o« Tuzak: Ussim modu dogrudan almamaz: a® (mod m) # b (medm)

(mod m). Us, kuvvetlerin déngii periyoduna gére indirgenmelidir.
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Taban Aritmetigi

Giinliik hayatta sayilar: neredeyse istisnasiz onluk sistemde yazar ve diigliniiriiz:
354 sayisi bizim igin ti¢ yiiz elli dorttiir. Ancak doganin veya matematigin ken-
disinde 10 sayisina taninmig nesnel bir ayricalik yoktur. Insanligin onluk sistemi
benimsemesindeki temel etken, iki elimizde toplam on parmagimizin bulunmasi-
dir. Sayet sekiz parmagimiz olsaydi, bugiin muhtemelen sekizlik sistemi kullaniyor
olacaktik.

Bilgisayar biliminde ise fiziksel gerceklik farklidir: Sayisal devreler transistor-
lerden olusur ve bir transistor temel olarak iki kararli duruma sahiptir: “elektrik
akimi var” (yiiksek voltaj, 1) veya “elektrik akimi yok” (diisiik voltaj, 0). Bu ne-
denle modern bilgisayarlarin ana dili ikili (binary) tabandir. Dahasi, uzun ikili
dizileri daha okunabilir kilmak adina sekizli (octal) ve onaltilh (hexadecimal) ta-
banlar tercih edilir.

Bu bélimde pozisyonel say1 sistemlerinin matematiksel temellerini, tabanlar
arasit doniisim yontemlerini, farkl tabanlarda aritmetik iglemleri ve ikili sistemin
algoritmik problem ¢6zmedeki yerini inceleyecegiz.

15.1 Taban ve Doniisiim

15.1.1 Pozisyonel Say1 Sistemi ve Sezgi

Bir say1y1 yazarken her bir rakamin degeri, bulundugu basamaga (pozisyona) bag-
lidir. Ornegin 10 tabanmda yazilmis 354 sayisin1 basamak coziimlemesiyle ele ala-
lim:

354 =3-100+5-10+4-1=3-102+5-10" +4.10°

Buradaki temel ilke sudur: Her basamak, tabanin (10’un) artan bir kuvvetini tem-
sil eder ve kullanilan rakamlar daima {0, 1,2, ..., 9} kiimesindendir; yani tabandan
kesinlikle kiigiiktiir.

Tabammiz 10 yerine 2 olsaydi basamak degerleri 2nin kuvvetleri (20 = 1,2! =
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2,22 = 4,23 = 8,...) olur ve kullanabilecegimiz rakamlar yalnizca {0,1} kiime-
sinden secilirdi. Ornegin (101) sayisini agarsak:

(101)y =1-2240-2'+1-2°=44+0+1=5

elde ederiz. Benzer bicimde taban 7 secilseydi basamak agirhiklar1 79, 71,72, ...
olacak ve izin verilen rakamlar {0,1,2,3,4,5,6} kiimesini olugturacakti.

Bu sezgiyi matematiksel bir tanima doéntigtiirelim.
Tanim 15.1 (Say1 Taban ve Pozisyonel Gosterim). b > 2 bir tamsay: olsun. Bir

N dogal saysinan b tabanindaki (radiz-b) gosterimi, ax # 0 ve her 0 < i < k i¢in
a; €{0,1,...,b— 1} olmak iizere,

(akak_l “. alao)b

biciminde ifade edilen dizidir. Bu gosterimin sayisal degeri

k
N = Zaibi =apb® +ap_ 1"+ ab+ ag
i=0
olarak tanwymlanir. Taban belirtilmemisse varsayilan taban 10 ’dur.

Taban 10’dan biiyiik oldugunda (b > 10), 9’dan biiyiik rakamlar: tek bir sem-
bolle géstermek icin harfler kullanihir: A = 10,B = 11,C = 12,D = 13, F =
14,F =15, ... gibi. Ornegin onaltil tabanda (2F )16 = 2-16* +15-16° = 324+ 15 =
47 olur.

Her pozitif tamsayinin, verilen herhangi bir b > 2 tabaninda tek bir gekilde
yazilabilecegini agagidaki teorem garanti eder.

Teorem 15.2 (Taban Gosteriminin Varligi ve Tekligi). b > 2 sabit bir tamsaye
olsun. Her pozitif N tamsaiust i¢in,

N = apb* + a1 0"+ - + a1b + ag

esitliging saglayan, ai # 0 ve heri € {0,1,...,k} i¢in 0 < a; < b kosuluna uyan bir
k > 0 tamsayisi ve katsayilar dizisi (ag,ar—1,...,ao) tek bir bigimde mevcuttur.

Kamat. Ispat1 iki asamada kuralim: énce varlik (algoritmik insa), ardindan teklik.

1. Varhk: Bolim 11’de gordiigiimiiz Bolme Algoritmasimi (N = ¢ - b + r,
0 < r < b) ardigik olarak uygulayalim:

N=qgb+ay, 0<ag<b
Go=qgb+a, 0<a;<b
g1 =q@b+a, 0<ay<b

k-1 =qb+ar, 0<ar<b (g =0 oldugunda durulur)
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b > 2 oldugundan, N > qo > q1 > g2 > --- > 0 kesin azalan bir negatif olmayan
tamsayilar dizisidir. Iyisiralama ilkesi geregi bu dizi sonsuza kadar devam edemez;
sonlu bir adimda bir ¢ = 0 degerine ulagmak zorundadir (gx—1 # 0 oldugundan
ar # 0’dir).

FElde edilen kalanlar1 geriye dogru yerine yazarsak:

N = qob+ap = (q1b+ a1)b+ ag = q1b* + a1b + ag
:...:akbk—i—ak,lbk*l—i—-~+alb+a0

ifadesine ulagiriz. Bu, aranan gdsterimin var oldugunu gosterir.

2. Teklik: Gosterimin tek olmadigini varsayalim. Bu durumda N sayisinin b ta-
baninda iki farkli gésterimi bulunsun. Gerekirse katsayilarin bagina sifir ekleyerek
basamak sayilarini egitleyebiliriz:

m m
N:Zaibizzcibi, Ogai,ci<b
=0 =0

Buradan:
m

Z(ai — Ci)bi =0

=0
yazilir. Gosterimler farkli oldugundan, a; # ¢; sartin1 saglayan en az bir indeks
vardir. Bu indekslerin en kii¢iigiine j diyelim (0 < j < m). O halde her i < j igin
a; = ¢;’dir. Egitlik su bicimi alir:

(aj — Cj)bj + Z (ai - Cl)bl =0 = (Cj — aj)bj = Z (ai — Cl)bZ
1=j+1 i=j+1

Her iki tarafi &/*! modiiliinde incelersek, sag taraf #’*1’in tam kati oldugundan:
(c;j—aj))t =0 (mod ¥™) = ¢; —a; =0 (mod b)

elde edilir. Fakat 0 < a;,c; < b oldugundan aralarindaki fark —b < c¢; —a; < b
araligindadir. Bu aralikta b’ye boliinebilen tek tamsay1 0’dir. Demek ki ¢; —a; = 0,
yani a; = c¢; olmahdir. Bu ise j'nin a; # c; sarti saglayan en kiigtik indeks
olmasiyla celigir. Dolayisiyla gosterim tek olmak zorundadir. O
15.1.2 Tabanlar Arasi Doniisiim Yontemleri

Keyfi bir tabandan 10 tabanina gegis

(agag—1 ...a1ap)p sayismi 10 tabanina doniigtiirmek igin tamm geregi polinom
acilimi hesaplanir:

N =apb® +ap_ "1+ +arb+ag
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Bu toplami dogrudan kuvvet alarak hesaplamak yerine, algoritmalarda sikca bag-
vurulan Horner Yontemi ile paranteze alarak ic ice hesaplamak hem elle iglem
yaparken hem de kod yazarken iglem sayisini ve hata payini azaltir:

N = (...((ak-b—i—ak,l) 'b—i-ak,Q) ~b+--~+a1> -b+ ag
Ornek 15.3. (110101)y saysine 10 tabanana ceviriniz.

Coziim. 1. Yol (Kuvvetler toplami): Basamak degerlerini sagdan sola dogru
20 21 92 93 94 95 olarak yazalim:

(110101)y =1-2° +1-2* 40-23 +1-22 +0-2" 4 1-2°
=32416+0+4+0+1=53

2. Yol (Horner yontemi): En soldaki bitten baglayip her adimda sonucu 2
ile carpip bir sonraki biti ekleyelim:

Baglangig: 1
l.adim: 1-2+1=3
2.adim: 3-24+0=6
3.adm: 6-2+1=13
4. adim: 13-2+4+0 =26
5. adim: 26 - 241 =53

Her iki yontem de bekledigimiz gibi 53 sonucunu verir. O

10 tabanindan keyfi bir tabana geg¢is: Ardisik Bolme

Varlik ispatindaki kurgu, dogrudan pratik déniigiim yoéntemini verir: Sayiy1 b’ye
boéleriz; kalan, gosterimin en sagdaki basamagini (ag) olusturur. Elde edilen bo-
liimi tekrar b’ye boldiigiimiizde yeni kalan a; olur. Bu isleme béliim 0 olana kadar
devam edilir. Kalanlar sondan baga (agagidan yukariya) dogru dizilerek say1 elde
edilir.

Ornek 15.4. 158 saysine 2 ve 7 tabanlarnda yazinaz.
Céziim. Once 7 tabanina doniistiirelim:

158 +7=22 (kalan ap =4)
22+-7=3 (kalan a; =1)
3+7=0 (kalan ag = 3)

Kalanlar: sondan basa dogru okursak: 158 = (314)7. Saglamasim yapalim: 3 - 7% +
1-7'4+4-7°=3-4947+4 =147+ 11 = 158.
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Simdi ayni sayiy1 2 tabanina doniistiirelim:
158 +2 =79 (kalan 0)
79+2=39 (kalan 1)
39+2=19 (kalan 1)

19+2=9 (kalan 1)
9+2=4 (kalan 1)
4+2=2 (kalan 0)
2+2=1 (kalan 0)
1+2=0 (kalan 1)

Kalanlar1 agagidan yukariya dogru yazarsak: 158 = (10011110)s. O

2F Tabanlar1 Arasindaki Dogrudan Gegis (Gruplama ilkesi)

Bilgisayar biliminde ikili (2!), sekizli (23) ve onaltil (2%) sistemlerin yaygin ol-
masinin temel bir nedeni vardir: Bu tabanlar arasinda 10 tabanina ugramadan,
basamaklar1 bloklayarak dogrudan gecis yapilabilir.

b = 2% olsun. Tkili tabandaki bir saymnin her k basamaklik blogu, dogrudan 2%
tabanindaki tek bir basamaga kargilik gelir. Clinkii:

k—1 k-1
Za,»21<21-22:2’f—1
=0 =0

olup, bu deger tam olarak 2¥ tabanindaki bir rakamin alabilecegi deger araligin-
dadir (0 ile 2¥ — 1 arast).

o Ikili « Sekizli (23): Ikili say1 sagdan sola dogru iicerli gruplara ayrilir (en
soldaki eksik basamaklar sifirla tamamlanir). Her 3 bitlik grup bir sekizli
rakama gevrilir.

o ikili <+ Onaltih (2%): Ikili say1 sagdan sola dogru dorderli gruplara ayrilir.
Her 4 bitlik grup (nibble) onaltili bir rakama (0-9, A-F') gevrilir.

Ornek 15.5. (11010111101)2 sayusine sekizli ve onaltal tabana ceviriniz.

Cozim. Sekizli doniigiim (iigerli gruplama): Sagdan sola tiger liger ayiralim:
(011010 | 111 | 101)9

Her bir grubu sekizli rakama dontigtiirelim:

(011); = 3
(010)2 =

(111) = 7
(101)s = 5
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Buradan say1 (3275)g bulunur.

Onaltili doniisiim (dorderli gruplama): Sagdan sola dorder dorder ayira-
lim:

(0110 | 1011 | 1101)2
Her bir grubu onaltili rakama doniigtiirelim:

(0110)2 =6

(1011); =11 = B

(1101) =13 = D

Boylece (6BD)16 elde edilir. O

15.1.3 Basamak Sayis1 ve Tabanin Biiyiikliigii
Bir N pozitif tamsayisinin 10 tabanindaki basamak sayisini |log;, V| + 1 formi-
liiyle hesaplariz. Bu kural herhangi bir b > 2 tabani i¢in de gegerlidir.

Teorem 15.6 (Basamak Sayis1). N pozitif bir tamsayr ve b > 2 olsun. N 'nin b
tabamindaki basamak sayist

Ly(N) = [log, N] +1

ile verilir.

Kamit. N sayis1 b tabaninda k + 1 basamakl olsun. Bu durumda en yiiksek basa-
magin katsayisi ap > 1 olmak {izere:

k

k
PP <aptt <N =) ab <) (b-1p' = (b-1)
=0 =0

i+l —1

gkl ol
b_1 <

Demek ki,
bk < N < bk+1

Esitsizligin b tabaninda logaritmasini alirsak (f(z) = logy = kesin artan fonksiyon-
dur):
kE<log, N <k+1

Tam deger (taban) tanimi geregi:
k= [log, N|

Basamak sayis1 k£ + 1 oldugundan, toplam basamak sayisi |log, N| + 1 olarak
bulunur. ]

Bu bagmti, bir saymin kiiciikk tabanlarda (6rnegin b = 2) daha ¢ok, biiyiik
tabanlarda (6rnegin b = 16) daha az basamakla temsil edildigini gosterir. 210 =
1024 ~ 10? yaklagimindan hareketle, bir sayimn ikili tabandaki basamak sayisi
onluk tabandaki basamak sayisinin yaklasik log, 10 ~ 3.32 katidir.
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15.1.4 Coziimlii Ornekler

Olimpiyat sinavlarinda taban aritmetigi genellikle cebirsel denklemler, basamak
¢ozlimlemeleri veya boliinebilme kurallariyla bir arada sorulur.

Ornek 15.7. (ab)s = (ba)g esitligini saglayan sifirdan farkl a ve b rakamlarim
bulunuz.

Coziim. 1ki farkl tabandaki bu ifadeyi ortak bir zemine cekmek icin 10 tabanin-
daki polinom acilimlarimi kullanalim. Ayrica taban tanimlarindan gelen basamak
smurlarini (a,b < 8 ve a,b < 9) unutmamaliyiz.

(ab)g sayisinin 8 tabaninda iki basamakl bir say1 belirtmesi igin 1 < a < 7 ve
0 < b < 7 olmahdir. Benzer sekilde (ba)g igin 1 < b < 8 ve 0 < a < 8 gereklidir.
Bu iki kogulun kesigimi:

1<a<7 ve 1<b<7

Acilimlar yazarsak:
(ab)s =8a+b

(ba)g =90+ a

Esitligi diizenleyelim:
8a+b=9%+a = Ta=28b

ged(7,8) = 1 oldugundan (Boliim 13), 7 | 80 = 7| b olmalidir. Fakat 1 <b <7
araliginda 7’nin tek kat1 b = 7’dir. b = 7 yazilirsa 7a =8 - 7 = a = 8 bulunur.

Ancak a = 8 degeri 1 < a < 7 araligina diigmez; 8 tabaninda 8 rakami buluna-
maz. Dolayisiyla bu egitligi saglayan hi¢bir a, b rakam ¢ifti yoktur. O

Ornek 15.8. Hangi b > 4 tabananda (1331), saysy bir tamkiiptiir?

Céziim. 1331 sayisindaki 1,3,3,1 katsayilary, Boliim 6’dan hatirlayacagimiz bi-
nom katsayilar: (2) ile ortiismektedir.

Sayimin b tabanindaki agilimini yazalim:
(1331), =1-0° +3- 6> +3-b+1
Bu cebirsel ifadeyi ¢arpanlarina ayirirsak:
b’ +30° +3b+1=(b+1)°
Goriuldiigi tizere, b > 3 kogulunu saglayan biitiin tabanlarda (1331); sayst (b+1)

tamsayisinin kiiptine esittir. Dolayisiyla aranan tabanlar b > 5 (veya sorudaki
kisita gore b > 4) sartin saglayan tiim tamsayilardir. O
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15.1.5 Uygulama: Taban Ddniisiim Kodu

Agagidaki C programi, pozitif bir onluk tamsaymin b (2 < b < 16) tabanindaki
gosterimini ardisik bélme algoritmasiyla hesaplar:

#include <stdio.h>

void tabana_cevir(int n, int b) {

3

char rakamlar[] = ;
char sonuc[64];
int indis = 0;

if (n==0) {
printf( )
return;

}

while (n > 0) {
sonuc[indis++] = rakamlar[n % bl;
n=n/ b;

}

// Kalanlar tersten yazdirilmalt

printf( , b);

for (int i = indis - 1; i >= 0; i-—-) {
putchar (sonuc[i]);

}

printf( )

Ornek 15.9 (En Sik Yapilan Hatalar). Taban doniisiimlerinde siklikla karsilasilan
hatalar sunlardur:

1. Kalanlar: diiz sirada yazmak: Ardisik bolmede ilk elde edilen kalan, sayi-
nin en kiigiik basamagidir (b°). Dolayswyla dizi ters cevrilerek okunmalidar.

2. Gegersiz rakam kullanima: Taban b iken basamaklarda b veya daha biiyiik
bir rakam bulunamaz (ornegin 5 tabaninda (152)5 tanimsizdr).

3. Siferlary atlamak: Bélim adimlarimda kalan O ¢iktiginda bunu diziye ekle-
meyi unutmak basamak kaymasina yol agar (ornegin 4 = (100)y iken sifirlart
yazmayp 1 demek gibi).

15.2 Tabanlarda Aritmetik ve Ikili Sistemin Rolii

15.2.1 Farkli Tabanlarda Dort Islem

Pozisyonel say: sistemlerinde aritmetik algoritmalar tabandan bagimsizdir: Onluk
sistemdeki alt alta toplama, cikarma ve carpma kurallari, basamak agirligi 10
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yerine b alinarak dogrudan uygulanir.

Toplama ve Elde (Carry) Mekanizmasi: Ayn1 basamaktaki iki rakam toplandi-
ginda elde edilen deger S = a; + ¢; + elde olsun:

e Eger S < b ise basamaga S yazilir, yeni elde 0 olur.

o Eger S > b ise basamaga S (mod b) yazilir ve bir sonraki basamaga |.S/b|
eldesi aktarilir.

Ornek 15.10. (564)7 ile (345)7 saylarna 7 tabaninda toplayiniz.

Coziim. Islemi sagdan sola basamak basamak yiiriitelim:

« 7Y basamagi: 4 + 5 = 9. Taban 7 oldugundan: 9 = 1 -7 + 2. Basamaga 2
yazariz, elde = 1.

o 7! basamag: 6+4+1 (elde) = 11. 11 = 1-7+ 4. Basamaga 4 yazariz, elde
=1

e 7? basamagi: 5+ 3 + 1 (elde) = 9. 9 = 1-7 + 2. Basamaga 2 yazariz, elde
= 1.

« 73 basamag:: Yalnizca elde kalmistir: 1.

Sonug: (1242)7. O

Cikarma ve Borg (Borrow) Mekanizmasi: Bir basamaktaki eksilen rakam gikan
rakamdan kiigiikse, sol basamaktan “1 bor¢” alimir. Onluk tabanda borg¢ alindi-
ginda basamaga 10 eklenirken, b tabaninda o basamaga b eklenir.

Ornek 15.11. (1001)3 — (0111)y ¢tkarma islemini ikili tabanda yapinaz.
Céziim. Sagdan sola inceleyelim:
« 20 basamagi: 1 — 1 =0.
« 2! basamagi: 0 — 1 yapilamaz, soldan bor¢ aranir. 22 basamaginda 0 oldu-
gundan bor¢ 2% basamagindaki 1’den almir ve saga aktarilir. 2! basamagina
2 eklenir: 2 —1=1.
« 22 basamag:: Bor¢ aktarimi sonrasinda burada 1 kalmigtir: 1 — 1 = 0.
« 23 basamag: 1 borg verildiginden geriye 0 kalmistir: 0 — 0 = 0.

Sonug: (0010)2 = (10)2. Onluk sistemde saglama: 9 — 7 = 2. O
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15.2.2 Genel Tabanlarda Boliinebilme Kurallar:

Onluk sistemden bildigimiz 9’a boliinebilme kural (rakamlar toplaminin 9’a bo-
linmesi), 10 = 1 (mod 9) bagintisinin bir sonucudur. Bélim 14’te ele aldigimiz
modiiler aritmetik araclarimi taban aritmetigiyle birlestirdigimizde genel boliine-
bilme kurallar1 kendiliginden ortaya cgikar.

Teorem 15.12 (b — 1 ve b+ 1 ile Boliinebilme). N = (agag_1...a1a0)p sayis
verilsin.

1. N= Zf:o a; (mod b—1). Yani N, basamaklar: toplama ile (b—1) modilinde
denktir.

2. N = Zfzo(—l)iai (mod b+1). Yani N, birler basamagindan baslayarak bir
arty bir eksi alinarak kurulan almasik basamak toplama ile (b+ 1) modiilinde
denktir.

Kamt. b=1 (mod b — 1) oldugundan her i > 0 i¢in b' = 1 = 1 (mod b — 1) olur.
Polinom aciiminda her b° yerine 1 yazarsak:

k
N = Z aibi
1=0

Ikinci kisim igin, b = —1 (mod b + 1) oldugundan b’ = (—1) (mod b + 1) elde
edilir:

k

a;i(1)' = Zai (mod b —1)

k
=0 i=0

k k
N:Zaibiz ai(—l)i:ao—a1+a2—a3+... (mod b+ 1)
i=0 i=0
Ispat tamamlanir. ]

Bu teorem pratik sonuclar iiretir:

e 10 tabaninda: 10 — 1 = 9 icin basamaklar toplami, 10 + 1 = 11 igin almagik
toplam kurali ¢ikar.

e 2 tabaninda: b — 1 = 1 agikardir; ancak b + 1 = 3 i¢in kullanigh bir kural
verir: Ikili tabandaki bir saymin cift siradaki bitleri toplam ile tek siradaki
bitleri toplaminin fark: 3’e boliiniiyorsa, say1 3’e tam boliiniir.

Ornek 15.13. [kili tabanda yazlmis N = (101011)y sayst 3’e tam boliniir mii?
Cézim. Bitleri sagdan sola (0. bitten baglayarak) numaralandiralim:

e ap =1 (cift)

o a3 =1 (tek)
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o ay =0 (gift)

o a3z =1 (tek)

o ay =0 (cift)

o a5 =1 (tek)

Almagik toplam:

(ap+as+ag)— (a1 +as+as)=(1+04+0)—(14+1+1)=1-3=-2

—2 # 0 (mod 3) oldugundan say1 3’e tam boliinmez; kalan —2 = 1 (mod 3)’tiir.
Onluk sistemde kontrol edelim: (101011)s = 32 + 8 + 2 + 1 = 43. Gergekten
43 = 3 - 14 + 1 olup kalan 1’dir. O
15.2.3 1kili Sistemin Bilgisayar Bilimindeki Rolii

Bilgisayar biliminde algoritmik verimliligin temelinde ikili sistem yer alir. Dona-
nim diizeyinde ¢arpma ve bolme islemleri gérece maliyetliyken, bit kaydirma ve
mantiksal islemler tek bir saat ¢evriminde (O(1)) calsir.

Bit Kaydirma (Bit Shifting):

o Sola kaydirma (x << k): Saymun ikili gésteriminin sagina k tane sifir ekler.
Bu islem sayiy1 2% ile carpmaya denktir:

r<k=x 2"

o Saga kaydirma (x >> k): Saymn son k bitini atar. Bu iglem pozitif tam-
sayilarda |2/2%| bolmesine denktir:

> k= |z/2"]

Bit Diizeyinde Islemler (Bitwise Operators): Iki saymin ikili gosterimlerindeki
kargilikli bitler mantiksal kapilardan gegirilir:

1. AND (&): Yalnizca her iki bit de 1 ise 1 tretir.
2. OR (|): Bitlerden en az biri 1 ise 1 iiretir.

3. XOR (7): Bitler birbirinden farkli ise 1, aymn ise 0 {iretir (eldesiz ikili top-
lama).

4. NOT (~): Bitleri tersine gevirir (0 — 1,1 — 0).
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Kimelerin Bitmask ile Gosterimi: n  elemanli bir evrensel kiimenin
S = {eo,e1,...,en—1} herhangi bir alt kiimesi, n bitlik bir ikili say1 ile bi-
rebir eslenebilir: i. eleman kiimede varsa 4. bit 1, yoksa 0 yapilir. Ornegin n = 4
icin {ep,e2} alt kiimesi (0101)2 = 5 tamsayis: ile temsil edilir. Boylece kiime
islemleri dogrudan bit operatorlerine donitstir:

e Kesigim iglemi: A & B

o Birlesim iglemi: A | B

e Simetrik fark: A = B

e Bos kiime: 0

e Evrensel kiime: (1 << n) - 1

Bu sayede O(n) siirecek kiime iglemleri tek bir makine komutuyla O(1) siirede
tamamlanir.

15.2.4 Hizh Us Alma (Binary Exponentiation)

Ikili tabanin algoritmik problem c¢ézmedeki en etkili uygulamalarmdan biri Hizlh
Us Alma algoritmasidir. a™ degerini ardigik carpma ile hesaplamak n—1 carpma,
yani O(n) zaman gerektirir. n = 10'® gibi biiyiik girdiler icin bu yaklagim ¢alismaz.

n sayisin ikili tabanda agarsak:

k
n = g ;2 = a" =a>-%% = Ha2
=0 c;i=1
Her bir a® terimi, bir énceki terimin karesi almarak (a? = (a® )?) tek bir

carpmayla elde edilebilir. Boylece iis alma iglemi O(logn) adima iner.

Ornek 15.14. 3'3 sayisine izl dis alma yontemiyle hesaplayiniz.

Coziim. Ussii ikili tabanda yazalim: 13 = 8 + 4 + 1 = (1101)3. Buradan:

313 _ 38 g4 gl
Ardisik kareleri hesaplayalim:

31=3

32 =32=9

31 =92 =381

3% =812 = 6561
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Ikili gosterimde 1 olan basamaklara karsilik gelen degerleri carparsak:
31 =3%.3%.31 =6561-81-3 =6561-243 = 1594323

Normalde 12 ¢arpma gerekecekken, 3 kare alma ve 2 ¢arpma ile toplam 5 iglemde
sonuca ulagilir. ]

Asgagidaki s6zde kod, hizl iis almanin ikili bit kaydirmayla nasil gergeklendigini
Ozetler:

FUNCTION modularExponentiation(base, exponent, modulus)
result = 1
base = base MOD modulus

WHILE exponent > O DO
IF (exponent AND 1) == 1 THEN
result = (result * base) MOD modulus
END IF
base = (base * base) MOD modulus
exponent = exponent >> 1
END WHILE

RETURN result
END FUNCTION

15.2.5 Kombinatorik ve Say1 Teorisinde Ikili Taban: Kummer ve
Lucas Sezgisi

Ikili taban, binom katsayilarmin tekligi-ciftligi (paritesi) konusunda pratik sonug-
lar sunar.

Teorem 15.15 (Sierpiniski / Lucas Parite Teoremi). (}) binom katsayisinin tek
sayr olmast icin gerek ve yeter kogul, k’nin tkili gosterimindeki her bir 1 bitinin,
n’nin ikili gosteriminde de ayni pozisyonda 1 olmasidir (yani k AND n = k; baska
bir deyisle k, bitwise n’nin alt kimesi olmalidur).

Fikir / Sezgi. Bolum 12’de gordiigtimiiz Legendre formiiliine gore bir m! i¢indeki
p asalinim kuvveti v, (m!) = Z;’il L]%J ile verilir. Ozel olarak p = 2 icin bu toplam:

va(m!) = m — Sa(m)

bi¢imine doniigiir; burada Sa(m), m sayisinin ikili tabandaki rakamlar1 toplamidir
(1 bitlerinin sayisi, diger adiyla popcount).

Binom katsayisi (Z) = ﬁlk), oldugundan, 2 ile béliinebilme derecesi:

v ((Z)) — wa(n!) — va(k!) — va((n — k)1
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= (n— S2(n)) — (k= S2(k)) — (n— k — Sa(n — k))
= Sa(k) 4+ Sa2(n — k) — Sa(n)

olur. Ikili tabanda k ile n — k’yi toplarken her elde olustugunda, iki tane 1 biti
birlesip list basamaga tek bir 1 olarak geger; yani toplam bit sayis1 1 azalir. Do-
layisiyla So(k) 4+ Sa(n — k) — Sa(n), k ile n — k toplanirken olusan toplam elde
sayisidir (Kummer Teoremi).

(Z)’mn tek olmasi icin v = 0 olmalidir; bu da toplama sirasinda hig¢ elde

olugsmamasi anlamina gelir. Tkili toplamda hic elde cckmamasi ise ancak ve ancak
k’nin 1 oldugu hicbir basamakta n — k’nin 1 olmamasiyla miimkiindiir. Bu da n’in
o basamakta zorunlu olarak 1 olmasini gerektirir. O

Ornek 15.16. (lkl) sayisian tek sayr oldugu kag farkh k € {0,1,...,11} degeri
vardur?

Cé6ziim. Teorem geregi k’nin ikili gésterimi, 11’in ikili gdsteriminin bir alt kiimesi
olmalidir. 11’1 ikili tabana g¢evirelim:

11=8+2+1=(1011),

11’in ikili yaziminda 3 tane 1 biti vardir (23,21, 2% basamaklar). k'nin ikili yazi-
mindaki 1 bitleri yalnizca bu ii¢c pozisyondan secilebilir; diger basamaklar (22 ve
daha biiyiikler) 0 kalmalidir.

Bu ¢ pozisyonun her biri i¢in iki segenek vardir: 1 bitini alabiliriz veya almayz.
Dolayisiyla yazilabilecek gecerli k sayisi:

2% =8

farkli degerdir. Bu degerler sirasiyla:

no no
I

=
S
=
=
[\
I

[\o} [\o}
I

e}

'S )
I Il
—_ = O 00 W N = O

e e N N N N N
—_
e}
o
o
~— — Y Y~ — ~—— —

[N}
Il
=

Boylece Pascal iiggeninin 11. satirinda tam olarak 8 adet tek sayi, 4 adet ¢ift say1
bulundugu dogrulanir. O
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15.2.6 Negatif Tabanlar ve Alternatif Sistemler

Yarigmalarda zaman zaman tabanin pozitif tamsay: olmadigi durumlar da kar-
simiza cikabilir. One ¢ikan érneklerden biri negatif tabanlar (b = —2, negabi-
nary) sistemidir. Negatif tabanlarin dikkat cekici 6zelligi, eksi isaretine gerek
kalmadan hem porzitif hem de negatif tiim tamsayilar: tek bir bicimde temsil
edebilmesidir.

b = —2 oldugunda basamak degerleri:

olur. Kalanlar negatif olmayan {0, 1} kiimesinden segilmelidir:
NZQ'(_2)+T7 7"6{0,1}

Standart tamsay1 bolmesinde kalan negatif gikarsa (6rnegin —5 + (—2) = 2, kalan
—1), boliim 1 artirihr ve kalan pozitif yapilir:

—5=3-(-2)+1 = ¢=3,r=1
Ornek 15.17. —6 saysina —2 tabaninda (negabinary) yaziniz.

Céziim. Kalanlarin daima 0 veya 1 olmasina dikkat ederek ardigik bélme uygula-
yalim:

—-6=3-(-2)4+0 (kalan 0)
=(-1)-(-2)+1 (kalan 1)

—1=1-(-2)+1 (kalan 1)

1=0-(-2)+1 (kalan 1)

Kalanlar: asagidan yukariya dogru okursak:
—6 = (1110)_4
Saglamasini yapalim:
1 (=22 4+1- (=2 4+1-(-2)'4+0-(-2)°=-8+4—-2+0=—6
Sonug dogrulanir. O

Taban aritmetigi yalnizca sayilarin yazim bi¢imini belirlemekle kalmaz; ardi-
sik bélme algoritmasindan modiiler aritmetige, bitwise islemlerden dinamik prog-
ramlamanin bitmask optimizasyonlarina kadar algoritmik diigsiincenin temel yap1
taglarindan birini olugturur.
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Logaritma

Simdiye kadar bir saymin kuvvetini hep ileri yénde hesapladik: 2%’in kag ettigini
bulmak i¢in 2’yi bes kez carpmak yeterlidir. Oysa sorular bazen tam ters yonden
gelir. “2'nin kaginci kuvveti 32 eder?” diye soruldugunda artik ¢arpma degil, s
arama isi yapariz. Aym ihtiyac sayilar biiyiiditkce daha da belirginlesir: 2100 sa-
yisinin kac¢ basamakli oldugunu, ya da sirali bir dizide ikili arama yaparken kag
adim atacagimizi merak ettigimizde de kargimiza ayni soru gikar.

Bu ters sorunun cevabi logaritmadir. Logaritma, {is almanin ters islemidir;
tam olarak bu yiizden carpma ile toplama arasinda bir koprii kurar. Tarihsel olarak
biiylik carpimlar: elle yapmak icin icat edilmis olmasi tesadiif degildir: logaritma
sayesinde 100 basamakli iki say1y1 carpmak, iki sayiy1 toplamaya indirgenir.

Bu boliimii bilingli olarak kisa tuttuk. Amag logaritmay: biitiin ayrintilariyla
islemek degil; tanimini, ¢carpma—toplama iligkisini ve taban degistirmeyi rahatca
kullanabilecek kadar saglam bigimde 6grenmektir. Bu {i¢ arag, kitabin ilerleyen bo-
lumlerinde (6zellikle Boliim 21’de gorecegimiz O(logn) karmagikliginda ve Boliim
24’teki ikili aramada) siirekli kargimiza gikacaktir.

16.1 Logaritma Nedir?

2’'nin kuvvetlerini alt alta yazalim:
2l =2, 22 =4, 23 =8, 2t = 16, 2% =32, 26 = 64.

Bu dizide 32 sayis1 beginci kuvvete, 64 ise altinci kuvvete karsilik gelir. Demek
ki “2'nin kacinc1 kuvveti 32 eder?” sorusunun cevabi 5’tir; bunu log, 32 = 5 bici-
minde yazariz ve “32’nin 2 tabaninda logaritmasi 5” diye okuruz. Benzer bicimde
log, 64 = 6 ve logy 8 = 3 olur.

Ayni fikir 10 tabaninda daha da tamdiktir. 10’un kuvvetleri 10, 100, 1000, ...
oldugundan
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esitlikleri gecerlidir. Yani 10 tabaninda logaritma, kabaca “sayiy1 yazarken kag
basamak kullandigimiz1” sayar; bu gozlemi birazdan bir uygulamada yeniden kul-
lanacagiz.

Somut Orneklerden genel tanima gegelim.

Tanim 16.1 (Logaritma). a > 0 ve a # 1 bir taban, x > 0 bir sayr olmak tzere
y = log, = ifadesi

log,z =y <= a ==z
denklemini saglayan y sayisiny gosterir. Burada a’ya logaritmanin tabant (base),
x’e ise logaritmanin argiimant denir.

Tanimi bir kez sindirdikten sonra gu {i¢ sonu¢ dogrudan cikar:

« Tabanin logaritmasi 1’dir: a' = a oldugundan log, a = 1.
« Birin logaritmas1 0’dir: a° = 1 oldugundan log, 1 = 0.

e Us ile logaritma birbirini gotiiriir: log, x = y ise al%8a® = g¥ = g olur.
Yani a'°%® = z’tir.

Ayrica log, a* = k esitligi de tanimm hemen bir sonucudur; ¢iinkii a'nin &’mci
kuvveti a*’dir.

Uyar: 2. En sik yapilan hata, logaritmanin toplama tizerine dagildigine sanmaktur.
Genel olarak

log,(x +y) # log, z +log, y
olur. Somut bir say ile gorelim: logy(4 + 4) = log, 8 = 3 iken logy 4 + logy 4 =
242 = 4’tiir. Logaritmay: toplamaya degil carpmaya ceviren kuraly bir sonraki alt
konuda ispatlayacagiz.

Not 1. Tamwmdaki a # 1 kosulu keyfi degildir. Taban a = 1 seg¢ilseydi 1Y = 1
esitligi her y icin saglanwrdy;, o zaman “l’in kagincy kuvveti x eder?” sorusunun
tek bir cevabr olmazdi. Benzer bicimde argimanin x > 0 olmast da zorunludur:

a¥ ifadesi her zaman pozitiftir, dolaysiyla negatif bir sayinin logaritmast tanimis
degildir.

Ornek 16.2. Asagidaki logaritmalary tanvma kullanarak hesaplayinaz:
1
(a) logs 81, (b) logy 32’ (c) logs 1, (d) log;,0,001.

Céziim. (a) 81 = 3* oldugundan logs 81 = 4.

(b) 3—12 = 2% oldugundan log, 3% = —5. Gorildiagi gibi logaritma negatif de
olabilir; negatif olan, argiimanin 1’den kiiciik olmasidir.

(c) Her tabanda a” = 1 oldugundan logs 1 = 0.

(d) 0,001 = 1073 oldugundan log;, 0,001 = —3. O
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Ornek 16.3. log, 10 saysinan tam say olmadifine gosteriniz ve hangi iki ardusik
tam sayr arasinda bulundugunu belirleyiniz.

Céziim. 2'nin kuvvetlerini animsayalim: 23 = 8 ve 24 = 16. 8 < 10 < 16 oldugun-
dan, 2¥ = 10 esitligini saglayan y degeri 3 ile 4 arasinda olmaldir. Ote yandan y
bir tam say1 olsaydi 2¥ ya 8 ya da en az 16 olurdu. Demek ki 3 < log, 10 < 4 olup
log, 10 tam say1 degildir. O

Ornek 16.4 (Basamak Sayis1). 219 sayusi onluk tabanda kag basamakhdir?

Coziim. d basamakl bir N dogal sayisi, tam olarak 109~! < N < 10¢ esitsizligini
saglayan sayidir. Bu egitsizligin tiim taraflarinin 10 tabaninda logaritmasini alirsak

d—1<log;g N <d

elde ederiz; yani d = [logyo N| + 1 olur. Simdi N = 2% i¢in log;,2 ~ 0,30103
degerini kullanalim:

logy 2% = 100 - log;, 2 ~ 100 - 0,30103 = 30,103.
Tam kismi 30 oldugundan basamak sayis1 30 + 1 = 31°dir. Bu hesapta kullandig-

miz log; 21% = 1001og; 2 esitligini bir sonraki alt konuda ispatlayacagiz. O

16.2 Temel Kurallar: Carpma, Bolme ve Kuvvet

Logaritmanin biitiin giicii su tek gozlemden gelir: ayn: tabanda iki kuvvet garp-
lirken iisler toplanir. Ornegin

23.9% =8.16 =128 = 27

olur ve buradaki 7 {issii, 3 + 4 toplamindan bagka bir gey degildir. Aym egitligi
logaritma dilinde yazalim:

logy(8 - 16) = log, 128 = 7 = 3 + 4 = log, 8 + log, 16.

Goriildiigi gibi logaritma, soldaki ¢arpma islemini sagdaki toplama islemine ge-
virdi. Bu, tanimin bir sonucudur ve agsagidaki teoremle genellesir.

Teorem 16.5 (Carpim Kurali). Her a > 0, a # 1 tabani ve her x,y > 0 ig¢in
loga (.%‘ : y) = loga z+ loga Yy
esitligi gecerlidir.

246



Bolim 16. Logaritma

Kamit. m = log, x ve n = log, y diyelim. Logaritmanin tanimi geregi bu iki esitlik
a" =z ve a =y
demektir. Simdi z ile y’yi carpalim:

Elde ettigimiz a™ 1" = zy esitligini yeniden tanima uygularsak log,(zy) = m +n

bulunur; bu da log, x + log, y demektir. O

Ayni akil yuritme, bélme i¢in de bolimin tisstniin fark oldugu gozlemiyle
(a™/a™ = o™~ ™) yiritilur.

Sonug 16.6 (Boliim Kural). Her z,y > 0 i¢in

loga g = loga T — loga Yy

olur. Ozel olarak x = 1 segilirse logaé = —log,y ¢ikar.

Kanit. m =log, z, n = log, y olsun; yine x = a’™ ve y = ¢"’dir. Bolimii yazalim:

T am—n
y av
Tanim geregi log, % =m —n = log, z — log, y olur. x = 1 durumunda log,1 =0
oldugundan log, % = —log, y elde edilir. O

Teorem 16.7 (Kuvvet Kural). Her k tam sayist ve her x > 0 igin
log, 2* = k - log, x

esitligi gegerlidir. Bu kural k =0 (bu durumda 2° = 1) ve negatif k dejerleri igin
de dogrudur.

Kanit. Once k > 1 olsun. ¥ = g-x---z carpimina carpim kuralimi k& — 1 kez
—

k tane
uygularsak

logaxk =log, * +log, x + -+ +log, x = klog, x

k terim

bulunur. £ = 0 icin sol taraf log,1 = 0, sag taraf O - log, z = 0 oldugundan
esitlik korunur. Son olarak k negatifse ¥ = 1/x7% yazip boliim kuralmi ve az
once buldugumuz pozitif durumu kullanalim:

log, z* = —log, z7% = —(—k)log, z = klog, x.

Boylece kural tiim tam say1 k degerleri icin gegerli olur. O
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Not 2. Kuwvvet kural, karmasikhk hesabinda isimizi cok kolaylastirir. Ornegin
logyn? = 2logyn oldugundan, n? biyikligindeki bir girdide “logaritma kadar
advm” atmak ile n biiyukligindeki bir girdide atmak, sabit bir carpan disinda ayna
istir. Biyik O gosteriminin bu yizden O(logn) derken tabanu belirtmemesi, bir
sonraki alt konuda goreceqimiz taban degistirme formiliiyle netlesecektir.

Ornek 16.8. Asagidaki ifadeleri tek bir logaritma biciminde yazip dederini bulu-
nuz:

(a) logp 2+ log;, 5, (b) logs 54 — logs 2, (c) logy 8 4 log, 16 — logs, 4.

Cézim. (a) Carpim kurali dogrudan log;y(2 - 5) = log;y 10 = 1 verir.

(b) Boliim kuralina gére logs % = log; 27 = 3 olur.

(c) Terimleri sirayla sadelestirelim: log, 8 = 3, log, 16 = 4, log,4 = 2. Buna
gore ifade 3 4 4 — 2 = 5’tir. Dogrulamasi icin 2° = 32 olup log, 32 = 5’tir; carpim
kuraliyla da log, 4% = log, 32 elde edilir. O
Ornek 16.9. log, 323 ifadesini hesaplayiniz ve buldugunuz sonucu dojrudan dog-
rulayiniz.

Céziim. Kuvvet kuralina gore
log, 32% = 3log,32=3-5=15
bulunur. Dogrudan dogrulama: 323 = (2°)3 = 2% dolayisiyla tamm geregi

log, 2'% = 15’tir. Demek ki iissii 6ne indirmek, iissii ayr1 ayr1 hesaplayip logaritma
almaktan ¢ok daha hizhdir. O

Ornek 16.10. 29825119223 4fadesinin degering bulunuz.
Céziim. Usleri énce carpim kuraliyla birlestirelim:
log, 5 + logy 3 = log, 15.

Boylece ifade 21982 15 olur. Bir z sayisi icin a!°%? = z oldugunu tanimdan biliyoruz;
burada a = 2 ve x = 15 oldugundan cevap 15tir. O

Ornek 16.11. logy(z — 2) + logy(x + 2) = 5 denklemini ¢oziiniiz.

(C6ziim. Denklemin anlamli olmasi i¢in her iki argiimanin da pozitif olmasi gerekir:
x—2>0vex+2>0,yani x > 2. Carpim kuralini uygulayalim:

logy(z — 2)(x +2) =5 = logy(2* — 4) = 5.

Tamm geregi logy (22 —4) = 5, 22 — 4 = 25 = 32 demektir. Buradan 22 = 36, yani
x = 6 veya x = —6 bulunur. Ancak z > 2 kogulu z = —6 degerini eler. Dolayisiyla
tek ¢oziim z = 6’dir. Saglama: log, 4 +logy, 8 =243 = 5. O
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16.3 Taban Degistirme

Simdiye kadar biitiin hesaplar: taban1 uygun secerek yaptik. Ama bir ifadede 2,
bagka bir ifadede 4 tabanmi gectiginde iki sayiy1 kargilagtirmak igin ortak bir dile
ihtiya¢ duyariz. Bu ortak dili kuran arag taban degistirmedir.

Somut bir gozlemle baglayalim. log, 8 = 3 idi. Ayni soruyu 8 tabaninda soralim:
8’in hangi kuvveti 2 eder? 8’in kuvvetleri 8,64, ... biciminde hizla biiyiidiigiine
gére iissiin 1’den kiiciik olmasi gerekir. Gergekten de 8'/3 = 2 oldugundan

logg 2 L
0] = -
28 3

olur. Dikkat cekici olan sudur: sonug, log, 8 = 3 sayisinin tersidir.

Bir bagka érnek, hem taban hem argiimanin degistigi durumu gosterir: 43/2 =
(V4)3 = 23 = 8 oldugundan log, 8 = 3'dir. Peki bu 3/2 degerini, elimizdeki log,
bilgisinden bulmanin genel bir yolu var mi1? Asagidaki teorem tam olarak bunu
soyler.

Teorem 16.12 (Taban Degistirme). a,b > 0, a # 1, b # 1 ve © > 0 olsun. Bu

durumda
logy

1 —
%8a logy a

esitligi gecerlidir.

Kamit. y = log, z diyelim. Tanim geregi a¥ = z’tir. Simdi bu esitligin her iki
tarafinin da b tabaninda logaritmasini alalim:

logy, a¥ = logy, x.

Sol tarafta kuvvet kuralini uygularsak log, a¥ = y - logya olur; burada a # 1
oldugundan logy a # 0’dir ve bélme yapilabilir:

1
y-logya =logyr — y = w.
log, a
y yerine log, x yazarak istedigimiz esitligi elde ederiz. O

Sonug 16.13. Aym kosullar altinda

1
logy, a

log, b=

olur. Ayrica log, b -log, c = log, c esitligi gecerlidir.

Kamat. 11k esitlik igin taban degistirme formiiliinde = = b segilir: log, b = 11352’2 =
logba. Ikinci esitlik i¢in taban degistirme formiiliinii log, b = 1123)’2 biciminde yaza-

1
logy, a

lim; logy b = 1 oldugundan bu ifade 'ya indirgenir. Bunu log, c ile ¢arpip son
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adimda taban degistirme formiiliinii bir kez daha kullanalim:

1 0og; C
log b-1 = -1 = =1 .
Oga Ogb c logb a Ogb c logb a Oga c

Bu son esitlik, zincirleme sadelesen carpimlarda ¢ok ige yarar. O

Ornek 16.14. Asagidaki degerleri, taban degistirme formiiliiyle log, cinsinden
hesaplayiniz:

(a) logy8,  (b) logig2,  (c) log;,8.

Cézim. (a) logy 8 = ig? S = 3, beklendigi gibi.

(b) log62 = ll)ogg2126 = 1. Dogrulamast: 1644 = 2.

(¢) Taban 1’den kiigiik oldugunda da formiil aynen caligir: log; /o8 = loggjz =
% = —3. Ikinci teyit: (5) =23 =38, O

Ornek 16.15. log, 5 + log, 25 ifadesini tek bir logaritma bi¢iminde yazinaz.

Coziim. 1ki terimi de 2 tabanna cevirelim. Birinci terim zaten 2 tabanindadir.
Ikinci terim icin taban degistirme formiiliinii kullanalim:
logy 25 2logy b

log, 25 = = = log, 5.
084 log, 4 5 082

(Dogrudan bir kisayol da vardir: hem taban hem argiiman ayni anda kare alinirsa
deger degismez, yani log,» 22 = log, .) Buna gore toplam

logs 5 + log, 25 = log, 5 + logy 5 = log, 25
olur. O

Ornek 16.16.
logy 3 - logz 4 - logy 5 - logs 6 - - - - - log;5 16

carprmanan degerini bulunuz.

(Céziim. Sonug, ilk bakigta ¢ok karmagik goériiniiyor; oysa bir 6nceki sonugtaki
zincirleme egitlik problemi tek adimda ¢ézer. Ardigik carpanlar: ikili gruplayalim:

log, 3 - logs 4 = log, 4, log, 5 - logs 6 = log, 6,

Her grupta “ara taban” sadelesip yoluna devam ediyor. Zinciri bagtan sona uygu-
larsak ara terimlerin tamami birbirini gotiiriir ve geriye yalnizca ilk taban ile son
argiiman kalir:

logy 3 -logz 4 ---log;5 16 = logy 16 = 4.

Gergekten de bu garpim bir teleskopik sadelesmedir: her log; (k 4 1) garpani, ken-
disinden 6nceki terimin argiimanini bir sonraki tam sayiya tasir. O
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Kapanig olarak, taban degistirmenin karmagiklik dilindeki kargiligini gorelim.
log,n = ﬁi’;z esitliginde @ carpani n’den bagimsiz bir sabittir. Bu yiizden ikili
aramada adim sayisii log, n ile, siralamada karsilastirma sayisini log, n ile ifade
etmemiz ne kadar dogalsa, hepsini O(logn) bi¢giminde yazmamiz da o kadar dog-
rudur: taban degistirmek yalnizca sabit bir carpan ekler ve biiyiikk O gosterimi
sabit garpanlar1 gérmezden gelir (Bolim 21’de gérecegimiz gibi). Bu gozlem, ile-
ride O(logn) yazan bir karmagiklhigr okurken “hangi taban?” diye duraksamamaniz
i¢in yeterlidir.
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Boliim 17

Parite ve Simetri

Kombinatorik ve algoritma tasariminda en etkili ¢oziimler cogu zaman uzun he-
saplamalarin degil, problemin altinda yatan dengenin fark edilmesiyle ortaya ¢ikar.
Bir durum uzay1 ¢ok genis olabilir; milyarlarca durum arasindan belirli bir hedefe
ulagilip ulagilamayacagini adim adim aramak (6rnegin kaba kuvvet ile tiim yollar
denemek) algoritmik acidan pratik degildir. Iste bu noktada giiclii bir matematik-
sel filtreye bagvururuz: Parite ve simetri.

Parite, bir nesnenin veya durumun ikiye boliinme karakterini (teklik-¢iftlik du-
rumunu) inceler. Bir siirecin her adiminda bu nitelik korunuyorsa (bir degigmez
olugturuyorsa), baglangi¢ durumu ile hedef durumun pariteleri kargilagtirilarak
hedefe ulagmanin imkansizligi hizla gosterilebilir. Simetri ise durum uzayini birbi-
riyle esdeger pargalara bolerek hem sayma problemlerini kiigiiltiir hem de algorit-
mik stratejilerde rakibin hamlelerini aynalayarak kesin kazang yollar: sunar.

Bu boéltimde; algoritma sorularinda ve yarigmalarda sikca karsimiza ¢ikan im-
kénsizlik ispatlarini, satrang tahtasi ve 1zgara renklendirmelerini ve simetri yardi-
miyla sayma tekniklerini ele alacagiz.

17.1 Parite ve imkansizlik

Bir problemin ¢oziimiinii aramak yerine, bdyle bir ¢oziimiin asla var olamayaca-
g gostermek bilgisayar biliminde 6nemli bir kazanimdir. Arama uzayimni gereksiz
dallardan temizlemek (budama / pruning) ve ulagilamaz durumlar1 bagtan tespit
etmek algoritmanin caligma zamanini ciddi bigimde digiiriir. Bu imkansizlik is-
patlarinin en temel araci paritedir.

17.1.1 Teklik-Ciftlik Aritmetigi ve Degismezler

Giinliik hayattan bildigimiz basit tek-¢ift kurallari, Bolim 14’te ele aldigimiz mo-
diiler aritmetigin (mod2) temelidir.
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Tanim 17.1 (Parite). Bir n € Z tam sayist igin; ejer n = 2k (k € Z) bigiminde
yazilabiliyorsa n’ye ¢ift, n = 2k + 1 (k € Z) bigiminde yazlabiliyorsa n’ye tek
sayn denir. Bir sayiman ¢ift veya tek olma durumuna o sayinin paritest adi verilir.
n ¢ift ise n =0 (mod 2), tek ise n =1 (mod 2) yazilir.

Temel iglemler altinda paritenin davranisi su kurallara dayanir:

Gift + Cift = Cift, Tek + Tek = Qift,
Cift + Tek = Tek, Tek + Cift = Tek,
Cift x Herhangi Bir Tam Say1 = Cift, Tek x Tek = Tek.

Bu tablodan ¢ikan temel sonug sudur: Iki saymin toplamu ile farkinin pa-
ritesi her zaman aynidir. Cinkii:

(a+b)—(a—0b)=2b

fark: her zaman cifttir. Dolayisiyla a + b tek ise a — b de tek, a + b ¢ift ise a — b
de cifttir.

Tanim 17.2 (Degismez (Invariant)). Bir sistemde izin verilen hamleler veya du-
rum gecisleri boyunca degeri hi¢ degismeyen matematiksel bir nicelige veya ozellige
degismez (invariant) denir (bu teknigin genellestirilmis halini Bolum 18’de ay-
rintils inceleyecegiz).

Eger baglangic durumunun sahip oldugu degismez bir 6zellik hedef durumda
bulunmuyorsa, baglangictan hedefe izin verilen kurallarla ulasmak imkansizdir.

Ornek 17.3. Bir tahtada 1,2,3, . ..,2025 sayilar: yazilidir. Her advmda tahtadan
rastgele iki sayr a ve b silinir ve yerlerine bu iki sayimin farks olan |a — b| yazilir.
Bu islem tahtada tek bir say: kalana kadar tekrarlaniyor. Son kalan say: O olabilir
mi?

Coziim. Islem her adimda tahtadaki say1 adedini 1 azaltir. Toplamda 2024 adim
sonra tahtada tek bir say1 kalacaktir. T{im olas1 silme siralamalarini tek tek dene-
mek imkansizdir (2025! civarinda dallanma vardir). O halde her adimda korunan
bir nicelik (degismez) aramaliyiz. Silinen iki saymin yerine farklar yazildigina
gore, tahtadaki sayilarin toplamanin nasil degistigine odaklanalim.

Tahtadaki tiim sayilarin toplamina S diyelim. Bir adimda a ve b silinip yerine
la — b| yazildiginda yeni toplam:

S'=S—a—b+|a—0b|

olur. a ve b’nin biiyiikliikk sirasina bakilmaksizin, mutlak deger |a — b| ifadesi ya
a —byadab— a’dir. Her iki durumda da:

S—8 =(a+b)—|a—b|
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ifadesi daima ¢ift bir sayidir. Nitekim a > b ise (a +b) — (a — b) = 2b (¢ift), a < b
ise (a+0b) — (b—a) = 2a (¢ift) olur.

Bu durum, S ile S’ toplamlarimin paritelerinin ayni oldugunu gosterir:
S'=S (mod 2).

Yani her adimda tahtadaki sayilarin toplamimin teklik-ciftligi degismez kalir.
Baslangictaki toplami hesaplayalim:

2025 x 2026
50:Zk:+:2025><1013.

Iki tek saymim carpimi tek oldugundan, Sy tektir (Sp = 1 (mod 2)).

Son durumda tahtada tek bir x sayis1 kaldiginda, tahtadaki sayilarin toplami
dogrudan bu z sayisina esit olur. Degigsmez prensibi geregince:

r=5 =1 (mod2)

olmalidir. Dolayisiyla son kalan say1 mutlaka bir tek say1 olmak zorundadir. 0 bir
¢ift say1 oldugundan (0 = 0 (mod 2)), son sayimin 0 olmasi kesinlikle imkéansizdir.
O

17.1.2 El Sikisma Lemmasi ve Cift Sayida Tek Derece

Paritenin graf teorisindeki en temel uygulamas: El Sikisma Lemmasi’dir (Hands-
haking Lemma).

Teorem 17.4 (El Sikisma Lemmas1). Sonlu sayida insanin bulundugu bir odada,
tek sayrda kisiyle tokalasmas olan kisilerin saiyist daima ¢ifttir.

Kamit. Odada n kigi bulunsun ve . kiginin yaptigi tokalagma sayisi d; olsun. Her
tokalagma eylemi iki kisi arasinda gerceklegir. Dolayisiyla tiim kisilerin tokalagma
sayilarimin toplami, toplam tokalagma sayisinin (7') tam olarak iki katidir (bu “el
sikigma lemmasi”n1 Béliim 10’da ¢ifte sayim baglaminda graf modeliyle kurmus-
tuk; burada ayni gozlemi parite aracina doniigtiiriiyoruz):

n

Zdi = 2T.

=1

Esitligin sag tarafi 2T oldugundan, toplam daima bir ¢ift sayidir. Bu toplamu,
tokalagma sayisi tek olanlar (“Tek”) ve ¢ift olanlar (“Cift”) olarak iki gruba ayi-

ralim:
Y di+ Y dj=2T.

i€Tek FECift
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> JECift d; toplami cift sayilarin toplami oldugu igin ¢ifttir. Cift bir sayidan cift
bir say1 ¢ikarildiginda sonug ¢ift kalir:

d di=2T— > dj=0 (mod2).

i€Tek JECift

Tek sayilarin toplaminin ¢ift olabilmesi ancak ve ancak toplanan tek sayilarin
adedinin ¢ift olmasiyla miimkiindiir. Dolayisiyla tek sayida kigiyle tokalaganlarin
sayisi ¢ifttir. O

Ornek 17.5. Bir bilgi yarismasinda 15 yarismact vardir. Her yarismacinan di-
ger yarismacilardan tam olarak 7 tanesiyle daha once tanismis olmast mimkin
midiir?

Cézim. Yarigmacilar: birer nokta, tanigikliklar: ise bu noktalar arasindaki cizgiler
olarak diistinelim. Eger bu durum miimkiin olsaydi, her birinin tanigiklik sayisi
(derecesi) d; = 7 olan 15 yarigmaci bulunurdu. Yarigmacilarin tamami tek sayida
(7) tamigikliga sahiptir. Dolayisiyla tek sayida tamigikligi olan kisilerin sayisi 15’tir.
Ancak 15 bir tek sayidir; oysa El Sikisma Lemmasi geregince tek dereceli kisi-
lerin sayis1 ¢ift olmak zorundadir. Dolayisiyla boyle bir durumun gerceklesmesi
miimkiin degildir. O

17.1.3 Alan ve Yol Paritesi (Grid Parity)

Iki boyutlu 1zgaralarda (grid) hareket eden robotlar veya piyonlar, her adimda ko-
ordinatlarim degistirir. Bir kafes graf iizerindeki yollar parite analiziyle dogrudan
sinirlandirilabilir.

Ornek 17.6. Bir robot 5 x 5°lik bir 1zgaramn sol alt késesinde (1,1) noktasinda
durmaktadir. Robot her adimda yalnizca komsu bir kareye (yukari, asagr, saga,
sola) gidebilmektedir. Robotun 1zgaradaki her kareyi tam olarak bir kez ziyaret
edip basladige (1,1) karesine geri dénmesi mimbkin midir?

Cézim. Bir kareyi tam bir kez ziyaret edip basa dénmek bir Hamilton cevrimi
arayisidir. Incelemeyi adim sayisina ve koordinatlarin toplamina dayandiralim.

Robotun bulundugu kareyi (z,y) koordinatlariyla gosterelim (1 < z,y < 5).
Robot her adimda ya z’i £1 degistirir ya da y’yi £1 degistirir. Her iki durumda
da koordinatlarin toplami olan x + y degerinin paritesi degisir:

£ +y=(x+y)+1 (mod2), z+yxl)=(x+y)+1 (mod?2).
Baslangi¢ noktasinda z +y = 1 + 1 = 2 (cift) degerindedir.
e 1. adimda: Tek bir kareye gider.

e 2. adimda: Cift bir kareye gider.
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e Genel olarak, k adim sonra robotun bulundugu karenin koordinat toplami
k ile ayn1 paritededir:

Tpt+yy=x0+yo+k=k (mod 2).

Robotun 5 x 5 = 25 farkl karenin her birini tam olarak bir kez ziyaret etmesi
icin 24 adim atmasi, ardindan baslangi¢ karesine geri donmesi i¢in 1 adim daha
atarak toplam 25 adim atmas1 gerekir.

Fakat 25 adim sonra robotun ulagtig1 karenin koordinat toplaminin paritesi:
o5 +ys =25=1 (mod 2) (Tek)

olmahdir. Oysa baglangi¢ karesi (1,1) igin koordinat toplami 1 + 1 = 2 (Cift)
idi. Tek pariteye sahip bir noktada bulunan robotun, koordinat toplam ¢ift olan
baglangic karesinde olmasi imkéansizdir. Dolayisiyla boyle bir kapali tur yapila-
maz. O

Asagidaki algoritma parcasi, tahtada rastgele yapilan fark hamlelerinin toplam
paritesini nasil korudugunu dogrulamaktadir:

FUNCTION checkParity(numbers)
list = COPY(numbers)
initialParity = SUM(1list) MOD 2

WHILE LENGTH(list) > 1 DO
indexA = RANDOM_INTEGER(O, LENGTH(list) - 1)

valueA = REMOVE_AT(list, indexA)
indexB = RANDOM_INTEGER(O, LENGTH(list) - 1)
valueB = REMOVE_AT(list, indexB)

difference = ABSOLUTE(valueA - valueB)
APPEND difference TO list

ASSERT (SUM(list) MOD 2) EQUALS initialParity
END WHILE

RETURN list[0]
END FUNCTION

sampleList = SEQUENCE(1 TO 5)
finalNumber = checkParity(sampleList)

IF finalNumber MOD 2 EQUALS 1 THEN
parityString = "0dd"

ELSE
parityString = "Even"

END IF
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OUTPUT "Remaining number: ", finalNumber, ", Parity: ", parityString

En Sik Yapilan Hata: Bir problemin parite argiimaniyla ¢oziilebilmesi
igin durum gegiglerinin tamaminda paritenin korunmasi gerekir. Sadece
bazi hamlelerde korunan bir 6zellik degismez (invariant) degildir. Ayrica,
bir hedefin parite testini ge¢gmesi (6rnegin hedefin de tek olmasi), o hedefe
kesinlikle ulasilabilecegini kamtlamaz; parite yalnizca imkansizligi kanit-
lamak i¢in tek yonli bir engeldir (gerek kosuldur, yeter kogul degildir).

17.2 Renklendirme Argiimanlari

Izgara problemleri iki boyutlu yapida oldugundan, tek bir parite degiskeni her za-
man yeterli bilgiyi tagimaz. Bir satrang tahtasini siyah ve beyaz karelere boyamak,
aslinda iki boyutlu bir parite fonksiyonu tanimlamaktir:

Renk(z,y) = (z + y) mod 2.

Bu iki renkli yap1 yetersiz kaldiginda, tahtay: 3, 4 veya daha fazla renkle periyodik
olarak boyayarak daha kapsamli degismezler elde edebiliriz.

17.2.1 Kesik Satrang Tahtas1 ve Domino Kaplamalari

Klasik renklendirme yaklagiminin bilinen érnegi, dominolarla (1 x 2 boyutundaki
taglarla) alan kaplama problemidir.

Tanim 17.7 (Domino ve Tromino). Bir 1 x 2’lik dikdortgene domino; 1 x 3’lik
dikdortgene diiz tromino; 3 birim kareden olusan "L” seklindeki parcaya ise L-
tromino denir. Bir alamn bu taslarla ortilmesine, taslarn st tste binmemesi
ve tahtanan disina tagmamast sartwyla kaplama (tiling) ady verilir.

Ornek 17.8. Standart bir 8 x 8 satrang tahtasindan, karsiikle iki capraz kise
karesi kesilip atilwyor. Kalan 62 kareyi, her biri 1 x 2 boyutunda olan 31 adet
domino tast ile tamamen ortmek mimkin midir?

Céziim. Kalan alan 62 birim karedir ve 31 domino tam olarak 31 x 2 = 62 bi-
rim karelik yer tutar. Alan hesabi agisindan bir engel goériinmemektedir. Ancak
tahtanin geometrik yapisi parite dengesini etkiler.

Standart satrang tahtasi renklendirmesini diigiinelim:

1. 8 x 8'lik tahtada 32 adet siyah, 32 adet beyaz kare vardir.

2. Tahtaya yerlegtirilen her 1 x 2’lik domino, tahtanin neresine ve hangi yonde
(yatay ya da dikey) konulursa konsun, mutlaka bir siyah ve bir beyaz
kareyi Orter.
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3. Dolayisiyla 31 adet domino yerlestirildiginde, ortiilen toplam kareler tam
olarak 31 siyah ve 31 beyaz kare olmak zorundadir.

Simdi kesilen kogeleri inceleyelim: Satrang tahtasinda zit capraz koseler ayni
renge sahiptir. Ornegin sol alt koge (1,1) beyaz ise (1 + 1 = 2), sag iist kése (8, 8)
de beyazdir (8 + 8 = 16). Bu iki beyaz koge tahtadan gikarildiginda geriye:

32 siyah ve 30 beyaz kare

kalir. Oysa 31 dominonun kaplayabilmesi i¢in egit sayida (31’e 31) siyah ve beyaz
kareye ihtiyag vardir. Siyah ve beyaz kare sayilar: esit olmadigindan, bu 62 kareyi
dominolarla kaplamak kesinlikle imkansizdir. O

17.2.2 Daha Fazla Renk: Cok Renkli Argiimanlar

Her parca iki kare kaplamaz. Ornegin 1 x 3’liik diiz trominolar ii¢c kare kaplar.
Standart 2-renkli dama tahtasi boyamasi bu taglar igin yetersiz kalir; ¢iinkii bir
domino gibi her tromino her renkten esit sayida almak zorunda degildir. Bu du-
rumda renk sayisini artirmak gerekir.

Ornek 17.9. 10 x 10 Tuk bir tahta, 1 x 4 lik tetrominolar (cubuklar) kullanilarak
tamamen kaplanabilir mi?

Céziim. Tahtadaki toplam kare sayist 10x 10 = 100’d{ir. Her 1 x4 tetromino 4 kare
kaplar ve 100/4 = 25 parga kullanilmahdir; alan tam boliinmektedir. Standart iki
renkle boyama yapsak, her 1 x 4 parca 2 siyah ve 2 beyaz orter, tahtada da 50
siyah 50 beyaz bulunur; buradan bir geligki dogmaz. O halde parganin uzunlugu
olan 4’e uygun bir 4-renkli boyama kuralim.

Kareleri (i, 7) koordinatlariyla gosterelim (0 < 7,5 < 9). Bir (4,7) karesini su
kurala gore {0, 1,2,3} renklerinden birine boyayalim:

Renk(4,j) = (i + j) mod 4.

Bu boyamada herhangi bir satirda veya siitunda yan yana gelen 4 ardisik kare,
0,1,2,3 mod degerlerinin doérdiinii de tam birer kez igerir. Dolayisiyla, tahtaya
ister yatay ister dikey yerlestirilsin, her 1 x 4 tetromino her bir renkten (0,
1, 2 ve 3) tam olarak birer kare orter.

Eger tahta 25 adet tetromino ile kaplanabiliyorsa, tahtada bulunan 0,1,2,3
renkli karelerin sayilarinin birbirine egit ve 25’er adet olmas: gerekir.

Simdi tahtadaki renk dagilimini hesaplayalim. Tahtay1 4 x 4’liik kare bloklara
bolelim:

o Bir 4 x 4’liik blokta her renkten tam olarak 4 adet bulunur.

258



Bolim 17. Parite ve Simetri

e Tahta 10 x 10 boyutunda oldugundan, bunu doért adet 4 x 4’liikk blok, iki
adet 4 x 2’lik blok, iki adet 2 x 4’liikk blok ve bir adet 2 x 2’lik kose blogu
olarak parcalayabiliriz:

10=4+4+2.

Genigligi veya yiiksekligi 4’tin kati olan her bolgede renkler tamamen dengelidir
(her renkten egit sayida vardir). Renk dengesini bozabilecek tek bolge, sag altta
kalan 2 x 2’lik artik bolgedir.

Bu 2 x 2’lik blogun koordinatlar 7, j € {8,9} olsun:

(8,8) = 84+8=16=0 (mod 4),
(8,9) = 8+9=17=1 (mod 4),
(9,8) = 9+8=17=1 (mod 4),
(9,9) = 9+9=18=2 (mod 4).

Goriildiign gibi bu artik bolgede:

e 0 renginden 1 adet,
e 1 renginden 2 adet,
e 2 renginden 1 adet,

e 3 renginden 0 adet vardir.

Renklerin 4’iin kat1 olan kisimlardaki dagilimi egitti. Bu artik bolge yliziinden
tahtanin tamaminda:

e 1 rengine sahip karelerin sayisi, 3 rengine sahip karelerin sayisindan 2 fazla-
dir.

o Dolaysiyla 3 rengine sahip karelerin sayisi 25 olamaz (en fazla 24 olabilir).

Her tetromino her renkten esit sayida értmek zorunda olduguna gore, bu tah-
tay1 1 x 4’liik tetrominolarla kaplamak olanaksizdir. O

17.2.3 At Gezintisi ve Renk Degisimi
Satrangta atin (knight) hareketi, renklendirme ile ¢oziilen tipik bir kural 6rnegidir.

Teorem 17.10 (Atin Renk Degisimi). Bir satrang tahtasinda standart kurallarla
hareket eden bir at, her hamlesinde bulundugu karenin rengini kesinlikle degis-
tirir. Siyah kareden beyaza, beyaz kareden siyaha geger.
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Kamit. Atin hareketi bir yonde 1 birim, dik yénde 2 birim ilerlemektir. Yani koor-
dinat degisimi (Ax, Ay) € {(£1,+£2), (£2,+1)} kiimesindedir. Yeni karenin koor-
dinat toplamu:

(x + Az) + (y + Ay) = (v + y) + (Az + Ay).
Her olasi hamle i¢in Az 4+ Ay degerleri sunlardir:
+1+2€{-3,-1,1,3}.
Bu degerlerin tamami tek sayidir. Dolayisiyla:
(x+Ax)+ (y+Ay)=(r+y)+1 (mod 2).

Karenin paritesi her hamlede tersine déner. Yani at daima zit renkli bir kareye
basmak zorundadir. O

Ornek 17.11. 5 x 57k bir satrang tahtasinda bir at, (1,1) karesinden baslayp
her kareyi tam olarak bir kez ziyaret ederek yeniden (1,1) karesine dénebilir mi?

Coziim. Tahtay1 standart satrang¢ diizeninde boyayalim. At her hamlede farklh
renkte bir kareye ge¢mek zorundadir; dolayisiyla ziyaret ettigi karelerin renkleri
sirayla degisir.

Kapali bir turda at bagladigi kareye geri doner; yani tur bagladigi renkte biter.
Renkler sirayla degistigine gore, kapali bir turda ziyaret edilen siyah ve beyaz kare
sayilar1 birbirine esit olmak zorundadir.

Oysa b x 5 = 25 kareli tahtada
[25/2] = 13 siyah,  [25/2] = 12 beyaz

kare bulunur. Sayilar egit olmadigindan bu tahtada kapali bir at turu yoktur. [

17.3 Simetri ile Sayma

Biiyiik kombinatorik uzaylarda her durumu tek tek listelemek yerine, uzay1 birbi-
rinin ayna gorilintiisii olan eg parcalara ayirmak sayimi 6nemli 6l¢iide kolaylagtirir.
Simetri, temelde bir esleme (bijection / involution) fikridir.

17.3.1 Esleme ve Yansima Prensibi

Bir S kiimesinde &yle bir f : S — S doniigimii tanimlayalim ki her z € S igin
f(f(x)) = x olsun (f bir involiisyondur) ve hicbir z i¢in f(z) = = olmasmn (sabit
nokta bulunmasin). Bu durumda S kiimesinin tiim elemanlar {z, f(z)} ikilileri
halinde eslegir. Buradan dogrudan su sonucu ¢ikaririz:

|S] ¢ift sayidir ve |S| = 2 x (ciftlerin sayist).

260



Bolim 17. Parite ve Simetri

Teorem 17.12 (Alt Kiimelerin Parite Dengesi). n > 1 elemanl sonlu bir kiimenin
tek sayrda elemana sahip alt kiimelerinin saysy ile ¢ift sayida elemana sahip alt
kiimelerinin sayist birbirine esittir ve her ikisi de 271 dir:

> ()= 2 ()=

k tek k ¢ift

Kanat. Cebirsel olarak bu esitlik Bolim 6’da gordugiimiz (1 — 1)” = 0 binom
agilimindan gikar. Simetri ve egleme (bijection) yaklagimi ise duruma dogrudan
yapisal bir aciklama getirir.

Kiimemiz A = {a1, as, ..., a,} olsun. Ozel bir eleman segelim, érnegin a;. A'nin
herhangi bir X alt kiimesi igin su egleme kuralin1 tanimlayalim:

X \{a1}, egeraj € X ise,
f(X) = ) .
X U{ai}, egera; ¢ X ise.

Bu f fonksiyonunun 6zellikleri sunlardir:
1. f(f(X)) = X’tir (kendi kendisinin tersidir).

2. X kiimesine a; eklenir ya da gikarilir; dolayisiyla eleman sayist |f(X)| =
|X |+ 1 olur.

3. Bir tek saymin 1 fazlasi veya 1 eksigi ¢ift; bir ¢ift saymmin 1 fazlas1 veya 1
eksigi tektir.

Dolayisiyla f, tek elemanli her alt kiimeyi benzersiz bir ¢ift elemanl alt kiimeyle
eslegtirir ve hicbir eleman acgikta kalmaz.

Bu birebir egleme, tek elemanli alt kiimelerin kiimesi ile ¢ift elemanli alt kiime-
lerin kiimesinin eleman sayilarinin tam olarak esit oldugunu gosterir. Toplam 2"
alt kiime olduguna gore, her birinin sayis1 2" /2 = 2"~ 'dir. O

17.3.2 Palindrom Sayimi
Simetrinin dizgiler (stringler) iizerindeki en dogrudan uygulamasi palindromlardir.

Tanim 17.13 (Palindrom). Soldan saga ve sagdan sola okunusu ayni olan diz-
gilere veya sayilara palindrom denir. Bir s = s153...8, dizgisinin palindrom
olmasi, her 1 < i < n igcin:

Si = Sn—i+1

olmasy demektir.

Bir palindromun ilk yarisi belirlendiginde, ikinci yarisi ayna simetrisi geregi
tek bir sekilde belirlenir. Bu durum, serbestge secilebilecek bagimsiz degisken
sayisini (serbestlik derecesini) yariya indirir.

261



Bolim 17. Parite ve Simetri

Teorem 17.14 (Palindrom Sayisi). ¥ alfabesinin boyutu |X| = k olsun. n uzun-
lugundaki palindrom dizgilerin sayisu:

kIm/21
formdiliyle verilir.
Kanst. Dizgimiz s159. .. s, olsun.

o n cift ise (n = 2m): Ilk m karakter (sy, s2, ..., S,,) alfabedeki k karakterden
herhangi biri olarak serbestce segilebilir (k™ yolla). Geriye kalan karakterler
simetri kurali geregince s;+1 = Sm, - - -, Sam = S1 olarak zorunlu belirlenir.
Toplam secim sayis1 k™ = k™/2'dir.

e n tek ise (n = 2m + 1): Ortadaki karakter s,,+1 de dahil olmak {izere ilk
m+1 karakter serbestce secilebilir (K *! yolla). Sonraki m karakter simetrik
esleriyle eslesir. Toplam secim sayis1 k™1 = k["/21°dir.

Her iki durum birlestirildiginde sonug &™/21 olur. O

Ornek 17.15. {0,1} ikili alfabesi iizerinde taniml 10 uzunlugundaki tim bit
dizgilerinden rastgele biri seciliyor. Segilen dizginin palindrom olmama olasilijt
kagtir?

Céziim. Palindrom olmayan dizgileri dogrudan saymak yerine, simetrinin korun-
dugu durumu (tiimleyen olay1) sayip tiim durumlardan gikarmak daha pratiktir.

1. Toplam ikili dizgi says:: 210 = 1024.

2. Palindrom olan ikili dizgi sayisi: n = 10 ¢ift say1 oldugundan serbestlik
derecesi 10/2 = 5’tir. Dolayisiyla ilk 5 bit serbestge segilir, son 5 bit bunlarin
yansimasi olur:

Palindrom Sayis1 = 2° = 32.

3. Palindrom olmayan dizgilerin sayisi:

1024 — 32 = 992.
4. Tstenen olasilik: 992 11
P=—=— (~ .
1024 32 (= 796,875)

O

Ornek 17.16. 6 x 6Lk bir wzgaramin kareleri siyah ve beyaza boyanacaktir. Izga-
ramin merkezine gore 180° dondiirildiginde gorintisinin degismemesi (merkezi
simetriye sahip olmasi) sartwyla kag¢ farkl boyama yapilabilir?
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Cozim. 180° donme simetrisi, her (z,y) karesinin tahtanin merkezine gore si-
metrigi olan kareyle ayni renge sahip olmasini gerektirir. Bu durum kareleri ikili
denklik simiflarina (yoriingelere) ayirir.

Satir ve stitun indislerini 1 < 4,5 < 6 olarak alalim. (¢,7) karesinin tahta
merkezine gore 180° dondiiriilmiig hali (7—1,7—7) karesidir. 6 x 6 tahtada i = 7—1
olamaz ¢linkii 7 tek sayidir (merkezde tek bagina kalan sabit bir kare yoktur).

Bu durumda tahtadaki 36 kare, birbirinin 180° dénmiig hali olan ¢iftler halinde
gruplanir:

{(i7j)7(7 _'i77 _'j)}'
Toplam ¢ift sayisi:
36
5 =
Her bir ¢iftin rengini belirlemek bagimsiz bir se¢imdir ve 2 segenek vardir (ikisi
birden siyah veya ikisi birden beyaz). Bir kare boyandiginda simetrigi de aym
renge boyanmak zorundadir.

18.

Dolayisiyla simetrik boyama sayisi:
21 = 262144

farkh gekilde gerceklestirilebilir. O

Asagidaki C kodu, verilen bir dizginin palindrom olup olmadigini simetri ek-
seninden digsa dogru Bolim 22’de inceleyecegimiz two pointers teknigiyle kontrol
eder:

#include <stdio.h>
#include <stdbool.h>
#include <string.h>

// Iki isaretci ile simetri kontrolu: O(n) zaman, 0(1) ekstra alan
bool palindrom_mu(const char *str, int n) {

int sol = O;

int sag = n - 1;

while (sol < sag) {
if (strlsol] != strlsagl) {
return false; // Simetri bozuldu
}
sol++;
sag--;
}
return true; // Tum ayna ciftleri eslesti

3

int main() {
char si[] ;
char s2[] ;
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printf( , sl, palindrom_mu(sl, strlen(sl)) 7
)

printf( , 82, palindrom_mu(s2, strlen(s2)) 7 :
);

return O;

17.3.3 Oyunlarda Simetri Stratejisi

Kombinatoryal oyun teorisinde simetri, genellikle ikinci oyuncu igin belirleyici
bir kazanma (veya kaybetmeme) stratejisi sunar. Tahtada merkezi veya eksensel
bir simetri tamimlanabiliyorsa, rakibin her hamlesi simetrik noktaya yansitilarak
cevaplanabilir.

Ornek 17.17 (Simetri Stratejisi). Yuvarlak bir masanan iizerine iki oyuncu sirayla
esit buyiklikte madeni 1 TL’lik paralar koymaktadir. Paralar st tiste gelemez ve
masanin disina tasamaz. Masaya gecerle bir hamleyle son paray: koyan oyuncu
oyunu kazanwr (hamle yapamayan kaybeder). Oyunu dogru stratejiyle oynayan
birinci oyuncunun daima kazanabilecegini kanatlayiniz.

(Céziim. Strateji: Masa dairesel oldugundan merkezi simetriye sahiptir. Birinci
oyuncu su adimlar: izler:

1. 1lk Hamle: Birinci oyuncu ilk parasmi tam olarak dairesel masanin mer-
kezine yerlestirir.

2. Sonraki Hamleler: Ikinci oyuncu masanin neresine bir para koyarsa koy-
sun, birinci oyuncu bu paranin masanin merkezine gore tam simetrigi olan
noktaya kendi parasini koyar.

Neden calisir? Masa merkeze gore simetrik oldugundan, ikinci oyuncunun
bos bulup para koydugu bir yerin simetrigi de kesinlikle bostur ve masanin
iizerindedir. Eger bu simetrik nokta dolu olsaydi, simetri kurali geregi ikinci
oyuncunun oynadigl noktanin da daha énceden dolu olmasi gerekirdi; bu ise bir
celigkidir.

Boylece ikinci oyuncu ne zaman gegerli bir hamle yapabilse, birinci oyuncunun
daima ona karsilik gelen gecerli bir hamlesi hazir bulunur. Paralarin kapladig:
toplam alan sonlu oldugundan oyun belirli bir adim sonra biter. Son hamleyi
mutlaka birinci oyuncu yapacaktir ve oyunu birinci oyuncu kazanair. O
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En Sik Yapilan Hata: Simetri stratejilerinde simetri merkezinin hamle
yapilabilir bir nokta olup olmadigima dikkat edilmelidir. Ornegin simetri
merkezi bog kalamiyorsa ya da oyun tahtasinmin boyutlar ¢ift ise (merkez
bir kare degil de karelerin kesigsim noktasiysa), birinci oyuncu merkeze tag
koyamaz. Bu durumda simetri avantaji genellikle ¢kinci oyuncuya gecger.

17.4 Bo6liim Ozeti ve Ipuclar:

Bu boliimde, kombinatorik problemleri ve algoritmik durum uzaylarini basitlesti-
ren iki temel araci inceledik:

e Parite: Bir saymin 2’ye bolimiinden kalandir. Toplam ve farkin paritesi
aymdir (a+b=a—b (mod 2)). Siireg boyunca korunan bir parite (degismez
/ invariant), ulagilamaz durumlar1 kesin bir dille ispatlar.

o« El Sikisma Lemmasi: Bir grafta tek dereceli diigiimlerin sayisi daima
gifttir. Tamigiklik, kenar ve derece sorularinda ilk kontrol edilmesi gereken
parite kuralidir.

« Renklendirme: Iki boyutlu 1zgaralarda dominolar icin 2 renk (dama tah-
tast), 1 x k boyutundaki parcalar i¢in k& renk periyodik boyama kullanilir.
Alan yeterli olsa dahi, renklerin sayisal dengesizligi kaplamanin imkénsiz
oldugunu gosterir.

o Simetri ve Egleme: Durum uzaymi ayna ciftlerine ayirmak (z < f(x)),
eleman sayisimin ¢ift oldugunu veya iki kiitmenin boyutunun esit oldugunu
gosterir.

e Palindromlar: Simetri ekseni serbestlik derecesini yariya indirir. n uzunlu-
gundaki bir dizgide bagimsiz se¢im sayis1 [n/2] dir.

e Simetrik Oyunlar: Tahtada simetriyi elinde tutan oyuncu, rakibinin ham-
lelerini aynalayarak her zaman gecerli bir hamle bulmay1 garanti eder.
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Invaryant ve Monovaryant

Olimpiyat matematiginde ve algoritmik diigiincede sikga kargilagilan problemle-
rin 6nemli bir kismi dinamik siireglerle ilgilidir: Tahtaya sayilar yazilir, belirli
kurallara gore silinip yerlerine yenileri konur; bir adada yasayan farkli renkteki
bukalemunlar kargilagip renk degistirir; ya da bir grafin diigiimleri arasindaki bag-
lantilar adim adim giincellenir. Bu tiir siireclerde karsimiza genellikle iki temel
soru cikar:

1. Belirli bir baglangic durumundan arzu edilen bir hedef duruma ulagmak
miimkiin midir?

2. Bu siire¢ sonsuza kadar devam edebilir mi, yoksa sonlu sayida adim sonra
durmak zorunda midir?

Tim olast hamle kombinasyonlarini denemek (kaba kuvvet / brute-force), du-
rum uzayinin hizla dallanip biiyiimesi sebebiyle olanaksizdir. Bu noktada iki temel
analitik ara¢ devreye girer: Siire¢ boyunca higbir zaman degigsmeyen bir biiyiik-
lugi takip eden degismez (invaryant) ve her adimda tek bir yonde (siirekli
artan ya da siirekli azalan) degisen bir biiytikligi izleyen yari-degismez (mo-
novaryant).

18.1 Invaryant
Bir siirecin karmagikligi icinde kaybolmamak igin, her hamlede korunan bir denge

arariz. Bu yontem, ozellikle “A durumundan B durumuna ulagilamayacagim” (im-
kansizlig1) gostermek igin en uygun aragtr.

18.1.1 Motivasyon ve Sezgi: Tahtadaki Sayilar

Fikri somut bir érnekle ele alalim:
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Tahtada 1,2,3,...,10 sayilar: yazihidir. Her adimda herhangi iki a ve
b sayisi silip yerlerine |a — b| farkini yaziyoruz. Tahtada tek bir say1
kalana kadar bu igleme devam ediliyor. Son kalan sayimin 0 olmasi
miimkiin midir?

Birkag rastgele deneme yapalim:

o Ilk adimda 1 ve 2 silinip yerine |1 — 2| = 1 yazlabilir. Sayilarmiz:
1,3,4,5,6,7,8,9,10 olur.

 Bagka bir tercihle 9 ve 10 silinip |9 — 10| = 1 yazilabilir.

Olas1 eglemelerin sayisi ¢cok fazladir. Fakat hamlenin sayilarin toplami tizerindeki
etkisine odaklanalim. Tahtadaki tiim sayilarin toplamimi S ile gosterelim. Iki say1
se¢ip (a ve b), bunlan silip |a — b| ekledigimizde yeni toplam S’ ne olur?

S'=S—a—b+|a—0b|

Burada mutlak degerden kurtulmak icin genelligi bozmadan a > b kabul edebiliriz.
O halde |a — b| = a — b olur:

S =S—a-b+(a—b)=85—2b

Bu sonug belirleyicidir: Yeni toplam, eski toplamdan ¢ift bir say1 (2b) gikarilarak
elde edilmistir. Bagka bir deyisle:

S'=S (mod 2)

Hamle ne olursa olsun, tahtadaki sayilarin toplaminin tekligi ya da ¢iftligi (Bolim
17’de inceledigimiz parite 6zelligi) asla degismez.
Baslangictaki toplami hesaplayalim:

10x 11
=

Gortildigi tizere Sy = 55 tek bir sayidir (55 =1 (mod 2)). Stirecin her adiminda
parite korundugundan, tahtada kalan son sayimin da tek olmasi zorunludur. Biz-
den son saymin 0 olup olamayacag: sorulmustu. 0 ¢ift bir say1 oldugundan (0 = 0
(mod 2)), bu hedefe ulagmak imkéansizdir.

So=1424+3+---4+10= 55

18.1.2 Tanim ve Temel Teorem

Tanim 18.1 (Invaryant / Degismez). Bir dinamik sistemde, izin verilen herhangi
bir durum gegisi (hamle) altinda degerini koruyan matematiksel bir biyiklige ya
da ozellige degigmez (invaryant) denir.

Daha bigimsel olarak; durumlar kiimesi S, izin verilen hamle bagintiss T C S XS
olmak tizere, her (s,s") € T icin f(s) = f(s') kosulunu saglayan bir f : S — X
fonksiyonuna sistemin bir invaryanty denir.
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Teorem 18.2 (Imkansizlik Prensibi). Bir sistemin baslangic durumu sq, ulasilmak
istenen hedef durumu speqer ve sistemin bir invaryants f olsun. Eger

f(So) 7& f(shedef)

ise, izin verilen kurallarla so durumundan Speqep durumuna ulasmak imkansizdor.

Kanit. Timevarim ile agiktir. Baglangigta f(sg) = ¢ olsun. Yapilan her k. hamle
sonunda ulagilan durum sy ise, invaryant tanimi geregi f(si) = f(sk—1) = ... =
f(so) = c olur. Dolaysiyla sistemin ulagabilecegi tiim durumlarin f altindaki
goriintiisii ¢ olmak zorundadir. f(Spedef) # ¢ oldugundan, hedef duruma higbir
sonlu adimda ulagilamaz. O

18.1.3 Bukalemun Problemi

Olimpiyatlarda sik¢a anilan klasik invaryant sorularindan biri “ii¢ renk” ya da
bilinen adiyla “bukalemun” problemidir.

Ornek 18.3 (Bukalemun Problemi (Kvant Dergisi, 1985)). Bir adada 13 sar,
15 yegil ve 17 kwrmaze bukalemun yasamaktadir. Farkly renkteki iki bukalemun
karsilastiginda, her ikisi de renklerini tgtinci renge dontstirmektedir (6rnegin bir
sar ile bir yesil karsilasirsa ikisi de kirmaze olur). Ayni renkteki iki bukalemun
karsilastiginda ise renk degisimi olmamaktadir. Zaman i¢inde tim bukalemunlarin
aym renge dontsmesi mumkin midir?

Céziim. Sari, yesil ve kirmizi bukalemunlarin anlik sayilarini sirasiyla s, y, k ile
gosterelim. Baglangicta (s,y, k) = (13,15,17)’dir. Toplam bukalemun sayisi1 13 +
15 4+ 17 = 45°tir.

Hedeflenen durumlar gunlardir:
o Hepsi sar1: (45,0,0)

o Hepsi yesil: (0,45,0)

o Hepsi kirmizi: (0,0,45)

Olas1 bir hamleyi inceleyelim. Bir sar1 ve bir yesil bukalemun kargilagtiginda
sayilar su sekilde degisir:

s=s5s—-1, y=y—-1, K=k+2
Gruplar arasindaki farklara bakalim:

s—y=06-1)-(y-1)=s—y
S—kK=6-1)—-(k+2)=5s-—
y-k=@y-1)-(k+2)=y-

k—3
k—3
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Farklarin dogrudan korundugu séylenemez; ancak farklar ya hi¢ degismemekte
(s — y) ya da tam olarak 3 azalmaktadir (s — k ve y — k). Bu durum Béliim
14’te ele aldigimiz modiiler aritmetik yaklagimina isaret eder. Herhangi iki renk
grubunun sayisi arasindaki fark modulo 3’te sabit kalir:

—y=s—y (mod3), s—k=s—k (mod3), 3y —k=y—k (mod 3)
Baglangi¢c durumundaki farklar: hesaplayalim:

s—y=13—-15=-2=1 (mod 3)
y—k=15-17=-2=1 (mod 3)
k—s=17—13=4=1 (mod 3)

Goruldiigi gibi baglangigta hicbir iki grubun farki 0 (mod 3) degildir.
Oysa hedeflenen durumlarda (6rnegin hepsi sar1 oldugunda (45,0,0)):

y—k=0—-0=0=0 (mod 3)

olmalidir. Benzer sekilde diger iki hedef durumda da sifira egit olan iki grup bulu-
nacagindan, aralaridaki fark 0 = 0 (mod 3) olmak zorundadur.

Sistemin invaryanti geregi, hi¢cbir adimda farklarin modulo 3’teki degeri 1’den
0’a doniigemez. Dolayisiyla tiim bukalemunlarin tek bir renkte toplanmasi imkan-
sizdir. 0

18.1.4 Coziimlii Ornekler

Ornek 18.4 (Kesilmis Satrang Tahtast (Max Black, 1946)). 8 x 8 boyutundaki
standart bir satrang tahtasimn karsiikly iki capraz kosesi kesilip atiliyor. Kalan
62 kareyi, her biri 1 x 2 boyutunda olan domino taslaryla eksiksiz drtmek neden
imkdansizdir?

(C6ziim. Bu problemi Béliim 17’de renklendirme yontemiyle ¢6zmiigtiik; ayni so-
nuca bir degismez kurarak da ulagabiliriz. Tahta standart olarak boyandiginda 32
beyaz ve 32 siyah kare bulunur. Kargilikh iki ¢apraz koése ayni renkte oldugundan
kesilmig tahtada fark 2’dir.

Her domino tam olarak bir siyah ve bir beyaz kare orter. Dolayisiyla ka¢ domino
kullanilirsa kullanilsin ortiilen siyah ve beyaz kare sayilari esit kalir; bu, siirecin bir
degismezidir. Ortmenin tamamlanabilmesi icin farkin 0 olmasi gerekirdi; oysa
basglangictaki fark 2’dir. Demek ki boyle bir 6rtme yoktur. O

Ornek 18.5. Dairesel bir masanin etrafinda 6 adet madeni para bulunmaktadur.
Baslangigta 5 tanesi tura (T'), 1 tanesi yazi (Y ) gelmistir. Bir adimda, yan yana
bulunan herhangi iki parayr ayne anda ters ¢evirme hakkina sahibiz (yani T <Y ).
Sonlu sayrda adim sonunda tim paralar: tura yapmak miimkin mddir?
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Céziim. Paralar: saat yoniinde 1,2, 3,4, 5, 6 olarak numaralandiralim. Bir paranin
durumunu 7" = 0 ve Y = 1 olarak kodlayalim. Yan yana iki paranin ters ¢evrilmesi
durumunda toplam yazi sayisi nasil degisir?

o Ikisi de Y ise, ikisi de T olur: Yaz1 sayisi 2 azalir.
e Biri Y, biri T ise, durumlar yer degistirir: Yazi sayis1 degismez.
o Ikisi de T ise, ikisi de Y olur: Yazi sayis1 2 artar.

Her {i¢ durumda da yazilarmn toplam sayis1 AY € {—2,0, 42} kadar degisir. Yani
toplam yaz1 sayisinin paritesi bir invaryanttir.

Baglangigta tam olarak 1 adet yaz vardir (tek say1). Ttm paralarin tura olmasi
durumunda ise 0 adet yaz olacaktir (¢ift say1). Parite asla degismeyeceginden, tek
sayida yazidan 0 yaziya ulagsmak imkansizdir. O

Ornek 18.6. Tohtada siraswyla (a,b) say ikilisi yazbdwr. Bir adimda bu ikili
silinip yerine (a + b,a — b) dkilisi yazlabilmektedir. Baslangicta tahtada (1,+/2)
ikilisi yazl ise, sonlu sayrda advm sonra (2,2v/2) ikilisine ulasiabilir mi?

Coziim. Adimlar: cebirsel olarak inceleyelim. Sayilar dogrusal bir déniigiime ugra-
maktadir. Kareler toplamina bakacak olursak:

(a4 b)2+ (a—b)? =a®+2ab + b* + a® — 2ab + b* = 2(a® + b?)

Karelerin toplami her adimda 2 katina ¢ikmaktadir. Bu tam bir invaryant olmasa
da her k adimda bir 2% carpani iiretir.

Simdi dogrudan katsay1 yapisini izleyelim. i1k ikili (1,+/2)’dir.

1. adm: (1++v/2,1—+/2)
2. adim: Bu ikiliden ((1 +v/2) + (1 —+/2), (1 +v2) — (1 — v2)) = (2,2V2).

Goriildiigi gibi ikinci adimda dogrudan hedefe ulagilir.

Bu 6rnek 6nemli bir yontemsel uyar: barindirir: Her problemde dogrudan im-
kansizhk gostermeye odaklanmamak gerekir. Invaryant yontemi imkansizlik is-
patlarinda oldukca giicliidiir; ancak soru “ulasilabilir mi?” diye sordugunda yanit
olumlu da olabilir ve bu durumda yapilmas: gereken, hamle dizisini dogrudan insa
etmektir. O

Ornek 18.7. Bir cember iizerinde 2024 tane sayr yazhder. Bu sayilarin her biri ya
+1 ya da —1’dir. Her advmda her sayinin yerine, kendisi ile saat yoniindeki kom-
susunun carprms aynt anda yazilmaktadir. Baslangictaki sayilarin ¢carpima —1 iken
sonlu adim sonra tim saydarin +1 oldugu bir duruma ulasilabilecegini gosteriniz.
Bu hedefe ulasan somut bir baslangi¢c durumu kurunuz ve carpum invaryantinim bu
soruyu neden ¢ozmediging aciklayimiz.
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Cézim. Cemberdeki sayilar1 saat yoniinde x1,xs,...,z, (n = 2024) olarak ad-
landiralim (indisler mod n alinmaktadir). Bir adim uygulandiginda yeni sayilar
z; = z;xi41 olur. Tiim sayilarin ¢arpimini inceleyelim:

P = (z129)(wox3) - - - (xpw1) = 232322 =1
Her bir z; € {—1,1} oldugundan x? = 1’dir. Dolayisiyla ilk adimdan sonra sa-
yilarin garpimi her zaman 1 olur. Ancak hedef durum olan “tim sayilarin +1
olmas1” halinde de ¢arpim 1 oldugundan, bu garpim invaryanti hedefe ulagmay1
yasaklamaz; invaryantin yetersizligi tam olarak buradadir.

Doniigiimii ardigik adimlar icin inceleyelim. Tki adim tist tiste uygulandiginda:

(2) ’od 2
v =2y = (Ti%i1) (Tit1Tite) = TiTiTiva = TiTito

elde edilir. Benzer bicimde ilerletilirse, genel olarak 2¥ adim sonra:

(2%) _

olur.

Simdi baglangi¢ ¢arpimi —1 iken sonlu adimda tiim sayilarin +1 yapilabilece-
gini somut bir érnekle gosterelim. n = 2024 igin, indisleri ¢ = 0 (mod 8) olan
konumlara —1, diger tiim konumlara +1 yerlegtirelim. 2024 = 8 - 253 oldugundan
dizilimde 253 tane —1 vardir ve baglangictaki ¢arpim:

P=(-1)*=-1

olur. Tanimlanan dizilim 8’li periyodik oldugundan her ¢ icin x;48 = x; esitligi
saglanir. Buradan k& = 3 secilirse, elde ettigimiz baginti geregi 8 adim sonra:

8 2
$§):$i'35i+8:$¢:+1

bulunur. Demek ki yalnizca 8 adim sonra ¢emberdeki tiim sayilar +1 olur. Boylece
hedefe ulagilamayacag: yoniindeki iddia ¢iiriitiilmiis olur; istenen durum miimkiin-

dir. O

18.1.5 Kod ile Simiilasyon

Invaryantin korundugunu dogrulamak ve sezgi gelistirmek icin bir simiilasyon ya-
zabiliriz. Bukalemun problemini simiile eden asagidaki s6zde kodu inceleyelim:

FUNCTION chameleon_simulation(yellow, green, red, max_steps = 1000):
state = [yellow, green, red]

FOR step FROM 1 TO max_steps DO
available_colors = empty list
FOR index FROM O TO 2 DO

IF statel[index] > O THEN
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APPEND index TO available_colors
END IF
END FOR

IF LENGTH(available_colors) < 2 THEN
BREAK
END IF

SELECT TWO DISTINCT elements i, j RANDOMLY FROM available_colors
state[i] = state[i] - 1

state[j] = state[j] - 1
state[3 - i - j] = state[3 - i - j] + 2

d1
d2

(state[0] - state[1]) MOD 3
(state[1] - state[2]) MOD 3

ASSERT dl1 == (yellow - green) MOD 3
ASSERT d2 == (green - red) MOD 3
END FOR

RETURN state
END FUNCTION

initial_yellow = 13
initial_green = 15
initial_red = 17

final_state chameleon_simulation(initial_yellow, initial_green,
initial_red)
OUTPUT "Reached final state:", final_state

18.1.6 En Sik Yapilan Hatalar

« Yalanc1 Invaryant: Bir 6zelligin sadece birka¢ hamlede korundugunu gé-
rip tim hamlelerde gecerli oldugunu varsaymak. Bir ifadenin invaryant ol-
dugunu iddia ediyorsaniz, izin verilen istisnasiz her hamle altinda degerinin
korundugunu cebirsel olarak gostermelisiniz.

o Ters Yon Hatasi: f(Spedef) = f(S0) olmasinin hedefe ulagilabilecegini ga-
rantilemedigini unutmak. Invaryant yalnizca imkansizlig: kanitlar; ulagilabi-
lirligi gostermek igin agik bir hamle dizisi (yapic1 algoritma) ortaya konma-
lidir.
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18.2 Monovaryant

Invaryant bir biiyiikliigiin sabitligini kullanirken, yari-degismez (monovar-
yant) her adimda tek bir yone dogru (monoton) degigen bir niceliktir.

Monovaryantin en temel iglevi, algoritmik stire¢lerin sonlanacagim (termi-
nation) ispatlamasidir. Bilgisayar biliminde bir algoritmanin sonsuz dongiiye gir-
meden duracagimi kanitlamak, olimpiyatlarda ise verilen bir oyunun veya strecin
nihayete erecegini gostermek monovaryant yaklagimiyla ¢oziime kavusturulur.

18.2.1 Motivasyon ve Sezgi: Komsularla Barigsma
Klasik bir 6rnekle baglayalim:

Bir mecliste n parlamenter bulunmaktadir. Her parlamenterin meclis
icinde en fazla 3 tane diismani vardir. Meclis bagkani, parlamenterleri
iki farkli komisyona &yle bir ayirmak istemektedir ki, her parlamente-
rin kendi komisyonunda en fazla 1 diigmani bulunsun. Béyle bir ayrim
her zaman miimkiin miidiir?

Parlamenterleri A ve B komisyonlarina geligigiizel dagitarak baglayalim. Muh-
temelen bazi parlamenterlerin kendi komisyonlarinda 2 veya 3 diigmani buluna-
caktir.

Durumu diizeltmek igin Boliim 27’de ayrintilarini ele alacagimiz greedy bir
kural belirleyelim:

“Kendi komisyonunda 2 veya daha fazla diismani bulunan herhangi bir
parlamenteri alip diger komisyona aktar.”

Bir parlamenterin kendi grubunda > 2 digmam varsa ve toplamda en fazla
3 diigmani olabiliyorsa, diger grupta en fazla 3 — 2 = 1 diigmani bulunabilir.
Dolayisiyla bu gecis yapildiginda, o kisi kendi acisindan daha az catigmali bir
ortama geg¢mis olur.

Burada temel soru sudur: Bir parlamenteri karsiya gecirdigimizde, karsi grup-
takilerin diigman sayis1 artabilir; bu durum zincirleme bir etkiyle parlamenterlerin
gruplar arasinda sonsuza kadar gidip gelmesine yol acabilir mi?

Sonsuz doéngii ihtimalini elemek i¢in sistemin tamamini niteleyen bir biiyiiklik
tanimlayalim:

E = Ayni komisyonda bulunan diigman parlamenter ciftlerinin toplam sayisi

Bir parlamenter P, kendi komisyonunda d;; > 2 diigmana ve karsi komisyonda
dag < 1 diismana sahipken karsiya gectiginde F nasil degigir?

e P’nin eski komisyonundaki dj, adet diigmaniyla olan bagi kopar (E degeri
di; kadar azalr).
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e P’nin yeni komisyonundaki dq,s adet kisiyle olan diigmanliklar: ayni komis-
yon i¢ine girer (E degeri dg,s kadar artar).

Yeni toplam diismanlik sayis1 E’:
E' = F — di¢ + days
Burada di; > 2 ve dgq,g < 1 oldugundan:
EF'<E-24+1=F-1

Her hamlede E degeri en az 1 azalmaktadir.

E sayisi negatif olamaz (E > 0). Bir tam say: her adimda azalarak alttan si-
nirli bir kiimede sonsuza kadar hareket edemez; bu nedenle siire¢ sonlu sayida
adim sonra durmak zorundadir. Siire¢ durdugunda kurali uygulayacak hicbir par-
lamenter kalmamig olur ki bu da her parlamenterin kendi komisyonunda en fazla
1 diigmaninin kaldigi hedef durumun saglandigini gosterir.

18.2.2 Tanim ve Teorem

Tanim 18.8 (Monovaryant / Yari-Degismez). Bir sistemin her durum gegisinde
monoton olarak kesin bi¢imde azalan (veya artan) ve alttan (veya dstten) sinarl
olan bir biyiklige yari-degismez (monovaryant) veya Lyapunov fonksi-
yonu denir.

Teorem 18.9 (Sonlanma Ilkesi). Bir ayrik durum uzayinda tanyml M monovar-
yanty tam sayr degerler alsin. Eder her adimda:

M(sg+1) < M(sg) —1

ve her durum s i¢in M(s) > C (alttan sinawrl) ise, siireg en fazla M(so) —C advm
sonra durmak zorundadir.

Kanat. k adim sonra M (s;) < M(sg) — k olur. Eger siire¢ k > M (sg) — C adim
devam edebilseydi, M (si) < M(so) — (M(sp) — C) = C elde edilirdi ki bu durum
M’nin alttan C' ile sinirli olmasiyla gelisir. Dolayisiyla siire¢ durmak zorundadir.

O

18.2.3 (Coziimlii Ornekler

Ornek 18.10. Diizlemde n adet kirmiz nokta ve n adet mavi nokta bulunmakta-
dwr. Hicbir ti¢ nokta dogrusal degildir. Kirmaz noktalar ile mavi noktalar, ¢izilen
dogru parcalary birbirini kesmeyecek sekilde birebir esleyen dogru parcalar: ¢izme-
nin daima miamkin oldugunu kanitlayiniz.
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Céziim. Kirmizi noktalar kiimesi K, mavi noktalar kiimesi M olsun. Bolim 4’te
gbrdiigiimiiz permitasyon kavrami uyarinca toplam n! farkh birebir egleme yapi-
labilir ve durum uzay1 sonludur.

Olas1 herhangi bir eslemede, kirmiz1 R; noktasi ile mavi By ;) noktas: birlegti-
rilsin (7, {1,...,n} kiimesinin bir permiitasyonudur).
Iki dogru parcas: kesistiginde iicgen esitsizligini kullanarak mesafeleri kisaltma

yoluna gidebiliriz. Diyelim ki RyB; ve RoBy dogru parcalari bir X noktasinda
kesisiyor olsun. Eslesmeyi degistirip R1’i Ba’ye, Ro’yi By’e baglayalim.

Tim dogru parcalarinin uzunluklar: toplamini monovaryant olarak secelim:

n
L= |RiBq
i=1
Kesigen iki dogru parcasinin uzunluklar: toplama:

|[R1B1| + [RoBa| = (|[R1X| + [XBi) + (|R2 X | 4 | X Ba)
= (|[R1 X[ + | X Ba|) + (|[R2 X| + | X B1])

Ucgen esitsizligine gore, Ry, X, By dogrusal olmadigindan:
|R1B2| < |R1X‘ + ’XB2|

ve benzer gekilde:
|R2B]_| < ‘RQX‘ + ’XBl|

Taraf tarafa toplarsak:
|R1Ba| + |R2B1| < |R1B1] + |R2Ba|

Kesigen iki parcanin capraz baglanmasi durumunda, toplam uzunluk L kesin ola-
rak azalir.

Olas1 tiim eglemelerin sayisit n! olup sonludur. Her permiitasyona karsilik gelen
L degerleri kiimesi de sonlu bir kiimedir. Sonlu bir reel say1 kiimesinin mutlaka
bir minimum elemani vardir. Toplam uzunlugu minimum yapan eslemede hicbir
kesisme bulunamaz; ¢iinkii bir kesisme olsaydi yukaridaki iglemle uzunlugu daha
da azaltabilirdik. Bu da kesisimsiz bir eglemenin varligini ispatlar. O

Ornek 18.11. Bir besgenin kiselerine, toplamu pozitif olan bes tam sayr yazil-
mastir. Ardisik tc kosede swraswla x,y,z saylart bulunsun. Eger y < 0 ise su
hamle yapilabilir: bu ¢ sayr swraswyla x +y, —y ve z+y ile degistirilir. Bu hamle,
kégelerden en az biri negatif oldugu siirece tekrarlanir. Sirecin her zaman sonlu
sayrda adimda durdugunu kanatlayiniz. (Bu problem, 1986 Uluslararast Matematik
Olimpiyati’nin 3. sorusudur.)
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Céziim. Koselerdeki sayilar saat yoniinde x1,xo, ..., x5 ile gosterelim ve indeks-
leri mod 5’te ele alalim (xg = x1 ve benzeri).

Once toplamin degismedigini gérelim. z; < 0 secildiginde x; yerine —x; yazilir-
ken iki komsusuna x; eklenir; toplamdaki net degisim
AS = (—xi—xi)+xi+mi =0
oldugundan S = z; + --- + x5 bir degismezdir (invariant). Varsayim geregi
S > 0’dir.

Simdi pentagramin kosegenleri tizerinde

5

1
Q= 5 Z(iﬁz - $i+2)2

i=1

niceligini tanimlayalim. Sayilar tam say1 oldugundan ® negatif olmayan bir tam
sayidir.

Bir hamlenin & {izerindeki etkisini hesaplayalm. D; = z; — x40 ve t = —x; >
0 olsun. Hamlede z; yerine —z; yazildigindan Az; = 2t; komsularina x; = —t
eklendiginden Ax;+1 = —t olur, diger kogeler degismez. Buradan

ADi = 2t, ADH—l = —t, ADi+2 =1, ADH_g = —Qt, AD,'+4 =0

elde edilir. Tkinci derece fark terimleri acildiginda
1
A® = (2t (2D; — Dis1 + Dio — 2Dis3) + 10t2>

olur. Terimler yazildiginda x; disindaki her degiskenin tam olarak bir kez geldigi
gorilir:
2D; — Dii1+ Diy2 — 2D; 3 = 5x; — S.

x; = —t oldugundan
A® =t (5x; — S) + 5t2 = 5ty — tS 4 5t2 = —5t2 —tS + 5t° = —tS < 0

bulunur; yani ® her hamlede kesin olarak azalir. ® negatif olmayan bir tam say,
azalma miktar1 ¢S5 ise en az 1 oldugundan siire¢ en fazla &y adim siirer ve sonlu
adimda durmak zorundadir. O

Ornek 18.12. Bir 8 x 8 satrang tahtasinda baslangicta bazi kareler doludur. Her
saniye, en az iki dolu komsusu (ortak kenara sahip) bulunan bos bir kare daha
dolmaktadir. Tahtamin tamamemn dolabilmesi i¢in baslangicta en az kac karenin
dolu olmasy gerektigini gosteriniz.

Céziim. Dolan kare sayisi her hamlede arttig: icin tag sayisinin kendisi bir yari-
degismez olarak kullanilamaz; bunun yerine dolgulu bélgenin ¢gevre uzunlugunu
(P) izleyelim.

Bir karenin 4 kenar1 vardir. Bos bir kare doldugunda:
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e Yeni karenin k£ adet dolu komsusu varsa, bu k kenar daha 6nce dig gevreye
aitti; hamleyle birlikte iceride kalir.

e Yeni karenin geriye kalan 4 — k kenar1 gevreye eklenir.
Cevredeki net degisim:
AP=(4—-k)—k=4-2k
Yeni bir karenin dolabilmesi kural geregi k£ > 2 olmasini gerektirir; bu durumda
o k=2ise: AP =4 —4 =0 (gevre degismez).
o k=3ise: AP =4—6= —2 (cevre 2 azalr).
o k=4ise: AP =4—8= —4 (gevre 4 azalr).

Goriildiigii gibi ¢evre hicbir zaman artmaz: P’ < P. Yani P bir yari-degismezdir.

Tahtanin tamami doldugunda olusan 8 x 8 biiyiik karenin cevresi 4 x 8 = 32’dir.
Basglangictaki m dolu karenin her birinin cevreye katkisi en fazla 4 olabileceginden
Py < 4m’dir. Cevre artamadigina gore:

R2=Pn<Ph<4dm — 4m >32 — m > 8

elde edilir. Boylece baglangicta en az 8 karenin dolu olmasi gerektigi gosterilmis
olur. O

18.2.4 C Kodu ile Monovaryant Simiilasyonu

Parlamenter probleminin sonlanmasini modelleyen algoritmanin C dilindeki temel
karsiligi:

#include <stdio.h>
#include <stdbool.h>
#define N 6 // Parlamenter sayist

// Dusmanlik matrisi (1: dusman, 0: dost)
int dusman[N][N] = {
{0, 1, 1, 1, 0, O},

{1, o, 1, 1, 0, 0%,
{1, 1, 0, 1, 0, O},
{1, 1, 1, 0, 1, 0%,
{0, 0, 0, 1, 0, 1},
{0, 0, 0, 0, 1, O}

s
int grup[N]; // 0: Komisyon A, 1: Komisyon B

// Monovaryant: Ayni gruptaki toplam dusman cifti sayist
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int monovaryant_hesapla() {
int toplam 0;
for (int i = 0; i < N; i++) {
for (int j =i + 1; j < N; j++) {
if (grupli] == grup[j] && dusman[i] [j] == 1) {
toplam++;

}

}

return toplam;

}

void coz() {
bool degisim = true;
while (degisim) {
degisim = false;
for (int 1 = 0; i < N; i++) {
int ic_dusman = O;
int dis_dusman = O;
for (int j = 0; j < N; j++) {
if (dusman([i] [j1) {
if (grupli] == grupl[jl) ic_dusman++;
else dis_dusman++;
}
}
// Eger kendi grubunda 2 veya daha fazla dusman varsa diger
gruba gec
if (ic_dusman > dis_dusman) {
grupli] = 1 - gruplil; // Grubu degistir
degisim = true;
printf ( >
monovaryant_hesapla());
break; // Her seferinde tek transfer yap
}

18.2.5 En Sik Yapilan Hatalar

e Tiikenme Garantisi Olmayan Azalma: Sonsuz bir kiimede bir biiyiiklii-
giin siirekli azalmas siirecin sonlanacagini tek bagina garanti etmez. Ornegin
Thrl = %’“ dizisinde degerler siirekli azalir ve alttan 0 ile siirhidir; ancak
adim sayis1 sonsuzdur. Monovaryantin sonlanmay1 garanti etmesi i¢in adim-
lardaki azalma miktarinin alttan pozitif bir sabitle sinirli olmasi (6rnegin
tam sayilarda en az 1 azalmasi) ya da durum uzaymin sonlu olmasi gere-
kir.
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o Zayif Monotonluk: M (s;11) < M (sk) olmas: sistemin bir déngiiye girme-
sine engel olmayabilir (M sabit kalirken durumlar degisebilir). Sonlanmay1
kesinlestirmek i¢in kesin esitsizlik (M (sg4+1) < M(si)) saglanmali ya da
esitlik durumunda doéngii olugmadigr ayrica gosterilmelidir.
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Uc Deger ve Tersine Calisma

Olimpiyat matematiginde ve algoritmik diigiincede bazi problemler ilk bakigta ¢cok
karmagik goriinebilir. Ortada hareket eden onlarca nesne, siirekli degigen durumlar
veya sonsuz biiyiikliikte kiimeler varken, sistemin herhangi bir noktasina rastgele
odaklanmak genellikle ¢coziimii zorlastirir.

Bu tiir durumlarda iki temel strateji 6ne ¢ikar:

1. Ug Deger Ilkesi (Extremal Principle): Karmagik bir siirecin ortalama
durumlarina degil; en biyiigline, en kii¢iigiine, en uzaktakine veya en kisa-
sina odaklanmak.

2. Tersine Caligma (Working Backwards): Baglangigtan hedefe dogru ¢ok
sayida kola ayrilan secenekler arasinda kaybolmak yerine, varilmak istenen
sondan baglayip geriye dogru adimlamak.

Bu boliimde, bu iki diisiince bi¢ciminin hem matematiksel ispatlarda hem de
algoritma tasariminda karmagik yapilar: nasil sadelestirdigini somut 6rnekler iize-
rinden ele alacagiz.

19.1 Ug Deger Ilkesi

Bir problemde incelenen nesnelerin tiimii ayni anda karmagik iligkiler i¢inde bu-
lunabilir. Ancak bu nesneleri 6lgiilebilir bir biiytikliige (uzunluk, eleman sayisi,
agirhik, koordinat vb.) gore siraladigimizda, kagimilmaz olarak bir sinir—yani bir
en kiiciik ya da en biiyiik eleman—ortaya ¢ikar. Ug deger ilkesi su yalin gézleme
dayanir: Ekstremum noktasinda hareket alani kisitlidir; bu kisitlilik ise
aradigimiz cgeligkiyi veya yapiy1 kurmamaizi saglar.

19.1.1 Iyi Swraliik ve Minimal Kars:1 Ornek

Dogal sayilarin temel bir ozelligiyle baglayalim.
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Tanim 19.1 (Iyi Swralilik Ilkesi (Well-Ordering Principle)). Dogal sayilar kiime-
sinin (N = {0,1,2,...} veya Z* = {1,2,3,...}) bos olmayan her alt kiimesinin
en kiicik bir elemant vardar.

Bu ilke sezgisel olarak son derece agiktir; ancak Boéliim 2’de ele aldigimiz ce-
ligkiyle ispat yonteminin en etkili bicimlerinden birini olusturur. Ilkenin problem
¢ozmedeki kargiligina minimal kars1 6rnek yontemi (veya Fermat'nin adlan-
dirdigr sekliyle sonsuz inis yontemsd) denir.

Bir P(n) iddiasimin tiim pozitif tam sayilar i¢in dogru oldugunu kamtlamak
istedigimizi varsayalim. Dogrudan ispat kurmak gii¢se, iddianin yanlis oldugunu
varsayariz. O halde iddiay1 saglamayan (karsi 6rnek olugturan) sayilarin kiimesi
bostan farklidir:

S ={necZ"|P(n) yanhstir}

Iyi siralilik ilkesine gére, S kiimesinin en kiigiik bir elemani olmak zorundadir.
Bu elemana m diyelim; yani m, iddiay1 bozan en kiiciik tam sayidir. Eger sistemin
kurallarim kullanarak m’den daha kiiciik ve yine iddiay1 bozan bir m’ < m tam
sayist Uretebilirsek, m’nin en kigilik oluguyla geligiriz. Bu celigki, S kiimesinin
aslinda bos oldugunu, dolayisiyla hicbir kars: 6rnegin var olamayacagini gosterir.

Ornek 19.2. /2 sayisinan rasyonel bir sayr olmadigine minimal karsy 6rnek yon-
temiyle gosteriniz.

Cézim. Iddianin aksine v/2 rasyonel olsun. O halde v/2 = a/b esitligini saglayan
a,b € ZT sayilar1 bulunur. Bu denklemi saglayan tiim olas1 paydalar: iceren

S={becZ"|3acZ" dyle ki a® = 2b*}

kiimesini tanimlayalim. Varsayimimiza gore S bos degildir. Iyi siralilik ilkesi geregi,
S kiimesinin en kiigiik bir elemani vardir; buna by diyelim. Karsilik gelen pay da
ag olsun:

ag = 2b%
Bu esitlik ag’nin ¢ift oldugunu gosterir. Boliim 17’de inceledigimiz parite 6zellikleri
uyarinca, bir tam saymin karesi cift ise kendisi de cifttir. Dolayisiyla bir k € Z*
icin ag = 2k yazabiliriz. Esitlikte yerine koyarsak:

(2k)? = 202 = 4k* = 20 = b3 = 2k?

elde edilir. Ayn1 gerekceyle b% cift oldugundan bg da cifttir. Yani bir m € Z* icin
bo = 2m yazilabilir:

(2m)? = 2k* = 4m? = 2k* — k* = 2m?

Bu esitlik k£ ve m pozitif tam sayilar1 icin k/m = v/2 oldugunu séyler.

Dolayisiyla m € S olmalidir. Ancak by = 2m oldugundan m < bg’dir. Bu
durum, bg’in S kiimesindeki en kii¢iik eleman olmasiyla geligir. Bu celigki bagtaki
kabuliimiizii ¢iiriitiir; v/2 rasyonel olamaz. O
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19.1.2 En Biiyiik Asal Say1 Neden Yoktur?

Boliim 12’de asal sayilar1 incelerken gordiigiimiiz Oklid’in asallarm sonsuzluguna
dair ispati, 6ziinde ug deger ilkesinin dogrudan bir uygulamasidir.

Teorem 19.3. Asal sayilar kiimesi sonsuzdur; yani “en biyik asal sayr” yoktur.

Kamit. Asal sayilar kiimesinin sonlu oldugunu varsayalim. Bu durumda sonlu sa-
yidaki tiim asallar kii¢likten biiyiige siralayabiliriz:

P1=2<pr=3<p3=5< " <pg

Burada pg, en biiyiik asal sayidir.

Simdi bu u¢ degerden faydalanarak yeni bir say1 kuralim. Bilinen tiim asallarin
carpiminin 1 fazlasi olan N sayisini tanimlayalim:

N=(pr-p2-ps--pr) +1

Bolum 12’de ifade ettigimiz Aritmetigin Temel Teoremi geregi N > 1 sayisi en az
bir asal boélen igermelidir; bu bélen ¢ olsun.

o Eger ¢, listemizdeki asallardan biriyse (¢ € {p1,p2,...,pr}), 0 halde ¢ sayis1
Pp1 - P2 - P ¢arpimini tam boler.

o Fakat ¢ ayni1 zamanda N’yi de béldiiginden, bu iki sayinin farkini da bélmek
zorundadir:

q| (N—(m-pz---pk)) = q|1

1’i bélen bir asal say1 bulunmadigindan bu bir celigkidir. O halde ¢ asali, listemiz-
deki p1,...,pr asallarinin higbirine egit olamaz; yani listede yer almayan yeni bir
asal sayidir. Ustelik ¢ > p;, olmak zorundadir.

Bu durum, pi’nin en biiyiik asal olmasi kabuliiyle geligir. Dolayisiyla en biiyiik
asal say1 yoktur; asal sayilar kiimesi sonsuzdur. O

19.1.3 Kombinatorikte Maksimum ve Minimumun Giici

Ug deger ilkesi yalnizca sayilar teorisinde degil, graf teorisinde ve sonlu kombi-
natorik yapilarda da onemli kolayliklar sunar. Bir sistemde rastgele degerler ye-
rine maksimum ya da minimum degere sahip eleman sectigimizde, o elemanin
komgular1 veya iligkili oldugu diger bilegsenler hakkinda dogrudan esitsizlikler elde
ederiz.

Ornek 19.4. Bir cember etrafina n tane reel sayr dizilmistir. Her bir say, sa-
qindaki ve solundaki iki komsusunun aritmetik ortalamasina esittir. Bu sayilarin
hepsinin birbirine esit oldugunu kanitlayiniz.
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(Céziim. Sayilari x1,xa,...,x, olarak se¢ip denklemleri taraf tarafa toplamak yeni
bir bilgi vermez. Bunun yerine kiimedeki en biiyiik sayiya odaklanalim.

Cemberdeki sayilarin kiimesi sonlu oldugundan, bu kiimenin en az bir mak-
simum elemani bulunur. Bu elemana M diyelim. M’nin sagindaki komsusu a,
solundaki komgusu b olsun.

Kosul geregi:

a+b
2

Fakat M dizideki en biiyiik eleman oldugundan, tanim geregi a < M ve b < M dir.

Eger a < M olsaydi, a+b < M + M = 2M olurdu ve egitlik bozulurdu. Benzer
sekilde b < M de olamaz. Dolayisiyla tek olasilik:

M= <~ 2M =a+b

a=M ve b=M

olmasidar.

Boylece maksimum bir elemanin her iki komsusunun da zorunlu olarak M’ye
esit oldugu goriilir. Aym akil yiritmeyi komsularin komsularina zincirleme bi-
¢imde uyguladigimizda, cember iizerindeki tiim sayilarin M’ye egit oldugu anlagi-
lir. Sonug olarak gemberdeki biitiin sayilar birbirine egittir. O

Ornek 19.5. Bir satrang turnuvasinda her oyuncu dider tim oyuncularla tam
olarak bir mag¢ yapmastir (beraberlik yoktur; her magta biri kazanmas, digeri kay-
betmistir). Turnuvada oyle bir T oyuncusunun var oldugunu kanmitlayiniz ki; diger
her X oyuncusu i¢in ya T, X i dogrudan yenmis olsun ya da T 'nin yendigi bir
Y oyuncusu X i yenmis olsun. (Kisacast T, herkese en fazla iki adimda ulasabil-
mektedir.)

Céziim. Kosulu saglamaya en uygun adaya, yani turnuvada galibiyet sayisi mak-
simum olan oyuncuya odaklanalim.

Turnuvada en ¢ok mag kazanan oyuncuyu secip 1" olarak adlandiralim. T"nin
dogrudan yendigi oyuncularin kiimesine W, T’yi yenen oyuncularin kiimesine ise
L diyelim.

T’nin galibiyet sayis1 [W| = k olsun. Tanim geregi turnuvadaki hi¢bir oyuncunun
galibiyet sayis1 k’dan fazla olamaz.

Ispatlamak istedigimiz iddia sudur: L kiimesindeki her oyuncu, W kiimesindeki
en az bir oyuncu tarafindan yenilmistir.

Aksini varsayalim: L kiimesinde 6yle bir X oyuncusu bulunsun ki, W’deki hig
kimse X’i yenememis olsun. Beraberlik olmadigina gore, bu durum X’in W’deki
biitiin oyuncular: yendigi anlamina gelir.

Simdi X’in yendigi kisi sayisini belirleyelim:
1. X, T’yi yenmigtir (X € L oldugundan).
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2. X, W kiimesindeki tiim oyuncular1 yenmistir (varsayim geregi |W| = k kisi).

Dolayisiyla X, en az k + 1 galibiyet almigtir.
Fakat bu bir celigkidir; ¢iinkii turnuvada en fazla galibiyet alan oyuncu 7" idi ve
yalnizca k galibiyeti vardi. Bir oyuncunun k + 1 galibiyete ulagmasi olanaksizdir.
Bu c¢eligki varsayimi cliriitiir. Demek ki L’deki her X oyuncusu, W’deki en az
bir Y oyuncusu tarafindan yenilmek zorundadir. Béylece T'— Y — X baglantis:
kurulur ve iddia kanitlanmis olur. O

FUNCTION findTournamentLeader (winMatrix)
n = LENGTH(winMatrix)
INITIALIZE winCounts ARRAY OF SIZE n

FOR i FROM 0 TO n - 1 DO
winCounts[i] = O
FOR j FROM 0 TO n - 1 DO
winCounts[i] = winCounts[i] + winMatrix[i] [j]
END FOR
END FOR

bestPlayer = 0
maxWins = winCounts[0]

FOR i FROM 1 TO n - 1 DO
IF winCounts[i] > maxWins THEN
maxWins = winCounts[i]
bestPlayer = i
END IF
END FOR

RETURN bestPlayer
END FUNCTION

En Sik Yapilan Hata

Ug deger ilkesini kullanirken en sik diigiilen yanilgi, sonsuz kiimelerde ug de-
gerin varligin1 pesinen varsaymaktir.

Ornegin, reel sayilarda (0,1) acik araliginda en kiiciik ya da en biiyiik eleman
taniml degildir. Bir problemde ug¢ deger secilecekse, su iki giivenceden en az biri
saglanmalidir:

1. Kiime sonludur (bog olmayan her sonlu kiimenin minimumu ve maksimumu
mevcuttur).

2. Kiime, dogal sayilar gibi asagidan siirh ve ayrik bir kiimedir (Iyi Siralilik
Ilkesi geregi minimum elemani vardir).
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19.2 Tersine Calisma

Bir labirentin giris kapisindan bakildiginda ontintizde onlarca koridor uzanir ve
her koridor yeni yol ayrimlarima acgilir. Ancak labirentin ¢ikis kapisindan geriye
dogru bakildiginda, ¢ikiga baglanan yollarin sayis1 genellikle ¢cok daha azdir.

Algoritmik problem ¢ozmede tersine ¢aligma (working backwards), 6zel-
likle su iki durumda temel bir stratejidir:

1. Hedef durum belirgin ve kisithiyken, baglangi¢c durumunun cok fazla secenek
barindirmasi.

2. Ileriye dogru yapilan islemlerin dallanmay1 hizla artirmasi, buna karsilik
geriye dogru adimlarin tekil (deterministik) olmasi.

19.2.1 Oyun Teorisi ve Geriye Doniik Cikarim

Tersine calismanin en belirgin uygulama alanlarindan biri iki kisilik kombinato-
rik oyunlardir. Hamleleri bagtan itibaren incelemek yerine, oyunun bittigi andan
(terminal durum) geriye dogru durumlar simflandirilir:

o Kayip Durum (L - Losing State): Sirasi gelen oyuncunun yaptigi her
hamle rakibini bir kazang durumuna gotiiriiyorsa (veya gegerli hi¢bir hamlesi
kalmamigsa), bu bir kayip durumudur.

o Kazan¢ Durum (W - Winning State): Sirasi gelen oyuncunun, rakibini
bir kayip durumuna (L) sokabilecegi en az bir hamlesi bulunuyorsa, bu bir
kazan¢ durumudur.

Ornek 19.6. Masamn dizerinde 21 adet tas bulunmaktader. Iki oyuncu swrayla
hamle yapar. Sirasy gelen oyuncu masadan 1, 2 veya 8 tas alabilir. Son tas alan
oyuncu oyunu kazanr. Ik baslayan oyuncunun kesin bir kazanma stratejisi var
madir?

(C6ziim. Oyuna bagtan baglamak yerine bitig anindan, yani masada 0 tag kaldig:
durumdan geriye dogru ilerleyelim:

e 0 Tas: Hamle kalmamigtir, sirasit gelen oyuncu kaybetmigtir. — L

o 1, 2, 3 Tag: Sirasi gelen oyuncu tek hamlede 0 taga ulagabilir (L durumuna
gegebilir). Dolayisiyla bunlar kazang durumudur. — W

e 4 Tag: Siras1 gelen oyuncu 1, 2 veya 3 tag aldiginda masada sirasiyla 3, 2
veya 1 tag birakir. Bu durumlarin hepsi W’dir. Rakibe zorunlu olarak kazang
durumu devredildigi i¢in 4 tag bir kayip durumudur. — L

e 5, 6, 7 Tas: Siras1 gelen oyuncu sirasiyla 1, 2 veya 3 tas alarak masada 4
tag (L) birakabilir. Demek ki bunlar kazan¢ durumudur. — W
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o 8 Tas: Yapilan her hamle masada 7, 6 veya 5 tag (W) birakir. Dolayisiyla
8 bir kayip durumudur. — L

Bolim 14’te ele aldigimiz modiiler aritmetik diliyle ifade edersek, 4’iin kati
olan durumlar (n = 0 (mod 4)) birer Kayip Durum (L), diger tiim durumlar
ise Kazan¢g Durum (WW)’dur.

Baslangigta masada 21 tag vardir ve 21 = 1 (mod 4) oldugundan 21 bir W
durumudur.

Kazandiran Strateji: ilk oyuncu ilk hamlesinde 1 tag alarak masada 20 tag
birakir (L durumu). Bundan sonra rakip k& € {1, 2,3} tas aldiginda, birinci oyuncu
her defasinda 4 — k tag alarak masadaki tag sayisini 4’iin kat1 tutmay1 stirdiiriir.
Son tagi birinci oyuncu alir ve oyunu kazanir. O

19.2.2 Islemleri Tersine Cevirmek

Bazen bir dizi aritmetik islem uygulanip bir hedefe ulagilmas istenir. fleriye dogru
arama yapmak genigleyen bir agag tiretirken, hedeften geriye gitmek arama uzayini
onemli Olciide daraltir.

Ornek 19.7. Baslangicta elimizde x = 1 sayist vardir. Her advmda sayuy ya 2
ile ¢arpabiliriz (x — 2x) ya da saywya 1 ekleyebiliriz (x — x + 1). 1 saypsindan
100 sayisina en az kag adimda ulasabiliriz?

(C6ziim. 1’den baglayarak ilerlemek her adimda ikiye dallanan bir arama agaci
olugturur. Oysa hedeften, yani 100’den geriye dogru gidersek secenekler netlesir:

o lleri hamleler: (x2) ve (+1).
o Ters hamleler: (+2) [yalmzca say: ¢iftse] ve (—1).

Geriye dogru adimlarken amag sayiyr olabildigince hizli kigiiltmektir. Cift bir
saylyl 2’ye bolmek, 1 cikarmaktan daha hizli kiig¢iilme saglar. Dolayisiyla say1
¢ift oldugu stirece 2’ye boliinmeli; tek oldugunda ise 2’ye boliinemeyecegi igin
mecburen 1 ¢ikarilmalidir.

Geriye dogru adimlar1 uygulayalim:
100 =2 50 =2 25 =% 24 22 12
2653 5250

Geriye dogru yapilan hamle dizisi 100 - 50 -+ 25 - 24 - 12 -6 -3 -2 — 1
olup toplam 8 hamle siirer.

Bu yolu tersine cevirerek ileriye dogru yazalim:

1 X2, 9 I g X2 6 X2, 19 X2 94 L o5 X2, 50 X2, 100

Tersine ¢aligma sayesinde deneme yanilmaya gerek kalmadan en kisa yol dogrudan
elde edilir. O
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19.2.3 Klasik Bir Problem: Yumurta Kirma Problemi

Tersine ¢aligma ve ug deger dengesinin bilgisayar bilimlerindeki klasik uygulama-
larmdan biri "Yumurta Kirma” (Egg Dropping) problemidir.

Ornek 19.8. Elimizde birbirinin tipatip aynist olan 2 adet dayanikl yumurta ve
100 katl bir bina bulunmaktadwr. Yumurtalar belirli bir K katindan (kritik kat)
veya daha yiliksek bir kattan atildiginda krrilmakta, K 'nin altindaki katlardan atil-
diginda ise kirilmamaktader (kiridmayan yumurta tekrar kullanilabilir). Amacimaz,
en koti senaryoda (worst-case) yapacagimiz atis sayisine en aza indirmektir.
Kritik katy kesin olarak bulabilmek i¢in en koti durumda en az kag atis yapmamaz
gerekir?

Coziim. 1k olarak tek bir yumurtamiz olsaydi ne yapacagimz diisiinelim. Bu
durumda risk alma gsansimiz kalmazdi; 1. kattan baglayip 1,2, 3, ..., 100 seklinde
sirayla yukar1 ¢ikmak gerekirdi. Aksi halde yumurta érnegin dogrudan 10. katta
kirilirsa, kritik katin 1 ile 9 arasindaki degerlerden hangisi oldugu belirlenemezdi.
Dolayisiyla 1 yumurta ile 100 kat icin en kotii senaryoda 100 atig yapilmasi zo-
runludur.

Elimizde 2 yumurta varken ilk yumurtay: belirli araliklarla (6rnegin 10’ar kat
atlayarak) test edebiliriz:

o Ik yumurtay: 10, 20, 30, ..katlarindan atariz.
e Diyelim ki 30. katta kirildi. Kritik katin 21 ile 29 arasinda oldugu anlagilir.

o Kalan tek yumurtayla 21’den itibaren birer birer deneriz (21,22, ...,29).

Bu sabit adimli yaklagimda en k6t senaryo, ilk yumurtanin 100. katta kirilmasi
(10 atig) ve ikinci yumurtanin 91’den 99’a kadar test edilmesidir (9 atig); toplam
10 + 9 =19 atig gerekir.

Daha iyi bir sonuca ulagmak i¢in u¢ deger dengesi ve tersine diisiinme birlikte
kullanilir.

Sabit adimli yaklasimda bir dengesizlik s6z konusudur: Ilk yumurta erken bir
katta kirildiginda az, geg bir katta kirildiginda ¢ok atig yapilir. En kot durumu
optimize edebilmek i¢in her senaryoda toplam atig sayisini dengede tutmak
gerekir.

Hedeflenen maksimum atig sayisi « olsun:

e Birinci atig «. kattan yapilir. Kirilirsa, kalan x — 1 atig hakkiyla ikinci yu-
murta 1,2,...,z — 1 katlarinda sirayla denenir. Toplam atig: 14 (z —1) = x.

o Birinci atigta kirillmazsa, geriye en fazla x — 1 atig hakk: kalir. Bu nedenle
bir sonraki adim = kadar degil, x — 1 kat yukar: atilmalidir; yani ikinci atig
x + (z — 1) katinda yapilir. Kirilirsa, aradaki (z — 2) kat ikinci yumurtayla
taranir. Toplam atig: 2 + (z — 2) = x.
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o Kirilmadig siirece bir sonraki adim x — 2 kat yukar: taginir.

Her adimda kalan hak 1 azaldig i¢in taranan kat araligi da 1 daraltilir. Boylece
x hamlede test edilebilecek maksimum kat sayisi, hedeften geriye dogru ardisik
toplamdir:
z(x+1
x+(m—1)+(m—2)+---+2+1—(2)
Bu kapasitenin 100 kat1 kapsamasi yeterlidir:

z(x +1)

5 2100 = a(x+1) > 200

x bir tam say1 olduguna gore:

e z=13 = 13 x 14 = 182 < 200 (yetersiz)

o z=14 = 14 x 15 =210 > 200 (yeterli)

Demek ki en kotii durumda en az 14 atis yaparak kritik kat kesin olarak sapta-
nabilir.

Atig planinin kat numaralar: sirasiyla séyledir: 14, 14413 = 27, 27+ 12 = 39,
39411 =50, 60, 69, 77, 84, 90, 95, 99, 100. O

Asagidaki sozde kod, verilen kat sayisi i¢in gerekli minimum deneme sayisini
formiille ve adimlarin belirlenmesiyle hesaplar:

FUNCTION minEggDrops(totalFloors)
x=1
WHILE (x * (x + 1)) / 2 < totalFloors DO
x=x+1
END WHILE
RETURN x
END FUNCTION

totalFloors = 100
result = minEggDrops(totalFloors)
PRINT "Minimum drops for " + totalFloors + " floors: " + result

PRINT "Floors to drop from:"
currentFloor = 0
step = result

WHILE currentFloor < totalFloors DO
currentFloor = currentFloor + step
PRINT MIN(currentFloor, totalFloors)
step = step - 1

END WHILE
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En Sik Yapilan Hata

Tersine ¢aligma yonteminde yapilan en yaygin hata, tersine gevrilen iglemlerin
oncelik sirasini karigtirmaktir.

Ornegin, ileriye dogru calisan bir doniisiim su olsun:
flx)=2x+3

Bu iglemin tersi, 2’i 2’ye béliip ardindan 3 ¢ikarmak degildir. Islemlerin tersi iglem
sirasinin tam tersiyle uygulanir:

Once son uygulanan iglem geri alimir (3 ¢ikarihir), ardindan bir énceki adima dé-
niiliir (2’ye boliniir). Islem sirasindaki bir hata, geriye doniik kurgunun timuni
gecersiz kilar.
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Algoritma Nedir

20.1 Problem, Girdi-Cikt1 ve Algoritma

Bilgisayar biliminin temel sorusu “Bilgisayarlar nasil programlanir?” degil, “Hangi
problemler hangi yontemlerle, ne kadar siirede ve kesinlikle ¢oziilebilir?” sorusu-
dur. Kod yazmak bir ingaat ustasinin tugla dizmesine benzer; mimariyi belirleyen,
yapiin saglam durmasini ve amaca ulagmasini saglayan asil unsur ise diiglince
planidir. Iste bu diigiince planina algoritma diyoruz.

Giindelik yagamda algoritma kavramini anlamanin en pratik yolu bir yemek
tarifi diisiinmektir. Elinizde belirli malzemeler vardir: un, yumurta, seker ve siit.
Amacimz ise kabarik, lezzetli bir kek elde etmektir. Bir kek tarifi size adim adim
ne yapmaniz gerektigini sdyler:

1. 3 yumurta ile 1 su bardagi sekeri beyaz kopiik olana dek ¢irp.
2. 1 su bardag siitii ve yarim su bardag: sivi yag1 ekleyip 1 dakika karigtir.
3. 2.5 su bardagi un ve bir paket kabartma tozunu eleyerek karigima ilave et.

4. Onceden 180 dereceye 1sitilmis firmda 35 dakika pisir.
Bu benzetmede:

o Girdi (Input): Elimizdeki un, seker, yumurta gibi baglangi¢ nesneleridir.

o Cikt1 (Output): Firindan ¢gikan pismis kek, yani ulagmak istedigimiz so-
nuctur.

e Tarif: Malzemeleri ciktiya dontstiiren sirali, acik ve net adimlar kiimesidir.

Ancak mutfaktaki tarifler ile bilgisayar bilimindeki algoritmalar arasinda
onemli bir fark vardir: Mutfak tarifleri genellikle insan sezgisine giivenir. “Kulak
memesi kivamina gelene kadar yogur”, “bir tutam tuz ekle” ya da “kizarana kadar
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firinla” gibi ifadeler insan i¢in anlamlhidir; ¢iinkii insan goéziiyle, dokunusuyla veya
tecriibesiyle bu belirsizligi giderir. Bilgisayarin ise ne tecriibesi, ne gozii, ne de
sezgisi vardir. Bilgisayar son derece hizli, fakat biitiiniiyle “harfi harfine” itaat
eden bir iglemcidir. Bu nedenle bir algoritmanin adimlar: hi¢chbir muglakhga yer
birakmayacak bicimde kesin olmalidir.

Tanim 20.1 (Hesaplamali Problem ve Orneklem). Bir hesaplamali problem
(computational problem), girdiler kiimesi ile her gegerli girdi icin beklenen ¢iktilar
arasindaki matematiksel iliskinin genel tanymadar.

Problemin belirli ve somut bir girdisine o problemin bir orneklemi (instance)
denir.

Ornegin, “Verilen bir tamsay: listesini kiiciikten biiyiige siralama” bir problem-
dir. Bu problemin somut bir 6rneklemi ise [7,2,9, 1, 5] listesidir; bu érneklem igin
beklenen ¢ikt1 [1,2,5,7,9] olmahdir.

Tanim 20.2 (Algoritma). Bir algoritma, iyi tanimlanmas bir girdi kiimesini alip,
sonlu sayrda adimda, agikca belirlenmis kurallar isleterek istenen c¢iktuy direten
i tamemlanmas hesaplama adimlary dizisidir.

Modern bilgisayar biliminin 6nciilerinden Donald Knuth, bir stirecin tam an-
lamiyla bir “algoritma” sayilabilmesi icin bes temel kriteri saglamasi gerektigini
belirtir:

1. Girdi (Input): Algoritmanin digaridan aldig: sifir veya daha fazla iyi ta-
niml veri.

2. Cikt1 (Output): Algoritmann trettigi, girdiyle belirli bir matematiksel
iligki i¢inde olan en az bir veri.

3. Belirlilik (Definiteness): Her adim kesin, agik ve tek anlamh olmalidir.
“Biraz bekle” veya “rastgele bir say1 se¢” (hangi dagihmdan oldugu belirtil-
medikge) algoritma adimi olamaz.

4. Sonluluk (Finiteness): Algoritma her gegerli girdi igin sonlu sayida iglem
adimi sonrasinda durmalidir. Sonsuza kadar calisan bir déngi algoritma
degildir.

5. Etkinlik (Effectiveness): Her adim, prensipte bir insanin eline bir kagit
ve kalem alarak sonlu bir siirede kusursuzca yiiriitebilecegi kadar temel ol-
malidir.

Simdi bu kavramlar: pekistirmek icin somuttan soyuta birkag 6rnek inceleyelim.

Ornek 20.3. Girdi olarak verilen iki pozitif a ve b tam saysinn toplaman he-
saplamak istiyoruz. Ilkokuldan beri bildigimiz “eldenin aktarimasi” yontems bir
algoritma madir?
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Cézim. Evet, insanlik tarihinin en eski ve temel algoritmalarindan biridir.

e Girdi: a ve b sayilarinin basamak dizilimleri.
e Cikti: ¢ = a + b sayisinin basamak dizilimi.
e Siireg:

1. Sayilar1 birler basamagi ayni hizada olacak bicimde alt alta yaz. Elde
degerini e = 0 olarak baglat.

2. Sagdan sola dogru her siitundaki rakamlar1 ve eldeki e degerini topla:
T = basamaki + basamaks + e.

3. Yeni basamagi T mod 10 olarak sonuca yaz; yeni eldeyi e = |7'/10]
yap.
4. Tim basamaklar bittiginde elde e > 0 kalmigsa onu en sola ekle ve dur.

Bu adimlar belirlidir, sonludur ve her siitunda temel aritmetik iglemler yapildig:
icin etkindir. O

Ornek 20.4. Bir torbann i¢inde agurbiklar: birbirinden farkl n adet tas bulunmak-
tadir (n > 1). Yalmizca iki tas tartip hangisinin daha agur oldugunu soyleyebilen
ki kefeli bir denge terazisi kullanarak en agir tast bulan bir algoritma tasarlayiniz.

Cézim. Torbada tek bir tag varsa (n = 1), en agir tag dogrudan odur. Birden
fazla tas varsa, ilk tag1 elimize “su ana kadar gérdigiimiz en agir tag” aday1 olarak
aliriz. Sonra torbadan teker teker diger taglari ceker, elimizdeki adayla tartariz.
Cektigimiz tag daha agir ¢ikarsa eski aday1 kenara birakip yeni tag1 aday yapariz;
aksi halde yeni tasi kenara atariz.

Algoritmanin adimlar1 soyledir:

1. Taglar1 11,75, ..., T, olarak etiketle.
2. En agir adayini belirle: EnAgir < T1.
3. ¢ = 2’den n’ye kadar sirasiyla su adimi tekrarla:

o T; ile EnAgir tagini terazide karsilagtir.
e Eger T; > EnAgir ise, giincellemeyi yap: EnAgir < T;.

4. Torbada tag kalmadiginda EnAgir tasim ¢ikt: olarak ver ve dur.

Bu algoritma her ¢ adiminda tam olarak 1 tart: yapar; toplamda n — 1 tart: ile
kesin olarak sonuca ulagir ve her zaman durur. ]

Ornek 20.5. Pozitif bir n tam sayse verildiginde asagqidaki kural uygulayalvm:
o Egern=1 ise DUR.
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o Eger n ¢ift ise, yeni sayr n/2 olsun.
o Eger n tek ise, yeni sayr 3n + 1 olsun.

Bu islem dizisi, verilen herhangi bir n girdisi i¢in bir algoritma madr?

(C6zim. Bu tinlii kural, matematikte Collatz Problemi (veya 3n + 1 problemi)
olarak bilinir. Ornegin n = 6 ile baslarsak:

6—>3—-10—-5—-16—-8—>4—2—1 (Durur)

Bugiine kadar bilgisayarlarla test edilen sayilar i¢in bu dizi her zaman 1’e ulagmig
ve sonlanmigtir. Ancak giiniimiiz matematiginde, istisnasiz her pozitif n tam sayisi
i¢in bu dizinin sonlu adimda 1’e ulasip ulasmadig heniiz ispatlanamamigtir.

Dolayisiyla, sonluluk (finiteness) sartinin her girdi igin saglandigi matematiksel
olarak kanitlanamadigindan, bu prosediiriin genel anlamda bir algoritma olup
olmadig1 heniiz kesinlesmis degildir. Bir yontemin sezgisel olarak calismasi yetmez;
her gegerli girdi i¢in duracaginin garanti edilmesi gerekir. O

Uyar1 3. En stk yapilan hata: Algoritmayr belirli bir programlama diliyle
(C, Python, Java) ézdeslestirmektir. Programlama dilleri birer aractir; C dili
1970’lerde ortaya ¢rkmastur, fakat Bolim 13°te ele aldigumaz Oklid’in EBOB algorit-
mast 2300 yasindadir. Algoritma, dilin ve donaniman étesinde saf bir matematiksel
fikirdir.

20.2 So6zde Kod (Pseudo-Code)

Bir algoritmay1 bagkasina aktarirken iki u¢ tuzakla kargilagiriz:

1. Dogal dilin muglakhigi: Tiirkce veya Ingilizce serbest metin yazdigimizda
ciimleler yanlig anlamalara agiktir. “Sayimin karekokiini al, duruma gore
devam et” gibi ifadeler kesinlik tagimaz.

2. Gergek programlama dillerinin s6zdizimi yiikii: Bir fikri hemen C
veya C++ ile yazmaya kalktigimizda; noktal virgiiller, kiitiiphane ekleme-
leri (#include), bellek tiirleri (int, long long) ve derleyici ayrintilar: ara-
sinda algoritmanin asil mantig1 kaybolabilir.

Bu iki ucun dengesi s6zde kod (pseudocode) kullanmaktir. S6zde kod, her-
hangi bir derleyicinin kat1 s6zdizimi kurallarina bagli olmayan, fakat mantiksal
akigi (dallanma, dongii, atama) bir bilgisayar programi kadar net ifade eden yari-
bicimsel bir talimat dilidir.

Soézde kod yazarken kabul géren temel yapilar gsunlardir:
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o Deger Atama: Bir degiskene deger vermek i¢in sola dogru bir ok (<)
veya := simgesi kullanilir. Ornegin, = < 5 ifadesi “2’in yeni degeri 5 olsun”
demektir.

« Kosul (Dallanma): EGER ... iSE ... DEGILSE bloklar:.

 Déongiiler: Belirli bir kogul saglandig siirece tekrarlanan iIKEN ... YAP
veya siirlar: belirli ICIN ... YAP bloklari.

+ Girdi ve Cikti: GIRDI ve DONDUR (veya YAZDIR) komutlari.

o Girintileme (Indentation): Hangi adimlarin hangi blogun icinde oldu-
gunu gostermek icin satirlar saga kaydirilarak yazilir.

Simdi s6zde kodun kullaniminmi basit bir problemle gérelim.

Ornek 20.6 (iki Degiskenin Degerini Takas Etme / Swap). Elinizde iki degisken
var: a ve b. Baglangicta a = 5 ve b = 9 olsun. Bu iki degiskenin degerlerini dyle
degistirin ki islem sonunda a =9 ve b =5 olsun.

Coziim. Tk bakista akla su adimlar gelebilir:

a<+b
b+ a

Bu adimlan tek tek yiiriitelim (trace edelim):
1. Baglangi¢: a = 5,b=9.

2. a < b adim1 calisir: b’nin degeri 9 oldugundan a’nin yeni degeri 9 olur.
Artik hafizada a = 9,b = 9 vardir. Dikkat ederseniz a’nin eski degeri olan 5
kayboldu.

3. b < a adimi1 galisir: a'nin degeri 9 oldugundan b’ye yine 9 atanir.

4. Sonug: a = 9,b = 9. Takas basgarisiz oldu.

Fiziksel Benzetme: Sol elinizde bir bardak portakal suyu, sag elinizde bir
bardak elma suyu oldugunu varsayalim. Bardaklar1 kirmadan ve sivilari karigtir-
madan sularin yerini nasil degistirirsiniz? Uciincii ve bos bir bardaga ihtiyac var-
dir. Portakal suyunu bos bardaga dokiince ilk bardak bosa ¢ikar. Elma suyunu bu
bardaga aktarirsiniz. Son olarak ticlincii bardaktaki portakal suyunu sag bardaga
bosaltirsiniz.

Algoritmada da aymni sekilde tigiincii bir gegici degisken (temporary variable,
gecici) kullaniriz: ]

Bu fikrin sézde kodu su sekildedir:
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Algoritma: DEGER_TAKAS(a,b)

Girdi: Iki degisken a ve b

Cikti: Degerleri yer degistirmis a ve b

1: gecici < a  (a’man orijinal degeri yedeklenir)

2: a<0b (b'nin degeri a’ya yazilir)

3: b« gecici  (yedekteki eski a degeri b’ye aktarilir)
4: dondiir (a,b)

Ornek 20.7 (Dizide En Biiyiik Elemani Bulma). n elemanh bir A =
[A[1], A[2], ..., A[n]] tam sayr dizisinin en buyik elemanine bulan algoritmay:
sozde kod ile yaziniz.

Coziim. Adim adim kurgulayalim:
1. Girdi bog olamaz, n > 1 oldugunu varsayalim.
2. En biiyiik adayimiz1 dizinin ilk eleman: yapalim: eb <— A[1].
3. 2’den n’ye kadar her bir ¢ indisi i¢in A[i]’yi inceleyelim.

4. Eger A[i] > eb ise, yeni rekor A[i]’dir; dolayisiyla eb «<— A[i] glincellemesini
yapalim.

5. Dongii bittiginde eb degerini déndiirelim.

Bunu bigimsel s6zde kod olarak yazalim:

Algoritma: EN_BUYUK_ BUL(A,n)

Girdi: n elemanl A[l...n] tam say1 dizisi (n > 1)
Cikti: Dizideki en biiylik tam say1 degeri

1: eb + A[l]

2: icin ¢ < 2 ’den n ’ye kadar yap:

3: eger A[i] > eb ise:

4: eb + Ali]

: dondiir eb

Ornek 20.8 (Oklid Algoritmas: ile EBOB Hesabi). Verilen iki pozitif a ve b
tam saypsiman en biiyik ortak bélenini (ged(a,b)) bulan Oklid algoritmasin sézde
kod olarak yaziniz ve a = 48,b = 18 i¢in advm adwm izleme tablosu (trace table)
olusturunuz.

Céziim. Boliim 13’te ayrintilarim gordiigiimiiz iizere Oklid’in temel gdzlemi sudur:
Eger a = ¢ - b+ k (burada k = a mod b kalandir) seklinde yazilirsa, a ile b'nin
ortak boélenleri ile b ile k'nin ortak boélenleri tamamen aynidir. Dolayisiyla:

ged(a, b) = ged(b, a mod b)
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Kalan 0 oldugunda bélen say1 aradigimiz EBOB’dur. O
Sozde kod:
Algoritma: OKLID EBOB(a,b)
Girdi: Iki pozitif tam say1 a ve b
Ciktr: ged(a, b)
1: iken b # 0 yap:
2: kalan < a mod b
3: a+b
4: b« kalan
5: dondiir a

Simdi a = 48 ve b = 18 girdileri i¢in algoritmanin bellek durumunu adim adim
izleyelim:

Adim Kosul (b#0) | kalan =amod b | Yenia | Yenib
Baglangic — — 48 18
1. Dongii | 18 # 0 (Dogru) | 48 mod 18 = 12 18 12
2. Déngii | 12 # 0 (Dogru) | 18 mod 12 =6 12 6
3. Dongii 6 # 0 (Dogru) 12 mod 6 =0 6 0

Dongii Sonu | 0# 0 (Yanhs) | Algoritma ¢ikar | Sonug: 6 0

Sonug olarak ged(48,18) = 6 dogru bi¢imde bulunmustur.

Uyar1 4. En stk yapilan hata: Sézde kod yazarken “sihirli adimlar” atmaktur.
Ornegin, sozde kodun igine tek bir satirda “A dizisindeki en biiyik elemany bul”
veya “n sayistmn asal carpanlaring aywr” yazp gegmek ¢ozimi gizlemektir. Sozde
kod, o islemin mantiksal alt adimlarine (dongi ve karsilastirmalary) net bicimde
sergilemelidir.

20.3 Degisken, Kosul ve Dongii
Bir algoritmanin hesaplama yapabilmesi icin ti¢ temel yap: tasina ihtiyaci vardir:
1. Bilgiyi saklamak (Degisken),

2. Duruma gore yol ayrimina gitmek (Kogul / Dallanma),

3. Adimlar tekrar etmek (Dongii).
Bilgisayar biliminde B6hm-Jacopini teoremi geregi, Turing-tami olan herhangi bir
hesaplama yalnizca bu ii¢ yapimnn (sirali iglem, kogullu dallanma, kosullu déngii)

birlegimiyle ifade edilebilir.
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20.3.1 Degiskenler ve Atama Mantigi

Matematikte * = x + 1 ifadesi bir ¢eligkidir; hicbir gercel say1 kendisinin bir
fazlasina egit olamaz. Ancak bilgisayar biliminde:

r—z+1
ifadesi bir denklik veya esitlik degil, bir eylemdir (atama islemi).

Tanmim 20.9 (Degigsken ve Atama). Bir degisken, bilgisayar belleginde belirli bir
degere ev sahipligi yapan isimlendirilmis bir saklama alanider (kutu).

Degisken «+ Ifade atama islemi iki asamada gerceklesir:
1. Sag taraftaki ifadenin anlik degeri hesaplanar.

2. Elde edilen sonug, sol taraftaki degiskenin bellekteki kutusuna yazilir (eski
deger silinir).

Dolaysiyla < = + 1 demek, “2’in kutusundaki mevcut sayiy1 oku, 1 ekle,

¢gikan sonucu tekrar o kutunun igine koy” demektir.

20.3.2 Kosullar (Dallanma)

Algoritmanin akigi tek bir dogru ¢izgi iizerinde gitmek zorunda degildir; verinin
durumuna gore farkli yollar se¢ilmelidir.

e eger kosul ise: Kosul dogruysa belirtilen iglemleri yap.

e degilse: Kogul yanligsa bu alternatif iglemleri yap.

20.3.3 Dongiiler ve Dongii Degismezi (Loop Invariant)

Déngiiler, belirli bir iglem 6begini tekrar tekrar calistirmanuz saglar. Iki temel
dongii cesidi vardir:

1. Kosullu Déngii (iken / While): Onceden kag kez dénecegini tam bilme-
digimiz, bir kosul bozulana kadar siiren doéngiiler.

2. Sayagli Dongii (Igin / For): Bir sayacin belirli bir baglangic degerinden
bitig degerine kadar adim adim ilerledigi dongiiler.

Boliim 18’de inceledigimiz invaryant (degismez) ilkesi dongiilerin analizinde
de karsimiza cikar. Bir dongiiniin dogrulugunu garanti eden bu mantiksal araca
dongii degigsmezi (loop invariant) denir.

Tamim 20.10 (Dongii Degismezi). Dongii degismezi, dongiinin her yinelenme-
sinden (iterasyonundan) once ve sonra dogru kalan mantiksal bir onermedir.
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Dongii degismezi yontemi, Boliim 2’de gordiigiimiiz tiimevarim ilkesiyle dogru-
dan Ortiiglir ve li¢ agsamada incelenir:

1. Baslangi¢ (Temel Adim): Dongii ilk kez baglamadan 6nce 6nerme dogru-
dur.

2. Siirdiirme (Tiimevarim Adimi): Déngiintin bir adiminin bagimda 6nerme
dogruysa, o adim tamamlandiginda da énerme dogru kalmaya devam eder.

3. Sonlanma: Doéngii bittiginde, korunan bu degismez 6nerme bize aradigimiz
problemin dogru ¢6ziimiinii verir.

Simdi bu yapilar1 somut problemlerle inceleyelim.

Ornek 20.11 (Toplam Hesab: ve Déngii Degismezi). 1°den n’ye kadar olan tam
saylarin toplamaine hesaplayan bir dongi tasarlayiniz ve dogrulugunu dongi degis-
mezi kullanarak ispatlayiniz.

(Céziim. Bir prefix sum degiskeni T" tutalim. Baglangicta T' = 0 olsun. Bir sayag
1 = 1’den n’ye kadar her adimda T’ye eklensin.

Sozde kod:

Algoritma: TOPLAM(n)

: T<+0

141

iken i < n yap:
T<—T+1
14 1+1

dondiir T

Dogruluk Ispat: (Ddngii Degismezi): Dongiiniin her adiminm bagmda su
iddiada bulunalim: Degismez (Invariant): Dongii kosulu kontrol edilirken 7" =
22;11 k esitligi gegerlidir.

e Basglangig: Dongii baglamadan 6nce ¢ = 1 ve T' = 0’dir. Bog toplam tanim-
dan 0 oldugundan 22:1 k = 0’dir. Esitlik 0 = 0 olup baglangicta dogrudur.

e Siirdiirme: Herhangi bir adimin baginda 7" = 22;11 k dogru olsun. Dongi
govdesi caligtiginda: Yeni toplam:

i—1 [
Tyeni = Teski +1 = (Zk> +1 = Zkﬁ
k=1 k=1

Ardindan sayag iyen; = ¢ + 1 yapilir. Béylece bir sonraki adimin baginda:

iyeni -1

Tyeni: Z k
k=1

olur. Degismez bir sonraki iterasyona aynen korunarak aktarilmigtir.
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o Sonlanma: Dongii i = n + 1 oldugu anda sonlanir (¢ < n bozulur). Degis-
mezimizde ¢ yerine n + 1 yazarsak:

(n+1)—l n
T = Z E= k
k=1 k=1

elde edilir. Déngii durdugunda 7" tam olarak 1’den n’ye kadar olan sayilarin
toplamina egittir.

O]

Ornek 20.12 (Basamaklar Toplami). Pozitif bir n tam saysinan onluk tabandaki
basamaklarinin toplamans hesaplayan bir algoritma yaziniz.

Céziim. Fikri somut bir sayiyla gorelim: n = 374. Saymin birler basamagim ko-
parmak i¢in 10’a bélerek kalana bakariz: 374 mod 10 = 4. Bu basamag: toplama
ekleriz. Basamagi sayidan ayirmak igin sayiy1 10’a boleriz: [374/10] = 37. Aym
islemi tekrarlariz:

e 37mod 10 = 7 (toplama ekle), [37/10] = 3.
e 3mod 10 = 3 (toplama ekle), [3/10] = 0.

e Say1 0 oldugunda dongii biter.

Toplam: 4 + 7+ 3 = 14. O

Sozde kod:

Algoritma: BASAMAK TOPLAMI(n)

Girdi: Pozitif tam say1 n

Cikta: n’nin basamaklar: toplami

1: toplam <+ 0

2: iken n > 0 yap:

3: basamak < n mod 10

4: toplam <+ toplam + basamak
5: n < |n/10]

6: dondiir toplam

Ornek 20.13 (Fibonacci Dizisi Hesab1). Béliim 9’da yineleme bagintilar: bagla-
manda inceledigimiz Fibonacci dizisi Fy = 0, I} = 1 ve her n > 2 i¢in F,, =
F,_1 + F,—o seklinde tanwmlanar. Verilen bir n tam saypst (n > 2) igin F,’i
hesaplayan bir algoritma tasarlayiniz.

299



Bolim 20. Algoritma Nedir

Céziim. Fibonacci dizisinde bir sonraki terimi bulmak i¢in daima son iki deger
yeterlidir. Eski terimleri a ve b degiskenlerinde tutalim: baglangicta a = Fy = 0,
b = F; = 1. Bir sonraki terim yeni = a + b olur. Ardindan bir adim saga kayariz:
a’nin yerine eski b gecer, b’nin yerine ise az 6nce hesaplanan yeni degeri atanir.
Bu kaydirma islemini n — 1 defa tekrarladigimizda b degiskeni tam olarak F;’e

esit olur. O
Sézde kod:
Algoritma: FIBONACCI(n)
Girdi: Pozitif tam say1 n (n > 1)
Cikti: n. Fibonacci sayisi F,
1: eger n = 1 ise dondiir 1
2: a0
3: b+1
4: icin 7 + 2 ’den n ’ye kadar yap:
5: yeni <—a—+b
6: a<+b
T b« yeni
8: dondiir b

Ornek 20.14 (Sadece Cikarma Kullanarak Bolme ve Kalan Bulma). Carpma ve
bolme operatorlerini kullanmadan, yalnizca ¢ikarma ve toplama ile pozitif iki tam
sayr A ve B igin A'nan B’ye bolimiinden elde edilen bolim (Q) ve kalan (R)
degerlerini bulan algoritmayn tasarlayiniz.

Céziim. Bolim 11’de ele aldigimiz bélme mantigini animsarsak; bélme iglemi esa-
sen art arda yapilan bir ¢ikarma iglemidir. A’dan B’yi kag¢ kez cikarabiliyorsak
boliim odur; geriye ¢ikaramayacagimiz kadar kiigiik bir miktar kaldiginda o mik-
tar kalandir. Ornegin A = 14, B = 3:

e 14 -3 =11 (1. gckarma)
o 11 -3 =28 (2. gkkarma)
o 8—3=05 (3. gtkarma)

e 5 —3=2 (4. gckarma)

2 < 3 oldugundan daha fazla ¢ikarma yapilamaz.

o Cikarma sayisi: 4 (Bolim @ = 4), Kalan: 2 (R = 2).

Sozde kod:
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Algoritma: TAM BOLME(A, B)

Girdi: Pozitif tam sayilar A ve B

Cikt: Bolim @ ve Kalan R (A=Q-B+ Rve 0 < R < B)
1: Q<+ 0

2: R+ A

3: iken R > B yap:

4: R+~ R-B

5: Q+Q+1

6: dondiir (Q, R)

Burada doéngii degismezimiz gudur: Doéngiiniin her adiminda A = Q- B+ R
bagintis1 tam olarak korunur. Dongii bittiginde ise R < B sarti saglanir; bu da
bolme algoritmasinin tekligini kanitlar.

20.3.4 Sozde Koddan Gergek Koda Gegis

Tasarladigimiz algoritmalar: bilgisayara isletmek icin bir programlama diline do6-
keriz. Yukarida tasarladigimiz Oklid EBOB algoritmasimin C dilindeki karsihgina
ve ardindan s6zde kod bicimine bakalim:

// C Dili ile EBOB Algoritmast
#include <stdio.h>

int ebob(int a, int b) {
while (b != 0) {
int kalan = a % b;

a = b;
b = kalan;
}
return a;

}

int main() {
int x = 48, y = 18;
printf( , X, y, ebob(x, y));
return O;

Ayni algoritmanin sézde kod karsilig: ise sOyledir:

FUNCTION gcd(a, b)

WHILE b != 0 DO
remainder = a MOD b
a=>bo
b = remainder

END WHILE

RETURN a

END FUNCTION
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x = 48
y = 18
PRINT "GCD(" + x + n’ no4 v + ||) =" 4 ng(X, y)

Goriildigi tizere mantik ve algoritma tamamen aynidir; yalnizca dillerin yazim
kurallar (sozdizimi) farkhilik gosterir.

Uyar1 5. En sik yapilan hata (Off-by-one Hatast): Dingi sinarlarinda “bir
eksik ya da bir fazla” advm atmaktyr. Ornegin n elemanl bir diziyi gezerken sayaca
0’dan ma baslatmaliyiz yoksa 1°den mi? Sartimiz ¢ < n mi olmalidwr yoksa i < n
mi? C dilinde diziler 0’dan basladigr icin sinirlar 0 < i < n olurken, matematikte
ve sozde kodda genellikle 1 < i < n tercih edilir. Bu sinarlar: birbirine karistirmak
kodlama ve algoritma sorularinda en yaygin mantik hatalarindandar.
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Boluim 21

Karmasiklik ve Big O

Yazdigimiz bir programin dogru caligmas: tek bagina yeterli degildir; programin
verilen zaman ve bellek sinirlar icinde de sonug iiretmesi gerekir. TUBITAK
1. Asama simavinda ve programlama yarigmalarinda problemler genellikle kati
stire siurlarina (gogunlukla 1 saniye) ve bellek sinirlarina (6rnegin 256 MB) sa-
hiptir. Aym1 problemi ¢ozen iki farkh algoritmadan biri sonucu saniyenin binde
birinde bulurken, digeri kabul edilebilir siirelerin ¢ok 6tesinde caligabilir.

Algoritmalarin ¢aligma hizin1 ve bellek tiiketimini; donanimdan, igletim siste-
minden ya da programlama dilinden bagimsiz bicimde 6lgmek temel bir gerekli-
liktir. Bu dogrultuda énce temel iglem adimlarini saymay1, ardindan bu davranisi
matematiksel olarak ifade eden Big O notasyonunu ve yarigmalardaki pratik sinir-
lar1 ele alacagiz.

21.1 Islem Sayisi

Bir algoritmanin ne kadar hizli ¢aligtigini saniye cinsinden 6lgmek ilk basta man-
tikli goriinebilir. Ancak ayni programi eski bir diziistii bilgisayarda caligtirdigi-
mizda 5 saniye, modern bir sunucuda caligtirdigimizda ise 0.5 saniye siirebilir. Da-
hasi, arka planda miizik ¢almasi veya igletim sisteminin bir giincelleme yapmasi
bile 6l¢iilen siireyi degistirebilir.

Bize donanimdan bagimsiz, evrensel bir 6l¢ii gerekir: Algoritmanin girdi
boyutuna bagh olarak yiiriittiigii temel iglem sayisu.

21.1.1 Temel islem Nedir?

Bir bilgisayarin iglemcisinin sabit stirede gergeklegtirebildigi en kiigiik adimlara
temel islem diyoruz. Bunlar:

o Iki sayiy1 toplamak, gikarmak, carpmak veya bolmek (a + b, z x y),

o Tki degeri karsilagtirmak (a < b, x == ),
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 Bir degiskene deger atamak (z < 5),
o Dizinin belirli bir indisine erigmek (A[d]).
Simdi somut bir problem ftizerinden adim sayisini tam olarak hesaplayalim.

Ornek 21.1. n elemanl bir tam say. dizisindeki en biyik elemant bulmak isti-
yoruz. Asaqidaki algoritmanan toplam islem sayisinie n cinsinden belirleyelim.

int en_buyuk = A[0];
for (int 7 = 1; % < n; i++) {
if (A[i] > en_buyuk) {
en_buyuk = A[<];
}

Coziim. Adimlan tek tek sayalim:
1. int en_buyuk = A[0];: 1 dizi erigsimi ve 1 atama (2 iglem).
2. Dongii baglangici: int i = 1; (1 atama).

3. Dongii kosulu: i < n kontroli her adimda yapilir. Déongii n — 1 kez doner,
son kontrolle birlikte n kez kargilagtirma yapilir.

4. Indis artirimi: i++ islemi n — 1 kez yapilir.

5. Kargilagtirma: A[i] > en_buyuk kogsulu her dongii adiminda 1 dizi erigimi
ve 1 kargilagtirma olmak tizere 2 iglem gerektirir, toplam 2(n — 1) islem.

6. Giincelleme: en_buyuk = A[i] satir1 dizinin igerigine bagh olarak en iyi
durumda 0 kez, en kétii durumda (dizi kesin artan ise) n — 1 kez ¢aligir. Her
calismada 1 dizi erigimi ve 1 atama (2 iglem) vardir.

En kotii durumda (worst-case) toplam iglem sayisi:
Tn)=2+14n+n—-1)+2(n—-1)4+2(n—1)=6n—2
En iyi durumda (best-case, ilk eleman en biiyiikse):
Tn)=24+14+n+Mn—-1)+2(n—-1)+0=4n
Goriildigi tizere girdi boyutu n iki katina giktiginda, yiriitiilen iglem sayisi
da yaklagik iki katina ¢gikmaktadir. Katsayilar (4 veya 6) donanima veya derleyici
optimizasyonuna gore degisebilir; ancak biiyiimenin n ile dogrusal oldugu gergegi

sabittir. O
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21.1.2 1I¢ Ice Doéngiiler ve Biiyiime Hizi

Simdi iki farkli algoritmayi karsilagtiralim. Amacimiz 1’den n’e kadar olan sayila-
rin toplamini hesaplamak olsun.

1. Yontem (Tek Dongii):

long long toplam = O;
for (int 1 = 1; i <= n; i++) {
toplam += i;

}

Burada dongii n defa doner. Her adimda 1 toplama ve 1 atama yapilir. Yaklagik
islem sayis1 ¢1 - n kadardir (burada c; kiigiik bir sabittir).

2. Yontem (Matematiksel Formiil):

long long toplam = (long long)n * (n + 1) / 2;

Burada n = 10 olsa da, n = 10° olsa da sadece 1 toplama, 1 carpma ve 1 boélme
yapilir. Islem sayis1 girdi boyutundan tamamen bagimsizdir; sabit bir ¢y sayisidir.

3. Yontem (Gereksiz Ii¢ ice Dongii): Aym toplami, i sayisii 1’den i’ye
kadar 1’leri toplayarak hesaplayan yapay bir algoritma diiglinelim:

long long toplam = O;
for (int 1 = 1; i <= n; i++) {
for (int j = 1; j <= i; j++) {
toplam += 1;
}
}

Icteki dongii i = 1 iken 1 kez, i = 2 iken 2 kez, ..., i = n iken n kez caligir. Toplam
adim sayisi:
_n(n+1) 1

1
14+24+34... — T T2
+2+3+---+n 5 5" +2n

Girdi boyutu biiytidiikge bu ii¢ algoritmanin adim sayilarini kiyaslayalim:

n | 2. Yontem (c2) | 1. Yontem (2n) 3. Yéntem (3n° + 5n)

10 3 20 95

1000 3 2000 500500
100000 3 200000 5000050 000 (5 x 10%)
1000000 3 2000000 | 500000500000 (5 x 10'1)

n = 100000 oldugunda 1. yontem modern bir bilgisayarda birka¢ milisaniyede
biterken, 3. yontem saniyeler siirer. n = 1000000 oldugunda 3. yontemin bitmesi
dakikalar alacaktir.

Buradan gikaracagimiz temel sonug sudur: Girdi n biiyiidiikge, fonksiyo-
nun en yiiksek dereceli terimi tiim davramisi belirler. T'(n) = %nQ + %n
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ifadesinde n = 10° i¢in $n? = 5x 10! iken, n = 5 x 10°'tir. Kiiciik dereceli terim,
toplamin yaninda ihmal edilebilir diizeydedir. Benzer bicimde 6ndeki % katsayisi
da n?’nin bityiime hizinin yaninda belirleyici roliinii kaybeder.

Bu gozlem bizi algoritmik karmagikligin standart diline gotiiriir: Big O notas-
yonu.

21.2 Big O Notasyonu

21.2.1 Motivasyon ve Bicimsel Tanim

Bir algoritmanin iglem sayisi tam olarak T'(n) = 3n? + 14n + 120 olsun. Bagka
bir algoritmanimki ise 7"(n) = n? + 200n + 5 olsun. Ikisi de temelde n? ile lgek-
lenir; yani girdi 10 katina ¢iktiginda iglem sayis1 kabaca 100 katina gikar. Analiz
yaparken ayrintilardaki 14n veya sabit 120 gibi kiiclik terimlerle ve bastaki katsa-
yilarla ugragmak istemeyiz. Algoritmanin asemptotik (yani n sonsuza giderkenki)
ist sinirini belirlemek isteriz.

Tanmim 21.2 (Big O (Biyiik O)). f(n) ve g(n), pozitif tam saylardan pozitif reel
saylara tanwmly iki fonksiyon olsun. Eger her n > ng icin

f(n) <c-g(n)

olacak bigimde pozitif reel bir ¢ sabiti ve pozitif bir ng tam sayist varsa,
f(n) =0(g(n))

yazlir ve “f(n), g(n) mertebesindedir” denir.

Bu tamim sunu soyler: Yeterince biiyiik n degerleri i¢in (n > ng), f(n) fonksi-
yonu g(n)’in sabit bir katim asla gecemez. g(n), f(n) i¢in bir asemptotik iist
simirdir.

Teorem 21.3. P(n) = agn® + ap_1n*~!' + - + ayn + ag derecesi k olan bir
polinom ve ap > 0 olsun. Bu durumda P(n) = O(n¥) dir.

Kamit. Her n > 1 igin ticgen esitsizligini kullanarak:
|P(n)] < lagn® + |ag-—1|n" "t + - + |ao|
n > 1 oldugundan her i < k icin n’ < n* yazabiliriz. Dolayisiyla:
[P(n)] < (lag] + lag—1] + -+ + |ag|)n"

Burada ¢ = |ag|+|ag—1|+- - - +]ao| ve ng = 1 segilirse tamimdaki esitsizlik saglanir.
Demek ki P(n) = O(n*)'dir. O

Bu teorem sayesinde karmasik polinomlarla tek tek ugrasmak gerekmez: En
biiyiik dereceli terimi alir, katsayisin 1 yapariz. Ornegin:

5n3 +100n* — Tn 4 42 = O(n?)
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21.2.2 Temel Karmasgikhik Siniflar1 ve Sezgileri

Olimpiyatlarda en sik kargilagacagimiz karmagiklik siniflarini kiigiikten biiytige
siralayalim:

O(1) < O(logn) < O(v/n) < O(n) < O(nlogn)
< 0(n?) < 0(n®) < 02" < O(n!)

Simdi bu simiflarin sezgisel anlamlarini inceleyelim.

1. Sabit Zaman: O(1)

Islem sayis1 girdinin biiyiikliigiinden bagimsizdir. Girdi ister 5 ister 5 milyar olsun,
islem sabit sayida adimda tamamlanir.

e Bir dizinin k. elemanina erismek: A[k]
o Iki saymin tek mi ¢ift mi oldugunu kontrol etmek: x % 2 ==

e Aritmetik bir formiili hesaplamak: n * (n + 1) / 2

2. Logaritmik Zaman: O(logn)

Bir algoritma her adimda arama uzaymi veya girdiyi sabit bir oranda (genellikle
yar1 yariya) kiigiiltiiyorsa, o algoritmanin karmagikligi logaritmiktir.

Ornek olarak bir sayiy: siirekli 2’ye boldiigiimiizii diisiinelim:

int sayac = 0;

while (n > 1) {
n=mn/2;
sayac++;

3

n = 16 icin degerler: 16 — 8 — 4 — 2 — 1 (4 adim). Genel olarak 2¥ < n ise dongii

yaklagik |log, n| adim siirer. Big O gosteriminde logaritmanin tabani yazilmaz;
log, n

¢unkii taban degisimi yalmzca sabit bir carpan getirir: log, n = Tog,

= c-logyn.
Dolayisiyla O(logy n) = O(log;qn) = O(logn)’dir.

O(logn) algoritmalar1 son derece yavas biiyiir. n = 10'® gibi cok biiyiik bir
girdi igin bile log,(10'8) ~ 60 adimdur.

3. Dogrusal Zaman: O(n)

Girdideki her elemana sabit sayida (6rnegin 1 veya 2 kez) bakiliyorsa algoritma
dogrusaldir.
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e 1 elemanl bir dizinin toplamini bulmak.

o Sirasiz bir dizide belirli bir degeri aramak (lineer arama).

4. Dogrusal-Logaritmik Zaman: O(nlogn)

Genellikle bir problemi logaritmik derinlikte pargalara ayirip her seviyede O(n) is
yapan “bol ve yonet” algoritmalarinda karsimiza cikar. Yaygin siralama algoritma-
lar1 (Merge Sort, Hizh Siralama) bu siniftadir. n = 10° icin nlog, n =~ 2x 107 iglem
demektir ve bu olimpik siire sinirlar: i¢in oldukca giivenli bir ¢alisma hacmidir.

5. Karesel Zaman: O(n?)

Genellikle i¢ ige iki dongiintin tiim c¢iftleri taradigi durumlarda ortaya gikar.

for (int i = 0; i < n; i++) {
for (int j = 0; j < mn; j++) {
// Sabit sayida islem 0(1)
}
}

Tiim (i,7) ikililerinin sayis1 n x n = n?’dir. n = 1000 igin n? = 10° (hizh), fakat
n = 100000 icin n? = 100 olur ve siire siirin1 asar.

6. Ustel ve Faktoriyel Zaman: O(2") ve O(n!)

Bolim 4 ve 5’te gordiiglimiiz sayma kurallariyla baglantili olarak, bir kiimenin tiim
alt kiimelerini gezmek 2™, tiim permiitasyonlarimi gezmek ise n! adim gerektirir.
Bu algoritmalar yalmizca ¢ok kiigiik n degerleri (n < 20 veya n < 11) igin pratik
siirede ¢aligabilir.

21.2.3 Coziimlii Ornekler: Karmasiklik Nasil Hesaplanir?

Ornek 21.4. Asagidaki kod parcasimn zaman karmasikligine Big O cinsinden
bulunuz.

for (int % = 1; © <=n; 4 *=2) {
for (int j = 1; j <= n; j++) {
toplam++;

}

Cozim. I¢ ve dig dongiilerin adim sayilarmi birbirinden bagimsiz bicimde incele-
yebiliriz:
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e Digtaki dongii: ¢ degiskeni 1,2,4,8,... geklinde ikiye katlanarak ilerliyor.
Dolayisiyla i < n kosulu saglandig siirece dongii adinu sayisi k, 2871 < n
esitsizligine uyar. Yani dig dongii tam olarak |log, n| + 1 kez doner.

o Icteki dongii: Dis déngiiniin her bir adimimda, j degiskeni 1’den n’e kadar
birer birer artar. Yani i¢ dongii her zaman n kez caligir.

Toplam iglem sayisi i¢ ve dig dongii adimlarinin ¢arpimidir:

([loggn] + 1) x n = O(nlogn)

Ornek 21.5. Asaqidaki kod parcasinan zaman karmasikligin belirleyiniz.

for (int % = 1; 4 <= n; i++) {
for (int j = 1; j <=n; 7 += 1) {
toplam++;

}

Coziim. Icteki dongiiniin adim sayisi i'ye bagl oldugundan smirlar1 dogrudan
carpmak yerine her i degeri icin adimlar: tek tek toplayalim:

e 1= 1igin: j birer birer artar, dongii 7 kez galsir.
o i =2 icin: j ikiger ikiger artar, déngii § kez caligir.

e i =3 icin: j iiger iiger artar, dongii 5 kez cahgr.

e i =nicin: j n’er artar, dongii 7 = 1 kez gahsir.

Toplam adim sayisi:

N L U U
“17273 no "\ T273 n

Parantez igindeki ifade harmonik seridir (H,,). Bilindigi tizere H,, = lnn + v +
O(1/n) olup biiytime hiz1 O(logn)’dir.

Dolayisiyla toplam adim sayisi:
S =n-0(logn) = O(nlogn)

Bu analiz, Boliim 12’de gorecegimiz Eratosthenes kalburunun karmagiklik hesabi-
nin da temelini olusturur. O
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Ornek 21.6. Asagidaki fonksiyonun zaman karmasiklgime bulunuz.

void islem(int n) {
while (n > 0) {
for (int © = 0; % < n; 2++) {
printf("*");
}
n /= 2;

Coziim. 1lk bakista ic ice bir yap: goriip dogrudan O(nlogn) demek sik yapilan
bir hatadir. Adimlar: toplayarak gérelim:

e 1. adimda n yildiz basilir.
o 2. adimda n/2 yildiz basilir.

e 3. adimda n/4 yildiz basilir.

Toplam iglem sayisi:

n n n
T = — — _ 1
(n) n+2+4+8+ +

n parantezine alirsak:

1 1 1
T(n) = 1+-+-+-4+...
(n) n<+2—|—4+8+ )

1

Sonsuz geometrik serinin toplami > 5% (1) = =i

= 2’dir. Dolayisiyla:
T(n) <2n

Yani toplam iglem sayis1 2n’i asla gecemez. O halde bu algoritmanin karmagiklig
O(nlogn) degil, O(n)’dir. O

Ornek 21.7 (Dongii Govdesindeki Gizli Maliyetler). Asagidaki kod parcasiman
karmagikligina inceleyelim:

result = empty list
FOR FEACH element IN A DO
IF element NOT IN result THEN
APPEND element TO result
END IF
END FOR
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Cozim. Tek bir dongii goriildiigiinde kodun O(n) oldugunu varsaymak sik yapilan
bir yanilgidir.

Igerideki arama adimi (element NOT IN result), bir listenin iginde bagtan
sona eleman arar. result listesinde k eleman varken bu arama islemi O(k) siirer.
Dizi tekil elemanlardan oluguyorsa k, 0’dan n — 1’e kadar biiyiir. Toplam maliyet:

n(n—1)

5 = 0(n?)

0+142+ 4+ (n—1)=

Programlama dillerinin yerlesik fonksiyonlarini (6rnegin dizide arama, dilimleme
ya da kopyalama) kullanirken o iglemlerin arka plandaki maliyetini mutlaka hesaba
katmaliyiz. O

21.3 Pratik Limitler

Teorik Big O analizini somut yarigma kogullarina uyarlayalim. Kargimizda girdi
boyutu n olarak verilmis ve siire sinir1 1.0 saniye olan bir problem oldugunda,
hangi karmasgikliktaki bir algoritmay: tasarlamaliyiz?

21.3.1 Temel Esik: 10° islem / Saniye

Tanim 21.8 (10% Kural). Modern yarisma sunucularnda (Codeforces, TUBI-
TAK sinav sistemi, AtCoder vb.) standart bir C/C++ program: 1 saniyede yak-
lagik 108 (100 milyon) basit iglem gerceklestirir.

Bu kural mutlak bir simir olmamakla birlikte yiriitiilen islemlerin tiirtine gore
esneklik gosterir:

 Basit toplama, gikarma, bit iglemleri (bitwise) ve dizi erigimleri ¢ok hizhidir;
1 saniyede 2 x 108 hatta 4 x 108 adet calisabilir.

o Carpma nispeten hizlidir; bélme (/) ve mod alma (%) islemleri ise islemci
icin daha maliyetli olup 1 saniyede ancak 5 x 107 civarinda yiiriitiilebilir.

o Kayan noktali say1 fonksiyonlar1 (sqrt, sin, pow) belirgin bigimde daha
yavastir.

Bununla birlikte, kaba bir 6n tahmin icin 10® esigi en giivenilir baglangic nok-
tasidir.

21.3.2 Girdi Boyutuna (n) Gore Algoritma Tahmini

TUBITAK 1. Asama smavinda problem metnindeki n siirlarina bakarak hedef-
lenen algoritmanin karmagikligi dogrudan tahmin edilebilir. Agagidaki tablo bu
kararda temel rehberdir:
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Girdi Boyutu (n) | Beklenen Karmasgik- | Tipik Algoritma / Yak-
ik lagim

n <10 O(n!) Tim permiitasyonlar: de-
neme

n <20 O(2") veya O(2" - n) Tim alt kiimeleri gezme,
bitmask DP

n < 500 O(n?) Floyd-Warshall, 3 i¢ ige
dongii

n < 5000 O(n?) Kaba kuvvet ikilileri ta-
rama, basit DP

n < 200000 O(nlogn) veya O(n) Siralama, ikili arama, seg-
ment agaci

n < 107 O(n) Basit tek gegisli dongi, kal-
bur

n > 10° O(logn) veya O(1) Matematiksel formiil, hizli
is alma

Ornek 21.9. Bir problemde n = 100000 tam say: veriliyor. Tiim (i,j) indis
ciftleri (1 < i < j < n) igin |Ali] — Alj]| farklarmn en kigigini bulmamaz
isteniyor. Hangi yaklasima segmeliyiz?

Coziim. 1. Yaklasim (Kaba Kuvvet): Tim ciftleri i¢ ige iki dongiiyle dene-
riz. Bolim 5te gordiigiimiiz kombinasyon formiiliiyle, tiim ciftlerin sayisi (g) =

2 Dqir, = 107 igin:

10° x (10° — 1 1010
X(2 )% 2 =5 x 10? iglem

108 kuralma gére bu islem yaklagik 5?&599 = 50 saniye siirer. Siire smir1 1 saniye

oldugundan bu yontem Zaman Simir1 Asimi (Time Limit Exceeded - TLE)
verecektir.

2. Yaklagim (Siwralama): Sayilar1 énce kiigiikten biiyiige siralariz. Birbirine
en yakin iki say1, sirali dizide kesinlikle ardigik olmak zorundadir.

1. Diziyi sirala: O(nlogn)
2. Yan yana duran elemanlarm farkina tek bir dongiide bak: O(n)
Toplam karmagiklik O(nlogn) olur. n = 10° igin:
nlog,n ~ 10° x 17 ~ 1.7 x 10° iglem
Bu da yaklagik 0.02 saniye siirer ve siire sinirinin oldukga altinda kalir. O
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21.3.3 Alan (Bellek) Karmasiklig:

Algoritmalar yalnmizca zaman degil, hafiza da tiiketir. Yarigmalarda tipik bellek
simirt 128 MB ile 512 MB arasindadir (en yaygin olani 256 MB).

Bellek analizinde temel veri tiplerinin kapladig: yerleri bilmek gerekir:

e bool / char: 1 bayt
e int: 4 bayt
o long long / double: 8 bayt

Bellek miktarini megabayta cevirmek icin:

1 KB = 1024 bayt, 1 MB = 1024 KB ~ 10° bayt

Pratik kural olarak:

e 107 elemanl bir int dizisi: 107 x 4 bayt ~ 40 MB yer tutar.

o 108 elemanl bir int dizisi: ~ 400 MB yer tutar (ve 256 MB siirinda hafiza
asimi verir).

« 5000 x 5000 boyutunda iki boyutlu bir int matrisi: 2.5 x 107 x 4 ~ 100 MB
yer tutar.

Ornek 21.10 (Alan-Zaman Takasi (Space-Time Tradeoff)). Algoritma tasar-
manda stklikla ek bellek kullanilarak hiz kazanilir veya tam tersine bellek tasarrufu
adina islem stiresi artirilar.

Bir dizideki sayilarin daha dnce goriliip gorilmediging denetlemek i¢in:

e FEkstra bellek kullanmazsak: Her yeni eleman i¢cin dizinin basina bakariz
— O(n?) zaman, O(1) ek bellek.

o Bir frekans dizisi (veya dogruluk tablosu) tutarsak: Saywy gordigimiizde
var_mi[z] = true yapariz — O(n) zaman, sayiman alabilecegi en biiyik
deger (M) kadar O(M) ek bellek.

Ornek 21.11 (Rekiirsiyon Yigini (Call Stack)). Yalnizca tanimladiginiz diziler
degil, cagirdiginaz rekirsif (rekirsif) fonksiyonlar da bellek tiketir. Her fonksiyon
cagrisy igletim sisteminin cagrr yiginy (call stack) bolgesinde yer tutar.

Ornegin:

void dfs(int u) {
for (int v : komsular[u]) {
if (!ziyaret[v]) dfs(v);
}
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Graf bir zincir bicimindeyse ve n = 200000 ise, dfs fonksiyonu i¢ ice 200000
kez cagrilir. Her cagr yiginda yaklasik 32—64 bayt tuttugunda toplam yigin boyutu
200000x48 ~ 10 MB seviyesine ulasir. Pek ¢cok yarisma platformunda ve Windows
ststemlerinde varsayilan ypgin limiti § MB civarindadir. Program genel bellek
sinarine agmamas olsa dahi Stack Overflow (Yigin Tasmasy) hatasy alarak ¢oker.

21.3.4 Boliim Ozeti ve Kontrol Listesi

Bir problemi ¢6zerken su adimlar aligkanlik haline getiriniz:

1. Soru metnindeki n sinirma bakarak hedef karmagikhig: belirleyin (n = 10°
ise O(n?) bir algoritma tasarlamak yerine dogrudan O(nlogn) veya O(n)
¢oziimlere yonelin).

2. Kodunuzdaki i¢ ige dongiilerin sinirlarini ve yerlegik dil fonksiyonlarinin ma-
liyetlerini tek tek hesaba katin.

3. Islem saymizin 10® simirini agip agmadigini kaba bir hesapla test edin.

4. Tanimladigimiz dizilerin toplam boyutunun 256 MB limitini ge¢gmediginden
emin olun.
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Bolum 22

Diziler ve Temel Teknikler

Algoritmik problemlerin biiyiik bir kisminda veriler tek bir say1 veya degisken
olarak degil, belirli bir sira dahilinde pes pesge dizilmis degerler toplulugu olarak
karsimiza ¢ikar. Bir yarismadaki katilimcilarin puanlari, bir hisse senedinin giin
giin fiyat1 ya da bir sensérden saniye saniye okunan sicaklik degerleri bu duruma
dogal birer 6rnektir.

Bu béliimde, programlamanin en temel dogrusal veri yapisi olan dizileri ele
aliyor; ardindan zaman sinirina takilmamak igin sikca bagvurulan iki temel teknigi
inceliyoruz: prefix sums (prefiz sums) ve two pointers (two pointers).

22.1 Diziler, Indis ve Tarama

22.1.1 Motivasyon: Neden Dizi Kullaniriz?

Elinizde 5 adet tam say1 oldugunu ve bunlarin ortalamasini bulmak istediginizi
varsayalim. Kolaylikla a, b, ¢, d, e adinda beg degigken tanimlayip toplamlarini 5’e
bolebilirsiniz. Peki ya 100000 adet sayinin ortalamasini, en biiytigiinii veya sira-
lanmig halini bulmaniz gerekirse? Yiiz bin ayri degisken ismi tanimlamak hem
pratik degildir hem de algoritmik olarak anlamsizdir.

Bize gereken sey; bellekte art arda duran, tek bir isimle erigebildigimiz ve her
bir elemanina sirasiyla birer numara (indis) vererek ulagabildigimiz bir yapidir.
Iste bu yapiya dizi (array) ad: verilir.

Tamim 22.1 (Dizi ve Indis). Aynu tiirden verilerin bellekte ardisik hiicrelerde
saklandugqi, her bir elemanina 0’dan (veya matematiksel yazvmda 1°den) baslayan
bir tamsay ile dogrudan erisilebilen veri yapisina dizi denir. Bir elemanin dizideks
konumunu belirten bu tam saywya indis (index) adu verilir.

Bir A dizisinin ¢’inci elemanm programlamada genellikle A[i], matematikte ise
alt indisle A; veya A[i] olarak gosterilir. C ve Python gibi dillerde dizilerin ilk
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elemani daima 0. indiste yer alir:

A =[Ag, A1, Ag, ..., An]

22.1.2 Dogrudan Erisim ve Bellek Mantigi

Dizilerin en belirgin avantaji, kaginci sirada olursa olsun herhangi bir elemana
aninda, yani O(1) zamanda erigebilmesidir.

Bellek mimarisinde her bir veri hiicresinin bir adresi vardir. n elemanli bir
tam say1 dizisi olusturdugumuzda, isletim sistemi bellekte yan yana duran bloklar
tahsis eder. Ik elemanin bellek adresi adresy ve her bir tam saymim kapladig: alan
w bayt (6rnegin 32-bit tamsayilar i¢in w = 4 bayt) ise, i’inci elemanin adresi su
formiille dogrudan hesaplanir:

adres; = adresg + 7 X w

Islemci bu carpma ve toplama iglemini tek bir makine cevriminde gerceklestirir;
aradaki elemanlar1 tek tek saymak zorunda kalmaz. Bu nedenle A[0]’a erismekle
A[99999]’a erismek ayn siireyi alir.

22.1.3 Diziyi Dongiiyle Gezme (Tarama)

Dizi algoritmalarinin temeli, elemanlar1 belirli bir sira ile incelemeye, yani tarama
(traversal) islemine dayanir. Bir diziyi bagtan sona tek bir dongiiyle gegtigimizde,
n elemanin her birine tam bir kez ugrariz; bu da O(n) karmasiklik demektir.

Ornek 22.2. n elemanl bir A tam say dizisindeki en biyik elemani ve bu
elemamn ilk gorildigi indisi bulunuz.

Céziim ve Diistince Yolu. Dizideki sayilari énceden bilmedigimiz icin her sayiyi
en az bir kez incelemek zorundayiz. Kargilagtigimiz en biiyiik degeri hafizada tu-
tabiliriz. 11k basta gordiigiimiiz tek eleman olan A[0]1 gecici olarak “en biiyiik”
kabul ederiz. Ardindan 1’inci indisten son indise kadar diziyi sirayla gezeriz. Ge-
zinti sirasinda elimizdeki degeri agan bir A[i] ile kargilagirsak, en biiyiik degeri ve
indisini glincelleriz.

Bu iglem, Bolim 18’de inceledigimiz yari-degismez (monovariant) mantigini
tagir: k'mer adim tamamlandiginda, elimizdeki deger A[0...k| alt dizisinin en
biiytik degeridir.

int en_buyuk = A[0];
int en_buyuk_indis = 0;

for (int i = 1; i < n; i++) {
if (A[i] > en_buyuk) {
en_buyuk = A[i];
en_buyuk_indis = 1i;
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Her adimda yalnizca sabit sayida iglem (O(1)) yapildigindan ve déngii n — 1 kez
dondugiinden toplam zaman karmasikhigi O(n)’dir. O

Ornek 22.3. Bir A dizisinin kendi i¢inde tersine cevrilmesi (reverse): Ek bir dizi
kullanmadan, A = [Ao, A1,..., An_1] dizisini A = [Ap_1,An—2,...,Ag] haline

getiriniz.

Cézim. 1k eleman (A[0]) son elemanla (A[n — 1]), ikinci eleman (A[1]) sondan
bir dncekiyle (A[n — 2]) yer degistirmelidir. Genel kural olarak i’inci eleman (n —
1 —4)’inci elemanla takas edilir (swap).

Burada dongii simirina dikkat edilmelidir: Dizinin sonuna kadar gidersek, ilk
yarida takas ettigimiz elemanlar1 ikinci yarida tekrar takas edip eski hallerine
dondiirtriiz. Dolayisiyla yalnizca dizinin ortasma (|n/2]) kadar ilerlememiz ye-
terlidir:

FUNCTION reverseArray(A)
n = LENGTH(A)
FOR i FROM 0 TO FLOOR(n / 2) - 1
SWAP A[i] AND A[n - 1 - i]
END FOR
END FUNCTION

Dongii [n/2] adim attigr igin zaman karmagikhigi O(n), ek bellek kullanimi ise
O(1)’dir. O

Ornek 22.4 (Frekans Dizisi / Sayma Teknigi). Elemanlar 0 ile K arasinda
degisen n elemanly bir dizide, her saywnin kagar kez tekrar ettigini O(n + K)
zamanda bulunuz.

Cézim. Tki i¢ ice déngii kurup her eleman igin diziyi bastan sona taramak O(n?)
zaman alirdi. Bunun yerine dizinin elemanlarii dogrudan birer indis olarak kul-
lanabiliriz. Boyutu K + 1 olan ve tiim elemanlar: 0’la baglatilmig bir sayac dizisi
olugturalim:

// sayac dizisinin boyutu K + 1 olmali ve sifirlanmalidir
for (int i = 0; i < n; i++) {
sayac[A[i]]++;

3

Bu iglemde her bir A[i] i¢in sayac[A[il] degerini 1 artirirz. Boylece tek bir
taramayla (O(n)) tiim frekanslar belirlenmig olur. O
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En Sik Yapilan Hatalar: Sinir Tagmas1 (Out-of-Bounds)

Dizilerle caligirken yarismalarda en cok karsilagilan ve programin aninda ¢okme-
sine (Run Time Error) ya da tanimsiz davranmasina (undefined behavior) yol agan
hata indis sinir tagmasidir.

e n elemanli bir dizide gegerli indisler 0, 1,...,n—1’dir. A[n] indisine erismeye
galismak tipik bir “bir fazlasi hatasi”dir (off-by-one error).

o Komsu elemanlar1 kontrol ederken (6rnegin A[i] ile A[i 4 1] veya Afi — 1]’i
kiyaslarken) déngii sinirlarim daraltmay: unutmak: Déngii @ = 0’dan n—1’e
kadar doniiyorsa, dongii icinde A[i + 1] yazmak i = n — 1 iken A[n]’e erisir
ve tagma tretir.

22.2 Prefix Sums

22.2.1 Motivasyon: Araliksiz Sorgular ve Zaman Cikmazi

Bir fabrikada calisan bir makinenin n giin boyunca harcadig: elektrik enerjisi bir
A dizisinde verilmig olsun. Fabrika yonetimi sik sik su soruyu yoneltiyor: “L’inci
giin ile R’inci giin arasinda toplam ne kadar elektrik harcandi?”

Eger bu soru toplam ¢ defa sorulursa ve biz her soru i¢in L’den R’ye kadar
olan sayilar1 bir déngii ile toplarsak ne olur?

R

Toplam = Z Ali]
i=L

Her bir aralik sorgusu en kétii durumda O(n) adim siirer. ¢ adet sorgu igin harca-
nan toplam zaman O(g x n) olur. n = 100000 ve ¢ = 100000 olan bir problemde
islem sayis1 yaklagik 100 seviyesine ulagir. Modern bir islemci bir saniyede yakla-
sik 10® islem yapabildiginden, bu kaba kuvvet (brute-force) yaklagim 100 saniye
siirecek ve siavdaki 1.0 saniyelik zaman siirini katbekat asacaktir.

Dizideki sayilar sabitken her seferinde aymi araliklar1 tekrar tekrar toplamak
yerine bu toplamlar: énceden hazirlayabiliriz.

22.2.2 Sezgi ve Genel Kural

Somut bir 6rnek tizerinden diigiinelim. Bir yol {izerinde 0'inc1 kilometreden bagla-
yarak ilerleyen bir aracin belirli noktalardaki kilometre taglarini biliyor olalim:

A=[3,1,4,1,5,9, 2]

Bu aracin 2. eleman ile 5. eleman arasindaki (yani 4, 1,5,9) mesafesini bulmak
istiyoruz.
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Yolun en basindan itibaren gidilen toplam mesafeleri 6nceden kaydetmis olsay-
dik:

e Bagtan 5. elemana kadar olan toplam mesafe: 3+1+4+14+5+9 =23
e Bagtan 1. elemana kadar olan toplam mesafe: 3 +1 =4

Aradigimiz [2, 5] araligy, aslinda ilk 5 elemanin toplamindan ilk 1 elemanin topla-
minin ¢ikarilmasiyla bulunur:

Aralik Toplam1 =23 —4 =19

Kontrol edelim: 4 + 1+ 5+ 9 = 19. Tek bir ¢ikarma iglemiyle sonuca ulasgtik.

Tanim 22.5 (Prefix Sums Dizisi). Boyutu n olan bir A dizisi verildiginde, P[0] =
0 olmak tizere her 1 < k < n icin

E
—_

Pl =" Ali] = A[0] + A[1] + - + A[k — 1]

@
Il
=)

seklinde tanimlanan n + 1 elemanly P dizisine A’nan prefix sum dizisi (prefic
sum array) denir.

Notasyon ve 1-Tabanli Tercih: Prefix sums dizilerinde P’nin boyutunu n+1
se¢ip P[0] = 0 tanimlamak biiytik bir indeksleme kolayligr saglar. Boylece ilk k
elemanin toplami dogrudan P[k] olur.

Teorem 22.6 (Aralik Toplami Ilkesi). 0-tabanl indekslenmis bir A dizisinin [L, R]
indis arahgindaki elemanlarimin toplama, P prefic sum dizisi kullandarak O(1)
zamanda su formiille hesaplanar:

R
> Ali] = P[R+1] - P[L]
i=L
Kanat. Tanim geregi:

P[R+1] = A[0] + A[l] + -+ A[L — 1] + A[L] + - -- + A[R)

ve

P[L] = A[0]+ A[1] +--- + A[L — 1]
dir. Iki esitligi taraf tarafa cikardigimizda:

R L—1 R
P[R+1] - P[L] = <2Am> - (Z A[i]> - ZA[i]
=0 =0 i=L

elde edilir. Bu hesaplama yalnizca tek bir ¢ikarma igleminden ibaret oldugundan
caligma zaman1 O(1)’dir. O
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22.2.3 Prefix Sums Ingas:

P dizisini her adimda bastan toplayarak kurarsak insa siireci O(n?) siirer. Ancak
bir 6nceki toplami kullanarak yeni elemani eklemek dogal bir yineleme verir:

Pli|]=P[li—1]+A[li—1] (1<i<n)

Bu iligki sayesinde P dizisi O(n) zamanda, tek bir gegiste kurulur.

// A dizisi n elemanli, P dizist n + 1 elemanli
P[0] = 0;
for (int i = 1; i <= n; i++) {
P[i] = P[i - 1] + A[i - 1];
}

// L ile R araligindakt: toplami sorgulamak tcin (0 <= L <= R < n):
long long aralik_toplami = P[R + 1] - P[L];

Boylece ¢ sorguluk problemimizin toplam siiresi O(g x n) yerine O(n + ¢) olur
ve sorgular hizla yanitlanir.

Ornek 22.7. Sifirlardan ve birlerden olusan bir dizide, verilen [L, R] arahgimda
kag tane $1$ oldugunu O(1) zamanda bulan algoritmay: tasarlayiniz.

(Céziim. Yalnizca 0 ve 1’lerden olugan bir dizide elemanlarin toplami, dizideki
1’lerin sayisina tam olarak egittir. Dolayisiyla dizinin prefix sumim aldigimizda,
herhangi bir [L, R] araligindaki 1’lerin sayis1 dogrudan P[R+ 1] — P[L] formiiliiyle
elde edilir. O

Ornek 22.8 (Toplami K Olan Alt Dizi Sayis1). Negatif sayilar da icerebilen n
elemanly bir A dizisinde, toplamlar: tam olarak K ’ya esit olan ardisik alt dizilerin
saysine bulunuz. (n < 200000 )

Céziim ve Digilince Yolu. Bu fikir suradan gelir: Bir [L, R] alt dizisinin toplam
P[R + 1] — P[L)dir. Bizden istenen kogul:

P[R+1]-P[L]=K < P[L]=P[R+1]-K

Bu matematiksel dontisiim ¢oziimii oldukca sadelegtirir. Diziyi soldan saga dogru
tararken (R’yi 0’dan n — 1’e biiyiitiirken), o ana kadar gordiigiimiiz prefix sums’in
frekansim bir tabloda saklarsak; her adimda “Gegmigte degeri P[R + 1] — K olan
kag tane P[L] gordiim?” sorusunu dogrudan yanitlayabiliriz:

1. toplam_adet = O, suanki_toplam = O.

2. Bosg bir frekans tablosu agip frekans[0] = 1 yazariz (hi¢ eleman almadigi-
miz bog 6nek toplami 0’dir).

3. Dizinin her x elemani i¢in:
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e suanki_toplam += x
e Aradigimiz eski deger hedef = suanki_toplam - K.
e Eger hedef tabloda varsa, toplam_adet += frekans[hedef].

o frekans[suanki_toplam] degerini 1 artir.

Bu algoritma diziyi tek bir gecigte, O(n) stirede ¢ozer. O

22.2.4 1ki Boyutlu Prefix Sums

Prefix sums mantigi ¢cok boyutlu dizilere de dogrudan genellenir. H x W boyut-
larimda bir matriste verilen herhangi bir dikdortgensel bolgenin toplamini O(1)
stirede bulmak icin benzer bir ének hesabi kurulabilir.

Tanim 22.9 (2 Boyutlu Prefix Sums). M matrisi i¢in P[r][c], sol ist késesi (0,0)
ve sag alt kogesi (r —1,¢— 1) olan dikdértgenin i¢indeki tim sayilarin toplamadar.

Bunu hesaplarken Bolim 8’de ele aldigimiz icerme-disarma ilkesinden
(inclusion-exclusion) faydalaniriz:

P[rl[c] = M[r —1][c — 1] + P[r — 1][¢] + P[r][c — 1] — P[r — 1][c¢ — 1]

Solundaki ve tistiindeki alanlar toplanir; her ikisinde de ortak bulunan sol-iist
capraz alan iki kez sayildig: icin bir kez ¢ikarilir.

Benzer gekilde, sol iist kosgesi (r1, ¢1) ve sag alt kogesi (r2, ¢2) olan bir alt matrisin
toplami sudur:

Alan Toplami = Plrg + 1][co + 1] — P[r1][c2 + 1] — P[ra + 1][c1] + Plr1][c1]

o
D
oL,
(¢)
)
>
Qo
=

(ra2|c2)

Sekil 22.1: 2 Boyutlu Prefix Sums’ta Hedef Alanin Icerme-Disarma ile Hesaplan-
masi
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22.2.5 Fark Dizisi Teknigi (Difference Array)

Prefix sums’in ters iglemi de aralik giincellemelerinde oldukca etkilidir. Diyelim ki
bosg bir diziyle bagladinz ve size su tip giincellemeler veriliyor: “[L, R] araligindaki
tliim sayilara V' degerini ekle.”

q adet aralik giincellemesini dongiiyle yapmak O(gxn) siirer. Ancak fark dizisi
teknigiyle her giincellemeyi O(1) iglemle kaydedebiliriz:

D fark dizisi, D[i] = A[i] — Afi — 1] olarak tamimlansin (A[—1] = 0). [L, R]
araligina V' eklemek, fark dizisinde yalnizca iki noktay1 etkiler:

1. DIL] degeri V kadar artar (A[L], A[L — 1]’e kiyasla V kadar biiytimustiir).

2. D[R+ 1] degeri V kadar azalir (A[R+ 1] degismemis, ancak solundaki A[R]
degeri V' kadar biiytimiigtiir).

Tiim sorgular bittikten sonra, fark dizisinin prefix sumi alinarak orijinal dizinin
son hali tek hamlede O(n) stirede elde edilir.

En Sik Yapilan Hatalar

o Tamsay1 Tagmas: (Integer Overflow): Dizi elemanlar 10° mertebesin-
deyse, bu elemanlarin toplami 32-bit isaretli tamsayr smirmi (23! — 1 &
2 x 109) hizla agar. Prefix sums dizisi tanimlanirken C/C++ dillerinde mut-
laka long long tiirii tercih edilmelidir.

« Indis Kaymalari: P[R] — P[L] mi yoksa P[R + 1] — P[L] mi yazlacag:
sikga karigtirihr. Saglamasim yapmak igin 1 elemanli bir arahigr (L = R) test
edebilirsiniz: Formiilin P[L + 1] — P[L] = A[L] sonucunu vermesi gerekir.

22.3 Two Pointers

22.3.1 Motivasyon: Sirali Yapilarin Getirdigi Bilgi Giicii
Elimizde kiiglikten biiyiige siralanmig bir A dizisi olsun:
A=1]1,3,4,7,10,11,15], n=7

Bu dizide toplamlar: tam olarak X = 17 olan iki eleman bulmak istiyoruz.

Akla gelen ilk yontem, i¢ ige iki dongii yazip tim olasi (A[i], A[j]) ciftlerini
denemektir. Olast ¢ift says1 (5) = @ = O(n?)’dir. n = 100000 durumunda
bu yaklagim zaman agimina ugrar.

Dizinin sirali olmas: ise bize net bir yon bilgisi verir: Saga gitmek sayilari
biiyiitiir, sola gitmek kiiciiltiir. Bu sayede arama uzayimi korlemesine denemek
yerine adim adim daraltabiliriz.
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22.3.2 Uclardan Merkeze Tarama (Opposite Direction)

Diziye iki ugtan yaklagalim: Biri dizinin en kiigiik elemanim (en bagi, sol = 0),
digeri ise en biiyiik elemanim (en sonu, sag = n — 1) gostersin. Konum belirten
bu degigkenlere isaretgi (pointer) diyoruz.

1 3 4 7 10 11 15

sol — +— sag

Sekil 22.2: Two Pointers Yaklagiminda Isaretcilerin Tki Uctan Baglatilmasi
Simdi mevcut toplama bakalim: T = A[sol] + A[sag] = 1 + 15 = 16.
o Aradigimiz toplam 17’ydi; mevcut toplam (16) kiiciik kalda.

e Toplami biiyiitmek i¢in sag isaretcisini sola kaydirirsak sayilar kigilir ve
toplam daha da azalir. Dolayisiyla A[sag]| ile eslesebilecek bagka hicbir ele-
man kalmamigtir. Toplami biiytitmenin tek yolu sol isaret¢isini bir adim
saga ilerletmektir (sol = 1).

Yeni durum: A[sol] = 3, A[sag] = 15. Toplam 3 + 15 = 18.
o Bu sefer toplam hedefimizden biiyiik ¢ikt1 (18 > 17).

o Toplam kiigtiltmek igin sag isaret¢isini bir adim sola kaydirmaliyiz (sag =

5).
Yeni durum: A[sol] = 3, A[sag] = 11. Toplam 3 4+ 11 = 14 < 17. sol bir saga
(sol = 2).
Yeni durum: A[sol] = 4, Alsag] = 11. Toplam 4 + 11 = 15 < 17. sol bir saga
(sol = 3).
Yeni durum: Afsol] = 7, Alsag] = 11. Toplam 7 + 11 = 18 > 17. sag bir sola
(sag =4).

Yeni durum: A[sol] = 7, A[sag] = 10. Toplam 7 + 10 = 17 = X. Aradiginuz cifti
bulduk: (7,10).

Teorem 22.10 (Two Pointers ile Iki Toplam (Two Sum)). Kiiciikten biiyiije sural
n elemanly bir dizide toplama X olan bir ¢iftin varhgi, two pointers teknigi ile O(n)
zamanda ve O(1) ek bellek ile tespit edilebilir.

Ispat ve Degismez (Invariant). Algoritmanin dogrulugunu géstermek icin aradig-
miz ¢Ozliimin adimlar sirasinda elenmedigini kanitlamaliyiz.

Aranan ¢oziimiin (i*, j*) indislerinde bulundugunu varsayalim (i* < j*). Bo-
liim 18’de ele aldigimiz degigmezlik yaklagimiyla, ispatlamak istedigimiz degismez
sudur: “Herhangi bir anda sol < i* ve sag > j* egitsizlikleri daima korunur.”

Baslangicta sol = 0 < i* ve sag = n — 1 > j* oldugundan ifade gegerlidir.
Algoritmanin adimlarinda iki durum olusabilir:
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1. Afsol] + A[sag] < X: Eger sol < i* ise, sol’'un bir artmasi aradigimiz :*’a
dogru yaklagmadir; degigsmez bozulmaz. sol = i* iken bu durum gerceklege-
bilir mi? Gergeklesemez; ¢iinkii sol = i* olsaydi, sag > j* kogulundan 6tiirii
Alsol]+ A[sag] = A[i*]+ A[sag] > Ali*]+ A[j*] = X olurdu. Bu ise toplamin
X’ten kiiclik olmasiyla celisir. Dolayisiyla sol = ¢* iken isaret¢i artirilmaz.

2. Alsol]+ A[sag] > X: Benzer sekilde sag = j* iken toplam asla X ’ten biiytuk
olamaz. Dolayisiyla sag, hicbir zaman j*'in soluna diisecek sekilde eksiltil-
mez.

Isaretcilerden en az biri her adimda digerine bir birim yaklasir (sag — sol fark
kesin olarak azalir). Dolayisiyla algoritma en fazla n adimda ya hedef ¢ifte ulagir
ya da sol > sag kosuluyla sonlanir. Toplam iglem sayisi O(n)’dir. O

int sol = 0, sag = n - 1;
bool bulundu = false;

while (sol < sag) {
long long toplam = (long long)A[sol] + A[sagl;
if (toplam == X) {
bulundu = true;
break;
} else if (toplam < X) {
sol++; // Toplami buyut
} else {
sag-—; // Toplami kucult
}

22.3.3 Ayni Yone Kayan Pencere (Sliding Window)

Iki igaretcinin her zaman dizinin iki zit ucundan baslamasi gerekmez. Kimi prob-
lemlerde two pointers de dizinin bagindan (0’dan) baglar ve ayn1 yoéne dogru iler-
ler. Bu yaklagima kayan pencere (sliding window) denir. Pencerenin sinirlarim
[sol, sag| aralig1 belirler.

Ornek 22.11 (Toplami En Fazla K Olan En Uzun Alt Dizi). Tim elemanlar
pozitif tam saylar olan bir A dizisinde, elemanlary toplami < K olan en uzun
ardisik alt dizinin vzunlugunu bulunuz.

Céziim ve Diigiince Yolu. Tim elemanlar pozitif oldugu i¢in penceremize sagdan
yeni bir eleman ekledigimizde (sag arttiginda) toplam kesinlikle artar; soldan bir
eleman gikardigimizda (sol arttiginda) toplam kesinlikle azalir. Bu durum arama
icin elverigli bir monotonluk sunar.
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sag isaret¢isini 0’dan n — 1’e kadar birer birer ilerletiriz. Her adimda A[sag]1
pencere toplamina ekleriz. Eger toplam K’y1 asarsa, toplam tekrar K’nin altina
inene kadar sol isaretcisini saga kaydirip A[sol| degerlerini pencereden gikaririz:

FUNCTION longestSubarray(A, K)
left = 0
currentSum = 0O
maxLength = 0

FOR right FROM O TO length(A) - 1 DO
currentSum = currentSum + A[right]

WHILE currentSum > K AND left <= right DO
currentSum = currentSum - A[left]
left = left + 1

END WHILE

maxLength = MAX(maxLength, right - left + 1)
END FOR

RETURN maxLength
END FUNCTION

Karmagiklik Analizi (Amorti Edilmis Analiz): Kodda i¢ i¢e bir for ve bir
while dongiisii yer almasi ilk bakista O(n?) izlenimi verebilir. Ancak isaretcilerin
hareketine dikkat edilmelidir:

e sag igsaretcisi 0’dan n — 1’e kadar tam n defa artirilir.

e sol igsaretgisi hicbir zaman sola dénmez; o da dizi boyunca en fazla n defa
artirilabilir.

Dolayisiyla icteki while dongiisiiniin toplam adim sayisi, programin tiim ¢aligma
siiresi boyunca en fazla n’dir. Amorti edilmis analizle her eleman pencereye bir
kez girer ve en fazla bir kez ¢ikar. Toplam zaman karmagikligi O(n)’dir. O

Ornek 22.12 (Swrali iki Diziyi Birlestirme / Merge). Boyutlart siraswyla n ve
m olan swraly iki dizi A ve B verildiginde; bu iki diziyi tek bir swraly dizi halinde
O(n +m) zamanda birlestiriniz.

(C6ziim. Bu problem, Bolim 23’te gérecegimiz Birlestirmeli Siralama (Merge Sort)
algoritmasinin temel adimidir. A i¢in bir 7 isaretcisi, B i¢in bir j isaretcisi tutariz.
Her adimda A[i] ve B[j]’den hangisi daha kiigiikse onu yeni dizimize ekler ve ilgili
isaretciyi bir ilerletiriz:

int i =0, j =0, k = 0;
// C dizist (n + m) boyutundadir
while (i < n && j < m) {

if (A[i] <= B[jD) {

325




Bolim 22. Diziler ve Temel Teknikler

Clk++] = A[i++];
} else {
Clk++] = B[j++];

}
}
// Kalan elemanlari aktar
while (i < n) Cl[k++] = A[i++];
while (j < m) C[k++] = B[j++];

Her adimda bir isaretgi ilerlediginden toplam zaman O(n + m) olur. O

En Sik Yapilan Hatalar: Negatif Sayilar ve Monotonluk hlali

Kayan pencere (veya two pointers) tekniginin ¢alisabilmesi igin sistemde bir mo-
notonluk (tekdiizelik) bulunmasi sarttir. Ornegin “Toplami < K olan alt dizi”
probleminde dizide negatif sayilar da yer alsaydi, pencereye sagdan eleman
eklemek toplami kiigiiltebilir, soldan eleman cikarmak toplami biiytitebilirdi. Bu
durumda igaretcilerin hangi yonde ilerletilmesi gerektigi kestirilemez ve two poin-
ters teknigi gecerliligini yitirir.

Altin Kural: Negatif sayilarin bulundugu toplam problemlerinde two poin-
ters yerine yukarida inceledigimiz prefix sum + frekans tablosu yontemi tercih
edilmelidir.

Boliim Ozeti ve Hangi Teknigi Secmeli?

TUBITAK 1. Asama sinavinda bir dizi problemiyle karsilagtigimizda su karar agaci
yol gosterici olabilir:

1. Tekrarlh Aralik Sorgular: (Range Queries): Dizi sabit kaliyor ve bize
defalarca [L, R] araligindaki toplam, ¢ift say1 adedi vb. soruluyorsa — Prefix
Sums (O(1) sorgu).

2. Toplu Aralik Giincellemeleri (Range Updates): Birden fazla arahiga
sabit bir deger eklenip en sonunda dizinin nihai hali isteniyorsa — Fark
Dizisi (O(1) giincelleme).

3. Sirali Dizide Eslesme / Cift Arama: Dizi siraliysa (veya siralanabili-
yorsa) ve belirli bir toplami/farki saglayan eleman ¢ifti aranmyorsa — Zit
Yonlii Tki Isaretci (O(n)).

4. Pozitif Degerli Dizilerde Alt Dizi Optimizasyonu: Elemanlarin pozitif
oldugu ve bir aralik kogulunun (6rnegin toplam < K') arandigi sorularda —
Kayan Pencere (O(n)).
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23.1 Neden Siralariz: Sirali Verinin Giici

Elimizde n adet tamsayidan olugan bir liste oldugunu diiglinelim:
A =[42,17,89,5,23,71,12,60]

Bu listede 23 sayisinin bulunup bulunmadigini kontrol etmek istersek, en kotii
durumda listenin biitiin elemanlarini tek tek incelememiz gerekir. Eger liste n
elemanliysa, her bir arama sorgusu i¢gin O(n) islem yapariz. ¢ adet sorgumuz
varsa toplam siire O(g - n) olur. n = 10° ve ¢ = 10° oldugunda yapilacak islem
say1st 10'0 mertebesine cikar ve standart bir islemci icin bu siire saniyeler degil,
dakikalar stirer.

Simdi ayni elemanlar1 kiiclikten biiytige sirali bir bicimde tuttugumuzu varsa-
yalim:
Agiran = [5,12,17,23,42,60, 71, 89]

Artik ortadaki elemana bakip aradigimiz sayinin sagda mi yoksa solda mi kalmasi
gerektigini tek bir kargilagtirmayla anlariz. Her adimda arama uzayimiz yariya
iner. Boliim 24’te ayrintilarina girecegimiz ikili arama (binary search) sayesinde
tek bir sorgu en fazla [log, n] adimda biter. 10° sorgu icin 10 - 17 ~ 1.7 x 10°
islem yeterlidir; yani saniyenin kiiciik bir kesrinde igslem tamamlanir.

Siralama (sorting), yalnizca arama hizini artirmakla kalmaz; algoritmik diigiin-
cede bir¢ok karmagik problemi dogrudan gézlemlere indirger.

Tanim 23.1 (Siralama Problemi). Uzerinde tam siralama bagintise < tanvmly bir
S kiimesinden alinan n elemanl bir A = [a1, ag, ..., ay,] dizisi verilsin. Siralama
problemi, Boliim 4 ’te ele aldigimiz {1,2,...,n} kimesinin oyle bir m permiitasyo-
nunu bulma islemidir ki,

Ar(1) < Ar(2) < -0 < Gp(p)

kosulu saglansin.
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Sirali bir dizinin sundugu baglica yapisal avantajlar1 sdyle 6zetleyebiliriz:

1. Ug Degerlere Erigim: Minimum eleman daima A[l], maksimum eleman
ise daima A[n] konumundadir. Dolayisiyla ug degerlere O(1) siirede erisilir.

2. Tekrarlar1 ve Benzersiz Elemanlar1 Bulma: Rastgele bir dizide ayni
elemandan birden fazla olup olmadigini anlamak dogrudan bir bakigla zor-
dur. Oysa sirali bir dizide birbirine egit elemanlar zorunlu olarak yan yana
gelir (A[i] = A[i + 1]). Tek bir dogrusal gegisle (O(n) stirede) tiim tekrarlar
tespit edilir veya ayiklanir.

3. Aralik ve Yakinlik Problemleri: Dizi i¢indeki en yakin iki elemanin
farkini bulmak icin sirasiz dizide tiim ciftleri denemek (5) = O(n?) kar-
silagtirma gerektirir. Sirali dizide ise en yakin iki eleman kesinlikle art arda
durmak zorundadir; minj <<y (A[i 4 1] — Afi]) degeri O(n) siirede hesaplanir.

4. Greedy Stratejiler: Boliim 27’de gbrecegimiz iizere, bir problemi en kiigiik
yva da en biiylik degerden baglayarak adim adim ¢o6zme stratejileri daima
siralanmig veri {lizerinde anlam kazanir.

Ornek 23.2. Bir tam saiy dizisinde farklar birbirine en yakin iki elemanin mutlak
farkinay bulunuz.

Ornek girdi: A = [28,4,19,45,12, 73]

(Cozim. Tum olast ¢iftleri incelersek: (28,4),(28,19),... toplam (g) = 15 kargi-
lagtirma gerekir. Genel durumda n eleman igin (g) = @

yaklagim O(n?) zaman alir.

¢ift vardir ve bu

Oysa reel say1 dogrusunu diigtindiigimiizde, birbirine en yakin iki nokta bu
dogru tuzerine dizildiklerinde zorunlu olarak komsu iki nokta olmak zorundadir.
Araya bagka bir nokta giriyorsa, komsulardan birine olan mesafe kesinlikle daha
kiiciiktiir.

O halde diziyi kii¢iikten biiyiige siralayalim:
Asuah = [4, 12, 19, 28, 45, 73]

Simdi ardisik farklar: hesaplayalim:

12-4=28
19-12=7
28—19=9
45 -28 =17
73 —45=28

En kiiciik fark min(8,7,9,17,28) = 7’dir. Bu kontrol yalmzca n — 1 adim siirdii.
Siralama maliyeti eklenince iglem toplamda O(nlogn) siirede tamamlanir. O
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Ornek 23.3. Elimizde n kisinin katildige bir yarismanin puanlare bulunmaktador.
Puanlar bir tamsay: dizisi olarak verilmistir. Bir puanan dizide "¢cogunluk” (strictly
magjority) olusturup olusturmadigini, yani n/2’den fazla kez tekrar edip etmedigini
belirlemek istiyoruz.

Ornek girdi: A =1[3,7,3,2,3,5,3,3,1] (n=9)

Cozim. Eger dizide bir eleman |n/2] 4+ 1 veya daha fazla kez bulunuyorsa, dizi
siralandiginda bu elemanin kapladig: aralik o kadar genig olmalidir ki, dizinin tam
orta noktasi olan [n/2]. indekse (O-tabanh indekste |n/2]) denk gelmek zorunda-
dar.

Verilen diziyi siralayalim:
ASlrah = [17 27 37 37 37 37 37 57 7}

Dizinin ortasindaki eleman: indeksi |[9/2| = 4 olan eleman A[4] = 3’tiir. Eger
dizide c¢ogunluk elemani varsa, bu eleman kesinlikle 3 olmak zorundadir. Simdi
tek bir gegigle 3’iin kag kez gegtigini sayariz: tam 5 defa ge¢gmektedir ve 5 > 9/2
oldugu igin ¢ogunluk elemani 3’tiir.

Siralama yapmasaydik her elemanin frekansini ayri ayri saymak veya ek veri
yapilar1 kurmak zorunda kalacaktik. Sirali yapinin sundugu geometrik yerlegim
problemi tek bir noktaya indirgemigtir. O

Ornek 23.4. n adet kapal aralik veriliyor: [s1,e1], [s2,€a], ..., [Sn, €n]. Bu aralk-
larin ortak bir kesisim kiimesi olup olmadigint nasil anlariz?

Coziim. 1ki arahigin kesismesi icin birinin baglangicinin digerinin bitisinden kiigiik
veya esit olmasi gerekir. n aralik icin ortak bir nokta x’in bulunmasi, her ¢ icin
s; <z < e; olmasi demektir. Bu ise su anlama gelir:

max s; < min e;
1<i<n 1<i<n

Baslangi¢ ve bitig noktalarini sirali diigiinelim. En biiyiik baglangic noktasi Shax,
en kiigiik bitig noktast Eni, olsun. Eger Spax < Fmin i8¢ [Smax, Pmin] araligin-
daki her nokta tiim araliklarin ortak kesigsimidir; aksi halde kesigim bogtur. Ug
degerlerin sirali diigliniilmesi ¢6ziimii dogrudan verir. O

Bu kazanimlar bizi temel bir soruya gotiiriir: Siralama iglemini en diigiik mali-
yetle ve en verimli gekilde nasil gerceklestirebiliriz?

23.2 Bubble Sort ve Insertion Sort: Basit Yaklasimlar
ve O(n?) Sezgisi

Siralama algoritmalarini anlamanin en dogal yolu, kii¢lik veri kiimeleri iizerinde
elle yapilan iglemlerin adimlarini incelemektir. Bu dogrultuda énce O(n?) karma-
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sikhigina sahip iki temel algoritmayla baglayalim: Kabarcik Siralamasi (Bubble
Sort) ve Araya Ekleme Siralamasi (Insertion Sort).

23.2.1 Ters Diiz Olma Sayis1 (Inversion)
Bir dizinin ne kadar ”karigsik” oldugunu nasil dlgeriz? Bu soru, siralama algoritma-
larinin alt sinirlarini ve ¢aligma mantigini anlamak icin temel bir kavrami dogurur.
Tanim 23.5 (Ters Duz Cifti (Inversion)). Bir A dizisinde, i < j indisleri igin
Ali] > Alj] kosulu saglanwyorsa, (i,7) ¢iftine bir ters diiz ¢ifti (inversion) denir.

Ornegin A = [3,1,2] dizisinde:

e i=1,7=2 = A[]l] =3 > A[2] =1 (ters diiz)

e i=1,7=3 = A[l] =3 > A[3] = 2 (ters diiz)

e 1=2,j=3 = A[2] =1 < A[3] =2 (swah)

Bu dizide toplam 2 adet ters diiz ¢ifti vardir. Tamamen siral bir dizide ([1, 2, 3])

ters diiz sayist 0’dir. Tamamen tersten sirall bir dizide ([3, 2, 1]) ise olas: her ¢ift

bir ters diizdiir, yani (g) = @ adet ters diiz vardir.

Teorem 23.6. Yalnizca komsu iki elemanan yerini degistiren herhangt bir siralama
algoritmasy, diziyi siralamak i¢in en az dizideki ters diz sayist kadar takas (swap)
islemi yapmak zorundadar.

Kanit. Dizideki iki komgu eleman A[k] ve A[k + 1] olsun. Bu iki eleman yer degis-
tirdiginde:
e k ve k+ 1 digindaki higbir indisin birbirine gore siras1 degismez.

o Diger elemanlarim A[k] ve A[k + 1] ile olan bagil konumlar degismez (¢iinki
elemanlar bir biitiin olarak blok halinde yer degigtirir).

o Yalmizca A[k] ile A[k + 1] arasindaki sira tersine doner.

Dolayisiyla tek bir komsgu takasi, toplam ters diiz sayisini en fazla 1 azaltabilir
(eger A[k] > Alk + 1] ise 1 azalir, A[k] < A[k + 1] ise 1 artar). Baglangigta I adet
ters diiz varsa ve hedef 0 ters diize ulagsmaksa, en az I adet takas zorunludur. [

23.2.2 Kabarcik Siralamasi (Bubble Sort)

Sezgi: Su dolu bir kabin dibindeki biiyiik hava kabarciklarinin yiizeye dogru yiik-
selmesi gibi, dizideki biiyiik elemanlarin da adim adim dizinin sonuna dogru "yiiz-
diirtilmesi” fikrine dayanir.

Dizinin bagindan baslariz; her komsu cifte bakariz. Eger soldaki sagdakinden
biiyiikse yer degistiririz. Bir tam gecisin sonunda en biiyiik eleman kesinlikle en
sagdaki yerine oturmus olur. Tkinci geciste ikinci en biiyiik yerine oturur.

330



Bolim 23. Siralama

Ornek 23.7. A =[5,1,4,2,8] dizisini Bubble Sort adimlariyla siralayalim.
Céziim. 1. Gegis:

e [5,1,4,2,8] — 5 > 1, takas et — [1,5,4,2,8]

o [1,5,4,2,8] — 5 > 4, takas et — [1,4,5,2, 8]

o [1,4,5,2,8] — 5> 2, takas et — [1,4,2,5, 8]

e [1,4,2,5,8] — 5 < 8, dokunma — [1,4,2,5, 8]

En biiyiik eleman (8) ait oldugu son pozisyona ulagtr.

2. Gegis:

o [1,4,2,5,8] — 1 < 4, dokunma

o [1,4,2,5,8] — 4 > 2, takas et — [1,2,4,5, 8]
o [1,2,4,5,8] — 4 < 5, dokunma

Bu gegiste ikinci en biiytik eleman (5) yerine yerlesti.
3. Gegis: Dizi taranir, hichbir takas gerceklesmez. Eger bir gecis boyunca hig
takas yapilmamissa dizi zaten siralidir ve algoritma erkenden sonlandirilabilir. [

C dilinde gergekleme:

void bubble_sort(int A[], int n) {
for (int 1 = 0; i < n - 1; i++) {
int takas_oldu = O;
for (int j = 0; j <n-1-1i; j+t) {

if (A[G] > AL + 1) {
int gecici = A[j];
Alj] = A[j + 1];

A[j + 1] = gecici;
takas_oldu = 1;
}
}

if ('takas_oldu) break; // Erken bitirme optimizasyonu

Karmasiklik Analizi:

o En kotii durumda (dizi tersten siraliysa): 2?1_02(n —1—14) = @ kargi-
lagtirma ve aymni sayida takas yapilir. Karmagiklik O(n?)’dir.

e En iyi durumda (dizi zaten siraliysa): Ik geciste hic takas olmaz, n — 1
kargilagtirma ile biter; O(n) zaman alir.

331




Bolim 23. Siralama

23.2.3 Araya Ekleme Siralamas: (Insertion Sort)

Sezgi: Elimize aldigimiz oyun kartlarini tek tek siralamaya benzer. Sol elimizde
her zaman sirali bir deste tutariz. Masadan yeni bir kart ¢ektigimizde, bu karti sol
elimizdeki destenin sagindan baglayarak sola dogru kaydirir ve ait oldugu uygun
konuma yerlegtiririz.

Tanim 23.8 (Degismez (Invariant) Ilkesi). Béliim 18’de inceledigimiz degismez
(invaryant) kavrama uyarinca, Insertion Sort algoritmasinin i. adiminin basinda
dizinin ilk © elemana olan A[0...i — 1] kendi ig¢inde siralidir. Algoritmanin amaca,
Ali] elemaniny bu swraly alt dizinin dogru yerine yerlestirerek degismezi A[0. . . 1]
icin korumaktar.

Ornek 23.9. A = [6,3,7,1,4] dizisini Insertion Sort ile adim advm svralayalvm.

Cozim. Baglangicta ilk eleman tek bagina siralidir: [6].

Adim 1 (i = 1): Eleman 3. 3, 6’dan kiigiiktiir; 6 saga kaydirihir ve 3 basa
yazilir:
(3,6,7,1,4]

Adim 2 (i = 2): Eleman 7. 7, 6’dan biiyiiktiir; yeri zaten dogrudur, kaydirma
yapilmaz:
(3,6,7,1,4]

Adim 3 (i = 3): Eleman 1. 1; sirasiyla 7, 6 ve 3’ten kigiiktiir. Timii birer
saga kayar:
1,3,6,7,4]

Adim 4 (i = 4): Eleman 4. 4; 7 ve 6’dan kiigiiktiir, saga kayarlar. 3’ten
biiyiiktiir, 3'iin sagina yerlegir:

1,3,4,6,7]
Dizi tamamen siralanda. O

Soézde kod ile gergekleme:

Algorithm InsertionSort(A)
n = length(A)
for i =1 ton -1 do
key = A[i]
j=1i-1
while j >= 0 and A[j] > key do
Alj + 11 = A[j]
j=3-1
end while
Alj + 1] = key
end for
End Algorithm
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Teorem 23.10 (Insertion Sort Karmagikligi). n elemanls ve iginde I adet ters
diz ¢ifti barindiran bir dizide, Insertion Sort tam olarak I adet kaydirma (eleman
atama) islemi yapar. Algoritmanin ¢alisma zamani O(n + I) dur.

Kanit. Ali] eleman sola dogru kaydirihirken, kendisinden 6nce gelen ve kendisin-
den kesinlikle biiyiik olan her elemanin tizerinden tam bir adim atlar. Bu durum,
Ali]'nin sagda yer aldig1 her bir ters diiz ¢ifti i¢in tam olarak bir kaydirmaya kar-
silik gelir. Dizi tizerinde n — 1 dig dongii adimi atildigindan, yapilan toplam ig
O(n + I) mertebesindedir. O

Bu teorem 6nemli bir pratik sonucu dogurur: Neredeyse sirali dizilerde
(yani her elemanin nihai yerinden en fazla k uzaklikta oldugu durumlarda, I <
k-n), Insertion Sort O(k-n) gibi dogrusal bir siirede ¢aligir. Bu nedenle giiniimiiz
geligmis kiitiiphane algoritmalar1 (6rnegin Timsort), diziler kiiglildiigiinde Inser-
tion Sort’a gegis yapar.

Ornek 23.11. Bir dizide her elemamn ait olmase gereken svrali konumundan en
fazla k pozisyon uzakta oldugu bilinmektedir (k < n). Bu dizi i¢in neden Insertion
Sort O(nk) zaman alir?

Cozim. Ik hamle olarak déngiiniin her adimindaki hareketi inceleyelim. Eklenen
eleman A[i], gergek sirali yerinden en fazla k kadar uzaktadir. Dolayisiyla while
dongiisii her bir ¢ icin en fazla k kez doénebilir. Dig dongii n adim siirdiigiine gore,
igteki kaydirmalarin toplami en fazla n - k olabilir. Toplam kargilagtirma ve iglem
sayst O(n - k) ile sinirhdir. & kiiciik bir sabitse bu siire O(n)’dir. O

23.2.4 En Sik Yapilan Hatalar

« Bubble Sort’ta Dongii Smirlar:: I¢ dongiiyii her zaman n — 1’e kadar
kosturmak gereksiz kargilagtirmalara yol acar. i. gegisten sonra son 7 eleman
zaten yerlegmigtir, i¢ déngii n — 1 — i’de bitmelidir.

e Insertion Sort’ta Dizi Disina Cikma: while dongiisiinde j >= 0 kont-
roliinii A[j] > anahtar kogulundan dnce yazmamak, C gibi dillerde negatif
indeks erigimine (A[-1]) ve tanimsiz davramsga (segmentation fault) yol acar.

23.3 Merge Sort ve Quick Sort: Bol-ve-Fethet ve
O(nlogn) Siniri

O(n?) algoritmalar1 n = 10° gibi olimpiyat boyutlarinda kesinlikle zaman asimima
(TLE) ugrar. n? = 10 iglem saniyeleri asarken, nlogyn =~ 1.7 x 10° iglem hizla
tamamlanir. Bu sigramay: saglayan temel yaklagim Bol ve Fethet (Divide and
Conquer) paradigmasidir.
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23.3.1 Karsilagtirma Tabanh Siralamalarin Alt Sinir1

Acaba daha da hizlh siralayabilir miyiz? Ornegin O(n) siirede ikiger ikiger kargi-
lagtirarak genel bir diziyi siralamak mimkiin mudir?

Teorem 23.12 (Bilgi-Kuramsal Alt Sinir). Yalnizca elemanlarin ikili karsilas-
tirmalarina dayanan herhangi bir swralama algoritmasi, en koti durumdae en az
[log,(n!)] = Q(nlogn) karsilastirma yapmak zorundadar.

Kanat. n farkh elemandan olugan bir dizinin n! farkh olasi siralamg1 (permiitas-
yonu) vardir. Algoritma baglangicta bu n! permiitasyondan hangisinin dogru ol-
dugunu bilmez.

Yapilan her A[i] < A[j] karsilagtirmas1 "evet” veya “hayir” olmak iizere en
fazla 2 yamt tiretebilir. Bu durum, olasi durumlar kiimesini bir karar agacinda
(decision tree) iki dala ayirir. k adet karsilagtirma yapildiginda agacin en fazla
2% yapragi olabilir. Tiim permiitasyonlar: ayirt edebilmek icin yaprak sayisi en az
permiitasyon sayisi kadar olmalidir:

2k > n! —= k> log,(n!)
Stirling yaklagimia gore (n! =~ v2mn(n/e)™):
logy(n!) z:log2 1> Z logyi > — log2 ( ) = Q(nlogn)
=[n/2]

Demek ki kargilagtirma tabanl hicbir algoritma genel durumda O(nlogn)’den
daha hizli olamaz. Merge Sort ve Quick Sort bu teorik sinira ulagan optimal algo-
ritmalardir. O
23.3.2 Birlestirmeli Siralama (Merge Sort)
Merge Sort dengeli bir stratejiye dayanir:

1. B&l: Diziyi tam ortasindan iki esit (veya neredeyse esit) pargaya ayir.

2. Fethet: Her iki yariy1 rekiirsif olarak kendi i¢inde sirala.

3. Birlestir (Merge): Siral iki alt diziyi tek bir sirali dizi halinde birlegtir.

Algoritmanin temel adimi "Birlegtirme” (Merge) asamasidir. Sirali iki diziyi
birlegtirmek oldukca basittir: her iki dizinin de en kiigiikk eleman1 en bagtadir.
Bolim 22’deki two pointers mantigiyla, iki bastaki elemani karsilagtirir, kiigiik
olam yeni diziye ekler ve o dizideki igaretc¢imizi bir adim ilerletiriz.

Ornek 23.13. L = [2,5,9] ve R = [1,4,8] swral listelerini tek bir siral dizide
birlestirelim.
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Coziim. 1ki isaretci kullanalim: i, L’nin basinda; j, R’nin baginda olsun.
1. L[i{] =2, Rjj]=1 = 1< 2, l'ial, j ilerler. Sonug: [1]
2. Lli] =2, R[j] =4 = 2 <4, 2%i al, 7 ilerler. Sonug: [1, 2]
3. L[i] =5, R[j] =4 = 4 <5, 41 al, j ilerler. Sonug: [1,2, 4]
4. L[i| =5, R[j] =8 = 5 < 8, 5’i al, 7 ilerler. Sonug: [1,2,4, 5]
5. L[i] =9, R[j] =8 = 8< 9, &4 al, j ilerler. Sonug: [1,2,4,5, 8]
6. R bitti. L’de kalan elemanlar1 (9) sona ekle. Sonug: [1,2,4,5,8,9]

n elemanl birlestirme islemi sadece O(n) zamanda bitti. O

[38, 27, 43, 3, 9, 82, 10]

/ \
[38, 27, 43, 3] [9, 82, 10]
/ \ / \
[38, 27] (43, 3] [9, 82] [10]
/ \ / \ / \ |
[38] [27] [43] [3] [9] [82] [10]
\ / \ / \ / |
[27, 38] [3, 43] [9, 82] [10]
\ / \ /
[3, 27, 38, 43] [9, 10, 82]
\ /

[3, 9, 10, 27, 38, 43, 82]

Sekil 23.1: Merge Sort’un rekiirsif ayrigma ve birlesme agaci.
Merge Sort’un zaman karmasgikligi su rekiirsif baginti ile ifade edilir:
T(n) =2T(n/2) + O(n)

Agacin derinligi logy n seviyedir ve her seviyedeki birlestirmelerin toplam mali-
yeti O(n)’dir. Dolayisiyla toplam siire her durumda (en iyi, ortalama, en kotii)
©(nlogn)’dir.

Merge Sort’un temel bedeli bellekten gelir: Iki parcay: birlestirmek icin orijinal
dizi diginda O(n) ek alana (yardimer diziye) ihtiyag duyar.

Ornek 23.14. Bir dizideki toplam ters diiz (inversion) saysine O(nlogn) siirede
nasil buluruz?
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Céziim. Ters diz ciftlerinin konumuna odaklanalim. Tamim geregi ¢ < j iken
Ali] > Alj] aranir. Diziyi ikiye boldigiimiizde bir ters diiz (i,7) cifti {i¢ yerde
bulunabilir:

1. Ikisi de sol yaridadir (i,j < orta).
2. Ikisi de sag yaridadir (i, > orta).
3. Biri sol yarida, digeri sag yaridadir (i < orta < j).

1 ve 2. durumlar rekiirsif ¢agrilarla hesaplanir. Kritik nokta 3. durumdur: Sol
ve sag yari siralandiktan sonra birlestirme asamasinda, eger R[j] < L[i] ise, L
sirall oldugu i¢in L’de i’den sonra gelen tim elemanlar da R[j]’den biiyiik olmak
zorundadir. Dolayisiyla R[j]’yi birlesik diziye alirken, tek adimda sol dizide kalan
eleman sayisi kadar (|L| —4) ters diizli saya¢ degiskenimize ekleriz.

Boylece diziyi siralarken ayni zamanda ters diiz sayisini ek bir maliyet olmadan
O(nlogn) zamanda saymig oluruz. O

23.3.3 Hizh Siralama (Quick Sort)

Quick Sort, Merge Sort un tersi bir felsefeyle ¢aligir:

o Merge Sort: Bolme igi 6nemsizdir (ortadan ikiye kir), asil i birlegtirmededir.

o Quick Sort: Asil is bolmededir (boliimleme - partitioning), birlestirme isi ise
ek iglem gerektirmez.

Algoritmanin Mantig::

1. Diziden bir eleman se¢: Buna pivot denir.

2. Diziyi o6yle ikiye ayiwr ki (boliimleme): Pivotun solundakiler pivottan kiigiik
veya egit, sagindakiler ise pivottan biiyiik olsun. Pivot artik dizideki nihai
ve dogru yerine oturmustur.

3. Pivotun solunda ve saginda kalan alt dizileri ayni yontemle sirala.

Boliimleme icin yaygin iki yontem vardir: Lomuto ve Hoare bélimleme algorit-
malari. Burada anlagilmasi en duru olan Hoare boliimleme yaklagimina yakin two
pointers yaklagimin ele alacagiz.

Sozde kod ile gosterimi:

FUNCTION quickSort(A)
IF length(A) <= 1 THEN
RETURN A
END IF
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pivot = A[floor(length(4) / 2)]

left = [x IN A WHERE x < pivot]
middle = [x IN A WHERE x == pivot]
right = [x IN A WHERE x > pivot]

RETURN concatenate(quickSort(left), middle, quickSort(right))
END FUNCTION

Yukaridaki kod ek bellek harcar; pratikte yarigmalarda Quick Sort yerinde (in-
place, O(1) ek bellek ile) yazilir:

void swap(int *a, int *b) {
int t = *a; *a = *b; *b = t;

}

int bolumle(int A[], int bas, int son) {
int pivot = Alsonl; // Son elemani pivot secelim
int i = bas - 1;
for (int j = bas; j < son; j++) {
if (A[j] <= pivot) {
i++;
swap(&A[i], &A[j1);
}
}
swap(&A[i + 1], &Al[sonl);
return i + 1; // Pivotun nihat indeks?

3

void quick_sort_yerinde(int A[], int bas, int son) {
if (bas < son) {
int p = bolumle(A, bas, son);
quick_sort_yerinde(A, bas, p - 1);
quick_sort_yerinde(A, p + 1, son);

Quick Sort’un Zayif Karni: Ko6tii Pivot Secimi
Pivot her adimda alt diziyi dengeli iki yariya (n/2 ve n/2) bolerse:
T(n) =2T(n/2)+ O(n) = O(nlogn)

Ancak son elemani pivot se¢tigimiz bir uygulamada, dizi zaten siraliysa (6rnegin
[1,2,3,4,5]):

e Pivot 5 olur; sol taraf 4 elemanl, sag taraf 0 elemanh kalir.

e Bir sonraki adimda pivot 4 olur; sol taraf 3 elemanlh kalr.
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e Problem her adimda yalnizca 1 kiiciiliir:

T(n) =T(n—1) 4+ O(n) = O(n?)

Bu durum yarigmalarda test senaryolarini hazirlayanlarin sik¢a bagvurdugu
bir durumdur. Deterministik olarak hep ilk ya da hep son elemani pivot secen bir
Quick Sort, 6zel olarak hazirlanmis sirali veya tersten sirah testlerde aninda O(n?)
karmasgikligina geriler ve zaman sinirini asar.

Coziim: Rastgele Pivot (Randomized Quick Sort) Pivotu sabit bir indis
yerine araliktan rastgele secilen bir indeks olarak belirlersek:

pivot__indeks = bas + rand() (mod son — bas + 1)

ve bu elemani son elemanla takas edip algoritmayi caligtirirsak, higbir 6zel girdi al-
goritmay1 dogrudan O(n?)’ye zorlayamaz. Matematiksel beklenti degeri (expected
value) her tiirlii girdide O(nlogn) diizeyinde kalir.

23.4 Karmasikhk ve Karakteristiklerin Karsilagtir-
masi

Bir algoritmanin yalnizca asimptotik caligma zamanini bilmek yarigmalarda dogru
tercihi yapmak igin tek bagina yeterli olmayabilir. Algoritmanin bellek tiketimi,
kararliligr ve pratikteki sabit katsayilar: belirleyici rol oynar.

23.4.1 Siralamada Kararhlik (Stability)

Tanim 23.15 (Kararli Siralama (Stable Sort)). Eger bir siralama algoritmass,
stralama anahtarlar birbirine esit olan elemanlarin dizideki goreceli giris sirasina
koruyorsa, bu algoritmaya kararly (stable) siralama denir.

Bigimsel olarak: i < j ve Ali] = Alj] iken, swralama sonrasinda da Ali]’den
gelen eleman A[j]’den gelen elemanin solunda kalwyorsa algoritma kararldar.

Ornek 23.16. Elimizde dgrencilerin puanlars ve isimleri olsun:
[(Ali, 80), (Ayse, 90), (Burak, 80), (Cem, 70)]
Puana gore kiiciikten biyige siralama yapildiginda:
o Kararls Sonug: [(Cem,70), (Ali, 80), (Burak, 80), (Ayse, 90)]

o Kararsiz Sonug: [(Cem,70), (Burak, 80), (Ali, 80), (Ayse, 90)]

Kararl algoritmada Ali, Burak’tan dnce geldigi i¢in siralama sonrasinda da sira-
siny korumugtur. Cok kriterli siralamalarda (6rnegin once sinafa, sonra ada gore)
kararhiik vazgegilmezdir.
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o Insertion Sort: Kararhdir (egitlik durumunda eleman digerinin soluna ge-
girilmez).

o Bubble Sort: Kararlidir (A[j] > A[j + 1] kat1 buytkliik kontrolii yapildig
stirece).

o Merge Sort: Kararhdir (egitlik durumunda sol dizideki eleman oncelikli
secilirse).

o Quick Sort: Kararsizdir (uzak mesafeli takaslar egit elemanlarin sirasim
bozar).

23.4.2 Biiyiik Tablo

Algoritma En Iyi Ortalama | En Ké6tii | Ek Bellek | Kararh
Bubble Sort O(n) O(n?) O(n?) o(1) Evet
Insertion Sort O(n) O(n?) O(n?) 0o(1) Evet
Merge Sort O(nlogn) | O(nlogn) | O(nlogn) O(n) Evet
Quick Sort O(nlogn) | O(nlogn) O(n?) O(logn) Hayir

23.4.3 Hangi Siralama Ne Zaman Kullanilir?

1. n < 50 veya Veri Neredeyse Siraliysa: Insertion Sort. flave bellek
istemez, dallanma tahmin edicileri (branch predictor) ve 6nbellek (cache)
dostudur, cok az komut kosturur.

2. Garantili Siire ve Kararlilik Gerekiyorsa: Merge Sort. Dig bellek sira-
lamalarinda (verinin RAM’e sigmadigi durumlarda) ve baglantih listelerde
(linked list) en uygun tercihtir.

3. Genel Amach ve Bellek Kisithysa: Quick Sort. Onbellek dostu ardisik
erigimi ve kii¢iik sabit katsayilar: nedeniyle pratikte Merge Sort’tan 2-3 kat
daha hizli caligir.

4. Yarigsmalarda Standart Kiitiiphane Kullanimi: C++’taki std: :sort
fonksiyonu, Quick Sort ile baglar, rekiirsiyon derinligi ~ 2logn’i agarsa
en kotii durum O(n?)’den kaginmak icin Heap Sort’a gecer, alt diziler kii-
¢lldigiinde ise Insertion Sort’a déner (bu hibrit yaklagima IntroSort de-
nir). C++'ta kararli siralama gerektiginde ise std: :stable_sort (temelde
Merge Sort tiirevi) kullanilir.

Ornek 23.17. Elimizde n elemanly bir dizi var. Bu dizideki en kiicik k elemans
suiraly olarak bulmak istiyoruz (k < n, érnegin n = 10%,k = 5). Dizinin tamaman
O(nlogn) siirede siralamak yerine nasil bir yol izleyebiliriz?

Céziim. Tam diziyi siralamak gereksiz bir emektir; ¢iinkii k’nin 6tesindeki ele-
manlarin kendi arasindaki sirasi bizi ilgilendirmemektedir.
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Secenek 1: Bubble Sort mantigiyla yalnizca k gegis yapariz. Her gegiste bir
minimum eleman basa gekilir. Karmagiklik O(k-n) olur. k = 5 igin bu siire 5n’dir;
nlogn’den (20n) belirgin bigimde daha hizhdir.

Segenek 2: Quick Sort’un boliimleme adimini tek tarafli galigtiriniz (QuickSe-
lect). Pivot indeksi p olsun:

e p = k ise ilk k eleman bulunmustur, bu k elemani kendi icinde siralariz
(O(klogk)).

e p > k ise yalmzca sol tarafa dallaniriz.

e p < k ise yalnizca sag tarafa dallaniriz.

QuickSelect ortalama n+n/2+n/4+. .. = O(n) siirede ilk k eleman1 seger. Uzerine
k elemanin siralanmas1 O(klog k) eklenirse toplam stire O(n + klogk) olur. [

Ornek 23.18. Yalnizca 0,1 ve 2 dejerlerinden olusan n elemanly bir diziyi tek bir
geciste, ek bellek kullanmadan (O(1)) nasil siralarsiniz? (Hollanda Ulusal Bayragn
Problemi, Edsger W. Dijkstra)

Ornek girdi: A =1[2,0,2,1,1,0]

Céziim. Bolim 22’de ele aldigimiz two pointers teknigini burada ¢ isaretgiye
genisletiriz. Dizide yalnizca ii¢ farkli deger vardir. Sirali halde tiim O’lar en solda,
tim 1’ler ortada, tiim 2’ler ise en sagda toplanmalidir. Bu dagilim {i¢ bolgeyi
yoneten su yapiy1 gerektirir:

e 0...sol — 1: kesinlikle 0’larin bolgesi.
e sol...orta — 1: kesinlikle 1’lerin bolgesi.
e orta...sag: heniiz incelenmemis elemanlar.

e sag+ 1...n — 1: kesinlikle 2’lerin bolgesi.

Baslangigta sol = 0, orta = 0, sag = n — 1. orta < sag oldugu siirece Alorta]’ya
bakariz:

1. Aforta] == 0: Bu eleman sol bolgeye aittir. Aforta] ile A[sol] takas edilir;
sol + +, orta + +.

2. Alorta] == 1: Zaten ait oldugu orta bolgededir; sadece orta + +.
3. Alorta] == 2: Bu eleman sag bolgeye aittir. Aforta] ile A[sag] takas edilir;

sag — —. Dikkat: orta ilerlemez, ¢iinkii sagdan takasla gelen yeni elemanin
ne oldugunu hentiz bilmiyoruz, bir sonraki adimda incelenmelidir.
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Her adimda incelenmemig bélgenin uzunlugu (sag — orta+ 1) kesinlikle 1 azalir.

Dolayisiyla algoritma tam olarak O(n) adimda biter, hi¢ karsilagtirma operatorii
kullanmaz ve ek bellek harcamaz. O

Siralama algoritmalari, yalnizca veriyi dizmekle kalmaz; ters diiz sayilari, bol-
ve-fethet teknigi, degismez kavrami ve bilgi kurami sinirlar: gibi bilgisayar bilimi-
nin temel analitik araglarini biinyesinde barindirir. Siradaki béliimlerde bu sirali

yapinin iizerine inga edecegimiz arama ve veri yapisi tekniklerine zemin olugtura-
caktir.
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Ikili Arama

Bilgisayar biliminde ve matematikte en sik karsilagilan temel problem tiirlerinden
biri, genig bir aday kiimesi icinden belirli bir kosulu saglayan elemani veya degeri
bulmaktir. Dogal akla gelen ilk yontem, tiim adaylar: tek tek inceleyen dogrusal
arama (linear search) yaklagimidir. Ancak arama uzayinin biiyiikligi n oldugunda,
n = 10° ya da n = 10'® gibi yarismalarda sikca goriilen boyutlara ulasildiginda
dogrusal tarama kabul edilemez bir zaman maliyetine yol acar.

Ikili arama (binary search), yapilandirilmig (sirali veya monoton) bir uzayda
her bir adimla arama uzayim yariya indiren, O(n) maliyetli bir dogrusal aramay1
O(logn) seviyesine diigiiren oldukea etkili bir tekniktir. Bu boltimde ikili aramanin
diziler tizerindeki temel isleyigini, Boliim 18’de ele aldigimiz degismez (invariant)
ilkesinin buradaki roliinii, sinir kosullarini ve ardindan bu teknigi kapsaml bir
problem ¢6zme aracina doniistiiren cevap tizerinde ikili arama yontemini ele ala-
cagiz.

24.1 Sirali Dizide Arama

24.1.1 Motivasyon ve Sezgi: Say1 Tahmin Oyunu

Ikili aramanin arkasindaki temel mantig1 kavramak icin klasik bir oyunla basla-
yalim: Arkadagimz 1 ile 100 arasinda (sinirlar dahil) gizli bir x tam sayisi tut-
mus olsun. Her tahmininizde arkadasiniz size yalnizca li¢ cevaptan birini verebilir:
“Daha biyiik”, “Daha kiiciik” veya “Dogru”.

Bu oyunu en az hamlede garantili olarak bitirmek i¢in nasil bir strateji izlersi-
niz? Eger 1,2,3,... diye sirayla sorarsaniz, arkadaginiz 100 tuttugunda 100 soru
sormaniz gerekir. Fakat ilk tahmin olarak araligin tam ortasindaki sayiyi, yani
50’yi secerseniz:

e Arkadasimz “Dogru” derse oyun 1 hamlede biter.
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e Arkadagimiz “Daha biiyiik” derse, gizli saymin 1 ile 50 arasinda olamayaca-
g1 kesin olarak anlarsimz. Aday kiimeniz bir anda {51,52,...,100} aral-
gina iner. Aday sayis1 100’den 50’ye diigmiistiir.

o Arkadagimiz “Daha kiigiik” derse, benzer gekilde aday kiimeniz {1,2,...,49}
olur.

Her tahminde araligin ortasini segerek geriye kalan arama uzayimin boyutunu
yariya indirirsiniz. 100 aday ile baglayip her seferinde ikiye boldiigiimiizde:

100550525 312486235

En koétii durumda dahi 7 soruda gizli sayiy1 kesinlikle bulursunuz. Ikili arama-
nin 6zii tam olarak budur: Bilgi tasiyan tek bir kargilagtirma ile arama uzayimin
yarisinl dogrudan elemek.

24.1.2 Sirali Dizide Arama Mekanizmasi

Bu mantig1 tamsay1 dizilerine uygulayabilmemizin tek bir 6nkogulu vardir: Dizinin
swraly olmast (siralama algoritmalar: i¢in Boliim 23’e bakilabilir).

n elemanh artan sirada bir A dizisi verilmis olsun:
A0 < A[1] < A2] <--- < A[n—1]

Bu dizide belirli bir hedef degerinin bulunup bulunmadigini kontrol etmek istiyo-
ruz.

Arama yapacagimiz gegerli indis araligini [sol, sag] olarak tamimlayalim. Bag-
langigta hedef eleman dizinin herhangi bir yerinde olabileceginden sol = 0 ve
sag = n — 1 olarak kurulur.

Her adimda araligin orta indisi hesaplanir:

rol + sagJ
orta = | ————

2

Bu noktada Aforta] degeri ile hedef karsilagtirilir:

1. Esitlik durumu (Aforta] = hedef): Aranan eleman bulunmustur; orta
indisi dondirtliir.

2. Hedef sagda (Alorta] < hedef): Dizi kiiglikten biiytige sirali oldugundan,
orta indisindeki ve onun solundaki tiim elemanlar hedef’ten kesinlikle kii-
ciiktiir:

Ali] < Alorta] < hedef (Vi < orta)

Dolayisiyla sol yarida hedef’in bulunmasi imkansizdir. Arama araligl sag
yariya daraltilir: sol = orta + 1.
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3. Hedef solda (Alorta] > hedef): Benzer mantikla, orta ve onun sagindaki
tiim elemanlar hedef’ten kesinlikle biiytiktiir:

Ali] > Alorta] > hedef (Vi > orta)

Bu durumda sag yari elenir ve arama araligi sol yariya daraltilir: sag =
orta — 1.

Bu iglem, eleman bulunana kadar veya arama araligl bosalincaya dek (sol > sag)
devam eder.

Tamim 24.1 (Arama Aralig Degismezi). Ikili arama dongiisiiniin her adiminin
basinda su degismez (invariant) korunur: Eger hedef degeri A[0...n—1] dizisinde

mevcutsa, kesinlikle Alsol ... sag] alt dizisinin igindedir.

Teorem 24.2 (ikili Aramanin Zaman Karmasikhig1). n elemanh swral bir dizide
ikili arama algoritmast en kéti durumda en fazla |logon| + 1 adet karsilastirma
yapar ve O(logn) zaman karmagiklige ile caligir.

Kamit. Baglangictaki aralik boyutu Lo = n’dir. Algoritmanin her adiminda yeni
aralik boyutu Lgiq < |Lg/2]| olur. Aralik boyutu 1’e ulagtiginda en fazla bir
kargilagtirma daha yapilir. & adim sonra aralik boyutu en fazla [n/ 2’“J olur. Al-
goritmanin sonlanmasi icin [n/2%| < 1, yani 2¥ > n olmasi yeterlidir. Buradan
k = |logyn|+1 elde edilir. Her adimda yapilan islemler (toplama, bolme, kargilas-
tirma) O(1) siirede gergeklestiginden, toplam ¢aligma zamani O(logn) olur. [

24.1.3 Somut Bir Yiiriitme Ornegi
Algoritmanin adimlarini n = 9 elemanh su sirali dizi tizerinde izleyelim:
A=1[3,7, 11, 15, 19, 24, 31, 42, 55]
Dizide hedef = 24 degerini arayalim.
e 1. Adim: sol =0, sag = 8.
orta=[(0+8)/2| =4 = A[4] =19
19 < 24 oldugundan hedef sag yaridadir. Yeni sol sinir: sol = orta + 1 = 5.
e 2. Adim: sol =5, sag = 8.
orta=|(5+8)/2] =6 = A[6] =31
31 > 24 oldugundan hedef sol yaridadir. Yeni sag sinir: sag = orta — 1 = 5.
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e 3. Adim: sol =5, sag = 5.
orta =[(5+5)/2] =5 = A[5]| =24

A[5] = 24 = hedef bulundu. Algoritma 3 karsilagtirmada 5 indisini déndii-
rir.

Simdi ayni dizide bulunmayan bir degeri, hedef = 20’yi arayalim:

e 1. Adim: sol =0,sag =8 = orta =4, A[4] =19 <20 = sol =5.
e 2. Adim: sol = 5,sag =8 = orta =6, A[6] =31 > 20 = sag = 5.
e 3. Adim: sol =5,sa9g =5 = orta =15, A[5] =24 > 20 = sag =4.

e 4. Adim: sol = 5,sag = 4. Artik sol > sag sarti saglandigindan doéngi
biter. Elemanin dizide bulunmadig: (—1) anlagilir.

Dikkat edilirse, arama bagarisiz bittiginde sol gostergesi (5), 20’den biiyiik en
kiigiik elemanin indisini (A[5] = 24) isaret etmektedir. Bu gézlem bizi dogrudan
bir sonraki kavrama gotiiriir.

24.1.4 Alt ve Ust Smir Aramalar1 (Lower Bound ve Upper Bo-
und)

Yarigmalarda nadiren bir dizide yalnizca elemanin var olup olmadig sorulur. Ge-
nellikle tekrarli elemanlar iceren dizilerde su iki sorguyla karsilagiriz:

1. Alt smir (lower bound): Dizide degeri > z olan ilk elemanin indisi.
2. Ust smir (upper bound): Dizide degeri > z olan ilk elemanin indisi.
Ornegin A = [2,4,4,4,7,9] dizisinde x = 4 igin:

o A[i] > 4 kosulunu saglayan ilk indis 1’dir (A[1] = 4).

o Ali] > 4 kogulunu saglayan ilk indis 4’ttir (A[4] = 7).

Bu iki indis arasindaki fark (4 — 1 = 3), 4 degerinin dizide kag kez tekrarlandigim
dogrudan verir.

// Dizide eleman >= hedef olan ilk indist dondurur.
// Eger boyle bir eleman yoksa n dondurur.
int alt_sinir(int A[], int n, int hedef) {
int sol = 0, sag = n - 1;
int sonuc = n;
while (sol <= sag) {
int orta = sol + (sag - sol) / 2;
if (A[orta] >= hedef) {
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sonuc = orta; // Aday bulundu, daha sola bak
sag = orta - 1;
} else {

sol = orta + 1; // Bu eleman cok kucuk, saga bak

}
}

return sonuc;

FUNCTION lowerBound(A, target)
left = 0
right = length(A) - 1
result = length(A)

WHILE left <= right DO
mid = left + floor((right - left) / 2)
IF A[mid] >= target THEN
result = mid
right = mid - 1
ELSE
left = mid + 1
END IF
END WHILE

RETURN result
END FUNCTION

24.1.5 Uygulamada En Sik Yapilan Hatalar

Ikili arama algoritmasi kavramsal olarak cok basit goriinse de, Donald Knuth’un
belirttigi gibi dogru kodlanmasi sasgirtici derecede dikkat ister. Karsilasilan tipik
tuzaklar sunlardir:

1. Tamsay1 Tagmas1 (Integer Overflow): Orta indis hesaplanirken yazilan
(sol + sag) / 2 ifadesi, sol ve sag biiyiik degerler aldiginda (érnegin 10°
mertebesinde) toplamlarimin 32-bit isaretli tamsay1 siirimi (23! — 1 ~ 2.14 x
10%) agmasina ve negatif bir sayiya doniismesine sebep olur. Giivenli yazim
bi¢imi sudur:

sag — sol
orta = sol + {2J

2. Sonsuz Dongii (Off-by-One Hatalar1): Aralik daraltilirken sol = orta
veya sag = orta yazildiginda, aralik boyutu 2 iken (sol + 1 = sag) tamsay1
bolmesi tabana yuvarladigi icin orta = sol olur. Eger kosul geregi sol = orta
dallanmasina girilirse, aralik hi¢ degismez ve algoritma sonsuz dongiiye girer.
Aralik kapali tutuluyorsa ([sol, sag]), adimlar kesinlikle sol = orta + 1 veya
sag = orta — 1 olmalidir.
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3. Aralik Kapanmig Kosulu: Dongii kogulu while (sol <= sag) iken aralik
daraltmasi sag = orta - 1 olmalidir. Eger dongii while (sol < sag) sek-
linde yari-agik aralik i¢in yazilmissa daraltma kurallar: farkli tasarlanmalidir.
Iki farkli yaklagimi birbirine karistirmak en yaygim hata kaynagidir.

24.1.6 Coziimlii Ornekler

Ornek 24.3. Swral bir dizi, bilinmeyen bir pivot indisi etrafinda dairesel olarak
dondirilmistir (6rnegin [0,1,2,4,5,6,7] dizisi [4,5,6,7,0,1,2] haline gelmistir).
Tim elemanlarn birbirinden farkl oldugu bilindigine gore, dizinin en kiiciik ele-
mammr O(logn) zamanda bulunuz.

Céziim. Dizi biitiiniiyle sirali olmasa da temel bir yap1 korunmustur: Dizi iki sirali
parcadan olusur ve sagdaki parcanin tiim elemanlari soldaki parganin tiim eleman-
larindan kiigiiktiir. Aranan en kii¢iik eleman, bu iki parcanin kirilma noktasidir.

Orta eleman Aforta] ile sag ug eleman A[sag] kargilagtirildiginda:

o Eger Alorta] > Alsag] ise, minimum eleman kesinlikle orta’nin saginda kal-
malidir; ¢linkii standart sirali bir dizide sol eleman sagdakinden biiyiik ola-
maz. Kirilma sagdadir: sol = orta + 1.

o Eger Alorta] < A[sag] ise, orta’dan sag’a kadar olan kisim diizenli artandir.
Minimum eleman Alorta] olabilir veya onun solunda yer alir: sag = orta.

Tiim elemanlar farkli oldugundan Aforta] = A[sag] durumu sadece sol = sag iken
gerceklesir.

Bu mantikla ¢alisan algoritma her adimda araligi yariya indirir:

int minimum_bul(int A[], int n) {
int sol = 0, sag = n - 1;
while (sol < sag) {
int orta = sol + (sag - sol) / 2;
if (Alortal > Alsagl) {
sol = orta + 1;
} else {
sag = orta;
}
}
return A[sol];

}

Her adimda aralik boyutu en az yariya indiginden karmasgiklik O(logn) olur. [

Ornek 24.4. Bir A dizisi “dag dizisi” (mountain array) olarak adlandurilr eger
oyle bir k (0 < k <n — 1) indisi varsa ki:

A0l < A[l] < -+ < Alk — 1] < A[k] > Alk+1] > --- > Aln — 1]

347




Boliim 24. 1kili Arama

Elemanlary bu kurala uyan bir dizide zirve noktasiman (Alk]) degerini O(logn)
karsilastirma ile bulunuz.

(Céziim. Zirve noktasinda dizinin komgu farklar igaret degistirir. Herhangi bir
orta indisi i¢in Alorta] ile Aforta + 1] elemanlarim karsilagtiralim:

o Eger Alorta] < Alorta+ 1] ise, hentiz zirveye ulagilmamigtir; dagin tirmanig
yamacindayiz. Zirve kesinlikle orta+1 veya daha sagdadir. Bu nedenle sol =
orta + 1 yapariz.

o Eger Alorta] > Alorta+ 1] ise, inig yamacindayiz veya tam zirvedeyiz. Zirve
orta olabilir veya solunda kalir. Dolayisiyla araligi sag = orta yaparak sinir-
lariz.

Aralik boyutu 1’e indiginde (sol = sag), elimizde kalan tek indis kesinlikle
zirvedir.

FUNCTION findPeak(A)
left = 0
right = length(A) - 1

WHILE left < right DO
mid = left + floor((right - left) / 2)
IF A[mid] < A[mid + 1] THEN
left = mid + 1
ELSE
right = mid
END IF
END WHILE

RETURN A[left]
END FUNCTION

Arama uzay: her adimda kiigiildigiinden ¢oziim O(logn) zamanda zirveyi bulur.
O

24.2 Cevap Uzerinde Ikili Arama

24.2.1 Motivasyon: Aramay1 Genellestirmek

Ikili arama cogunlukla bellekte dogrudan tanimli bir dizide arama yapmak olarak
ele alinir. Oysa yarigmalarda bu teknigin asil giicli cevap iizerinde ikili arama
(binary search on answer) yaklagiminda ortaya gikar.

Bircok optimizasyon problemi su kalipta karsimiza ¢ikar:
“Belirli kisitlar: saglayan en kiigiik (veya en biiyiik) = degerini bulunuz.”
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Dogrudan en uygun z’i hesaplamak gii¢ olabilir. Ancak problemi tersine ¢evirip
su karar sorusuna doniigtiiriirsek:

“Herhangi bir x degeri verildiginde, kisitlar saglanabilir mi?”

Bu kontrol sorusuna (genellikle Boliim 27°deki greedy yaklagimlarla veya bir si-
miilasyonla) hizli yamt verilebiliyorsa ve kontrol fonksiyonu monoton bir davranig
sergiliyorsa, aradigimiz cevabi ikili arama ile bulabiliriz.

24.2.2 Monotonluk Ilkesi

Bir P(z) dogruluk fonksiyonu tammlayahm: P(x) € {DOGRU, YANLIS}.

Tanim 24.5 (Monoton Kosul). Bir P(z) fonksiyonu, tim x < y degerleri i¢in
P(z) = P(y) sartins sagliyorsa monoton artandwr. Benzer sekilde, tim x <y
i¢in P(y) = P(x) sarti saglanwyorsa fonksiyon monoton azalandur.

Arama uzayindaki her x degeri i¢in P(x) giktis1 siralandiginda su iki desenden
biri olugsmalidir:

YANLIS, YANLIS, ..., YANLIS, DOGRU, DOGRU, ..., DOGRU
veya

DOGRU, DOGRU, ..., DOGRU, YANLIS, YANLIS, ..., YANLIS

Burada amag, iki bolge arasindaki sinir noktasimi (ilk DOGRU veya son
DOGRU degerini) bulmaktir. Degerler dizisi bellekte peginen yer almaz; her bir
eleman, P(x) fonksiyonu o anda gahstirilarak tretilir.

Teorem 24.6 (Cevap Uzerinde ikili Arama Dogrulugu). Eger P(z) fonksiyonu
[L, R] tamsay: araliginda monoton ise ve tek bir girdi i¢in calisma karmasiklig
O(f(n)) ise, P(z) = DOGRU yapan en kiicik (veya en biyik) = dejeri O(f(n) -
log(R — L)) zamanda bulunabilir.

Kanit. Her adimda orta nokta z.rq = | (L + R)/2| hesaplanir ve P(xop4,) deger-
lendirilir. Monotonluk geregi:

o Eger P(xortq) = DOGRU ise, aranan ilk DOGRU degeri xortq veya daha
soldadir. Dolayisiyla sag yari elenir: R = g — 1 (veya adayin saklanma-
siyla).

o Eger P(xortq) = YANLIS ise, aranan deger kesinlikle x,.,’dan biiytiktiir.
Sol yar1 elenir: L = xyptq + 1.

Aralik boyutu her adimda yariya indiginden en fazla [logy(R — L + 1)] adet de-
gerlendirme yapilir. Her degerlendirme O(f(n)) siirdiigiinden toplam karmagiklik
O(f(n)log(R — L)) olur. O
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24.2.3 Coziimlii Ornekler

Ornek 24.7 (Kablo Kesme Problemi). FElimizde wuzunluklar —swraswyla
Li,Lo,...,L, olan n adet kablo bulunmaktadir. Bu kablolardan esit uzun-
lukta en az k adet parca elde etmek istiyoruz. Kablolar birbirine eklenemez,
yalnizca kesilebilir. Elde edilebilecek bir parcamin tamsay: cinsinden en biiytik
uzunlugu ne kadar olabilir?

Veriler: n =4, k = 11, kablo uzunluklar:: [802,743,457,539].

(Céziim. Dogrudan en biiyiik parca uzunlugu z’i cebirsel olarak kurmak yerine
karar sorusuna odaklanalim: “Her bir parcanin uzunlugu z secilirse, toplamda en
az k parca elde edilebilir mi?”

Uzunlugu L; olan bir kablodan boyu z olan en fazla | L;/z| adet parca kesile-
bilir. O halde x uzunlugunda elde edilebilecek toplam parca sayisi:

n

co-£l

i=1

olur. Kontrol fonksiyonumuz:

Monotonluk Kontrolii: Eger parca uzunlugu z’ten daha biiyiik bir ¢y degerine
gikarilirsa (y > x), her kablodan elde edilen parga sayisi azalir veya sabit kalir
(LLi/y] < |L;i/x]). Dolaysiyla C(y) < C(z) olur. Eger x uzunlugunda k parga
elde edilemiyorsa, daha uzun bir y parcasinda hi¢ elde edilemez. Yani dogruluk
dizilimi:

DOGRU, ..., DOGRU, YANLIS, ..., YANLIS

r<x* >x*

bicimindedir; aranan monotonluk gecerlidir.

Araliklarin Belirlenmesi:

o Alt sinir: sol =1 (parc¢a uzunlugu en az 1 olmalidir).

o Ust smur: sag = max(L;) = 802 (hicbir parca eldeki en uzun kablodan uzun
olamaz).

Verilen ornek igin ikili aramay1 adim adim igletelim:

e sol =1,sag =802 = orta = 401:
C'(401) = [802/401] 4 [ 743/401] 4 [457/401] 4+ [539/401] =2+1+1+1=5
5 < 11 oldugundan YANLIS. Demek ki 401 ¢ok biiyiik, sag = 400.
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e Birkag¢ adim sonra aralik daralir ve orta = 200 denenir:
C(200) =4+43+2+2=11>11 =— DOGRU

200 gegerli bir cevaptir. Ancak daha biiyligi olabilir mi? cevap = 200, sol =
201.

e Arama bu gekilde devam ettiginde x = 200 i¢in 11 parca, x = 201 igin:
C(201)=3+3+2+2=10<11 = YANLIS
oldugu goriiliir.

Boylece ulagilabilecek en biiylik parca uzunlugu 200 olarak bulunur.

Karmagiklik: Her adimda dizi bir kez taranir (O(n)) ve arama araligi [1, max L]
oldugundan toplam siire O(n log(max L)) olur. O

Ornek 24.8 (Ressam Béliistiirme / Kitap Dagitimi Problemi). n adet kitap yan
yana dizilmistir. i. kitabin sayfa sayst Ali] dir. Bu kitaplar sirast bozulmadan m
ogrenciye paylastirilacaktir. Her ogrenciye ardisik bir kitap blogu verilmelidir ve
her kitap tam olarak bir égrenciye verilmelidir.

Bir dgrenciye diisen toplam sayfa sayisinin en fazla oldugu degeri en kiigiik
(minimaz) yapacak dagitime bulunuz.

Dizi: A =[12,34,67,90], Ogrenci saysi: m = 2.

Céziim. En c¢ok sayfa alan 6grencinin yukiinii olabildigince azaltmak istiyoruz.
Dogrudan tiim boélme noktalarini denemek yerine cevap iizerinde ikili arama uy-
gulayalim: “Herhangi bir 6grenciye en fazla S sayfa verilmesine izin verilirse, bu
kitaplar en fazla m 6grenciye dagitilabilir mi?”

P(S) kontrol fonksiyonunu Boliim 27’de gorecegimiz greedy (greedy) yontemle
yazabiliriz: 11k 6grenciden baglayarak, S limitini asmadig siirece kitaplar sirayla
veririz. Bir sonraki kitabi ekledigimizde toplam S’yi agacaksa yeni bir 6grenciye
geceriz. Bir kitabin sayfa sayis1 tek bagina S’den biiyiikse hi¢hir 6grenci bu kitabi
alamaz (P(S) = YANLIS).

Monotonluk: Sayfa limiti S artirilirsa 6grencilerin kapasitesi genigler ve ge-
reken Ogrenci sayisi azalir veya sabit kalir. Dolayisiyla m 6grenciye yetme kogulu
bozulmaz:

YANLIS, ..., YANLIS, DOGRU, ..., DOGRU
Hedefimiz ilk DOGRU degerini veren en kiiciik S’yi bulmaktir.

Araliklarin Belirlenmesi:

e Alt simir: En azindan en kalin tekil kitabi1 bir 6grenci alabilmelidir: sol =
max(A[]) = 90.
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« Ust smr: Tiim kitaplar tek bir 6grenciye verilseydi toplam sayfa sayisi gere-
kirdi: sag = ) Afi] = 12+ 34 + 67 + 90 = 203.

Aramanin adimlari:

e sol =90,sag = 203 = orta = 146: Limit 146 olsun.

— 1. Ogrenci: 12 4 34 + 67 = 113 < 146. (90 eklenirse 203 > 146, bitti).
— 2. Ogrenci: 90 < 146.

Toplam 2 6grenci yetti; m = 2 smir1 agilmadi (P(146) = DOGRU). Daha
kii¢iik bir limit arayalim: sag = 145, cevap = 146.

e sol =90,sag = 145 = orta = 117:

— 1. Ogrenci: 12 + 34 + 67 = 113 < 117.
— 2. Ogrenci: 90 < 117.

Yine 2 6grenci yetti (P(117) = DOGRU). sag = 116, cevap = 117.
e sol =90,sag =116 = orta = 103:

— 1. Ogrenci: 12 + 34 = 46 < 103 (67 eklenirse 113 > 103).
— 2. Ogrenci: 67 < 103 (90 eklenirse 157 > 103).
— 3. Ogrenci: 90 < 103.

3 ogrenci gerekti; elimizde ise yalmizca 2 6grenci var (P(103) = YANLIS).
Limit yetersiz kaldi, artirmaliyiz: sol = 104.

o Kalan adimlar tamamlandiginda sinirin 113 oldugu goriiliir: S = 113 i¢in:
[12,34,67] — 113, [90] — 90. Kitaplar tam 2 6grenciye dagitilir.

En kii¢iik maksimum toplam 113’tiir. O

24.2.4 Gergel Sayilarda ikili Arama (Bisection Yontemi)

Ikili arama yalnizca tamsayilar iizerinde degil, siirekli fonksiyonlarin kéklerini veya
ekstremum noktalarini bulmada da kullanilir. Sayisal analizde bu yaklagim bisec-
tion (ikiye bolme) yontemi olarak adlandirilir.

Stirekli bir f(z) fonksiyonu i¢in f(a) ve f(b) zit isaretli ise (f(a
Bolzano Teoremi geregi [a,b] arahiginda en az bir 2* kokii (f(z*) =
dir.

Gergel sayilarda ¢aligirken iki 6nemli fark ortaya cikar:

) - f(b) <0),
0) bulunmah-

1. Indis artirim (+1 veya —1) yapilmaz; dogrudan sol = orta veya sag = orta
atanir.
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2. Dongii sonlandirma kogulu iki tiirlii yazilabilir:

« Hata pay1 (tolerans): |sag — sol| > € (6rnegin e = 1077).

e Sabit adim sayisi: Dogrudan 100 veya 80 adimlik bir for déngiisii ¢alig-
tirmak. 80 adim sonra aralik boyutu 2780 ~ 1072* kat kiiciiliir; bu da
64-bitlik double veri tipinin makine hassasiyetinden bile daha yiiksek
bir dogruluk saglar. Yarigmalarda sabit adim sayis1 kullanmak, kayan
nokta hatalarindan kaynaklanabilecek sonsuz dongiileri engelledigi i¢in
daha giivenlidir.

Ornek 24.9. f(z) = 2® + 1 — 5 = 0 denkleminin gercel kékiinii [1,2] arahginda

1076 hassasiyetle bulunuz.

Céziim. Fonksiyonun tiirevi f’(x) = 322 +1 > 0 oldugundan f(z) tiim gercel
eksende kesin artandir (monotondur). U¢ noktalarda:

f)=141-5=-3<0

f(2)=8+2-5=5>0

Fonksiyon artan oldugundan ve isaret degistirdiginden [1, 2] araliginda tam olarak
bir kék vardir.

Algoritmay1 C dilinde sabit déngii sayisi ile kuralim:

#include <stdio.h>

double f(double x) {
return x * x * x + x - 5.0;

3

double kok_bul() {
double sol = 1.0, sag = 2.0;
// 80 adim, araligi 27{-80} oraninda daraltir.
for (int adim = 0; adim < 80; adim++) {
double orta = sol + (sag - sol) / 2.0;
if (f(orta) <= 0.0) {
sol = orta; // Kok daha sagda veya tam orta noktada
} else {
sag = orta; // Kok daha solda

}
}
return sol;
}
Yaklagik 1.515980 degeri aranan kok olarak bulunur. O
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24.2.5 Kapsamli Bir Problem: Agresif Inekler

Cevap lizerinde ikili arama yonteminin sik karsilagilan klasik uygulamalarindan
biri “Agresif Inekler” (Aggressive Cows) problemidir.

Ornek 24.10. Diz bir hat dzerinde bulunan n adet ahirin koordinatlar:
T1,Ta,. .., Ty tam saydardir. Elimizde ¢ adet agresif inek bulunmaktader. Inekleri
bu ahirlara dyle yerlestirmek istiyoruz ki, birbirine en yakin iki inek arasindaki
mesafe mimkin olan en biiytik dejere ulassin. Bu maksimum mesafeyi bulunuz.

Ornek girdi: n =5 ahar, koordinatlar: [1,2,8,4,9], inek saysi: ¢ = 3.

Coziim. Oncelikle Béliim 23'teki siralama yontemlerinden biriyle koordinatlar:
kiiciikten biytige dizelim:

x=11,2,4,8,9]
Yerlegtirilecek ¢ = 3 inegimiz var. Amacimiz ardigik inekler arasindaki mesafelerin
minimumu olan d’yi olabildigince biiytiitmektir.

Soruyu karar bigimine doniigtiirelim: “Herhangi iki inek arasindaki mesafe en
az d olacak gekilde c adet inegi ahirlara yerlestirebilir miyiz?”

P(d) kontrol fonksiyonunu greedy yaklagimla kurabiliriz: i1k inegi daima en sol-
daki ahira (z[0]) koymak en avantajh se¢imdir; bu tercih sonraki ineklere miimkiin
olan en genig alam birakir. Sonraki her inegi, bir 6nceki inegin kondugu ahirdan
en az d birim uzaktaki ilk uygun ahira koyariz. Eger tiim inekler yerlestirilebilirse
P(d) = DOGRU, ahirlar yetersiz kalirsa P(d) = YANLIS olur.

Monotonluk: Mesafe d biiytidiikce inekler arasina birakilmas: gereken bogluk
genigler, bu da yerlegimi zorlagtirir. Belirli bir d mesafesinde yerlesim yapilami-
yorsa, daha biiyiik bir d’ mesafesinde hi¢ yapilamaz:

DOGRU, ..., DOGRU, YANLIS, ..., YANLIS

Monotonluk korundugu i¢in en biiyiik d degeri ikili arama ile bulunabilir.

Sinirlar:

e sol =1 (en kiigiik tamsay1 mesafe).

o sag =x[n—1] —z[0] =9 — 1 =8 (en sol ile en sag ahir arasindaki mesafe).
Adimlar inceleyelim:

e sol =1,sag =8 = orta = 4: Mesafe en az 4 olabilir mi?

— 1. Inek: 2[0] = 1
— 2. Inek: En az 1 + 4 = 5 koordinat1 aranir. {lk uygun ahir z[3] = 8.
— 3. Inek: En az 8 4+ 4 = 12 koordinat1 aramr. Uygun ahir kalmadi.
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3 inek yerlegtirilemedi (yalnizca 2 inek yerlesti; P(4) = YANLIS). Yeni sag
smir: sag = 3.

e sol =1,sag =3 = orta = 2: Mesafe en az 2 olabilir mi?
— 1. Inek: z[0] = 1
— 2. Inek: 1+2=3< 22 =4 = 4’e konur.
— 3. Inek: 4 +2 =6 < z[3] =8 = 8’e konur.

3 inek bagariyla yerlesti (P(2) = DOGRU). Daha biiyiik bir deger aranabilir:
cevap = 2, sol = 3.

e sol =3,sag =3 = orta = 3: Mesafe en az 3 olabilir mi?

— 1. Inek: 1
— 2. Inek: 1+3=4< 22 =4 = 4’e konur.
— 3. Inek: 4 +3=7<12[3] =8 = 8'e konur.
3 inek yerlesti (P(3) = DOGRU). cevap = 3, sol = 4.
e sol =4 > sag =3 = Dongii tamamland.
Ulagilabilecek en biiyiik minimum mesafe 3’tiir (inekler 1,4, 8 konumlarina yerle-
Sir).

Siralama adimi O(n logn), ikili arama adimi O (log(Zmaks)), her kontrol ise O(n)
stirdiigiinden toplam zaman karmagikligi O(nlogn + nlog(zqks)) olur. O

24.2.6 Cevap Uzerinde ikili Arama Sablonu

Asgagidaki gablon, kogulu saglayan en biiylik degeri bulma problemlerinde bagvu-
rulabilecek genel yapiy1 6zetlemektedir:

FUNCTION isValid(x, params)
// Monotonic decision function
END FUNCTION

FUNCTION binarySearchOnAnswer(left, right, params)
ans = left
WHILE left <= right DO
mid = left + FLOOR((right - left) / 2)
IF isValid(mid, params) THEN
ans = mid
left = mid + 1
ELSE
right = mid - 1
END IF
END WHILE
RETURN ans
END FUNCTION
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Eger problem kosulu saglayan en kii¢iik degeri ariyorsa, kontrol bagarili oldu-
gunda sag = orta - 1 yapilarak daha kiigiik degerlere bakilmali, bagarisiz oldu-
gunda sol = orta + 1 ile deger biiyiitilmelidir.

24.2.7 Boliim Ozeti ve Problem C6zme Kontrol Listesi

Bir problemde ikili arama yonteminin uygulanabilirligini degerlendirirken su adim-
lar izlenebilir:

1. Optimizasyon kalibini tespit edin: Soru bir biiyiikliigiin en biiyiik veya
en kii¢iik degerini mi ariyor?

2. Karar problemine doniistiiriin: “Cevap x olabilir mi?” sorusu tizerinden
bir kontrol fonksiyonu tasarlayin.

3. Monotonlugu dogrulayin: P(z) saglandiginda P(z + 1)’in de zorunlu
olarak saglandigimi (veya tam tersini) gosterin. Monotonluk kurulamazsa
ikili arama uygulanamaz.

4. Arama sinirlarini belirleyin: sol ve sag degerlerini, aranan cevabi kesin-
likle igerecek bigimde segin.

5. Tagma riskini kontrol edin: Orta nokta hesabinda sol + (sag — sol)/2
formiilint kullanin; biiyiik araliklarda 64-bit tam sayilardan (long long)
yararlanin.
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Bolum 25

Temel Veri Yapilari

Boliim 22’de inceledigimiz diziler, bellekte ardisik yer kaplayan ve herhangi bir ele-
manina O(1) zamanda dogrudan erigebildigimiz temel yapilardir. Ancak problem
¢Ozerken veriyi yalnizca bir sira halinde saklamak cogu zaman yetmez; verilere
hangi sirayla erigtigimiz, hangisini ne zaman ¢ikarip yerine yenisini ekledigimiz
algoritmanin verimliligini dogrudan belirler.

Bir kutu diisiinelim: I¢ine tist iste kitaplar koyuyoruz. En son koydugumuz ki-
tab1 en 6nce alabiliriz; en alttakini ¢ekip almak icinse iisttekileri tek tek kaldirmak
gerekir. Simdi de bir firm kuyrugunu goz oniine getirelim: Ilk gelen ilk ekmegi alir,
siraya sonradan katilan en arkada bekler.

Burada, bilgisayar biliminin ve yarisma programlamasinin temelini olugturan
ti¢ veri yapisim ele alacagiz: Son giren ilk gikar mantigiyla ¢ahisan y1gin (stack),
ilk giren ilk gikar mantigiyla calisan kuyruk (queue) ve eleman sorgulamalarin
hizlandiran kiime (set) ile sozliik / eslem (map) yapilari.

25.1 Stack (Yi8in)

25.1.1 Motivasyon: Tersine Cevirme ve Geri Izleme

Diyelim ki bir metin diizenleyicide yaz yaziyorsunuz. Klavyeden sirasiyla ’A’; 'B’,
'C’ harflerine bastiniz. Sonra bir hata yaptigimiz fark edip “Geri Al” (Undo) tu-
suna bastiniz. Sistem hangi iglemi geri almalidir? Elbette en son yaptiginiz iglemi,
yani 'C’ harfini yazmay. Ikinci kez geri alirsaniz ‘B’ silinir.

Iste bu davrams bicimi—en son eklenen elemana ilk olarak ihtiyac duyma
durumu—giinlik hayatta oldugu gibi algoritmalarda da siirekli karsimiza cikar.
Bu yapiy1 diiz bir diziyle yonetmeye kalktigimizda, her ekleme veya g¢ikarma ig-
leminde dizinin kalan elemanlarini kaydirmak zorunda kalabiliriz; bu da islem
bagimma O(n) maliyet getirir. Oysa bize yalmzca en iistteki elemanla ilgilenen ve
tiim iglemlerini O(1) zamanda tamamlayan bir yap: gerekir.
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25.1.2 Kavramsal Tanim ve LIFO Prensibi

Tanim 25.1 (Yigin / Stack). Yigin (stack), eleman ekleme ve ¢ikarma iglemle-
rinin yalmizca tek bir ugtan—tepe (top) noktasindan—yapildige dogrusal bir veri

yapisuder. Bu isleyis kuralma LIFO (Last-In, First-Out — Son Giren [k Cikar)
prensibi denir.

Bir yiginin sundugu temel iglemler sunlardir:

push(z): z elemanim yiginin tepesine koyar.

pop(): Yiginin tepesindeki elemam kaldirir ve bu elemam dondiiriir (yigin
bogken yapilirsa tagma/hata olugur).

top() veya peek(): Yigimin tepesindeki elemana bakar, fakat onu yigidan
cikarmaz.

empty(): Yigmin bog olup olmadigim kontrol eder (bogsa dogru, degilse yan-
lg).

size(): Yigindaki anlik eleman sayisin verir.

Teorem 25.2 (Yigin Islemlerinin Zaman Karmagiklig1). Boyutu dinamik olarak
ayarlanabilen bir dizi (veya bagh liste) ile gergeklenen bir yiginda; push, pop, top,
empty ve size iglemlerinin her biri en kéti durumda ya da amortize edilmis olarak
O(1) zamanda ¢aligr.

Kanit. Bir A dizisi ve yiginin tepe noktasinin indisini tutan bir ¢ isaretgisi (pointer)
tanimlayalim. Baslangicta yigin bostur, ¢t = —1.

push(z) igleminde 6nce ¢t + t 4+ 1 yapilir, ardindan A[t] < z atanir. Dizi
indisine dogrudan erigim O(1) adundir.

pop() isleminde A[t] degeri saklanir, ardindan ¢ <— ¢ — 1 yapilir. Bu iglem de
O(1) adimdur.

top() islemi dogrudan A[t] degerini okur (O(1)).

Boyut ¢ + 1 formiiliiyle O(1) zamanda hesaplamr; bogluk kontrolii t == —1
ifadesidir.

Hicbir islemde dizinin diger elemanlarini kaydirmak gerekmediginden tiim iglemler
O(1) zamanda tamamlanir. O

358



Bolim 25. Temel Veri Yapilar:

25.1.3 Kullanim Senaryolar: ve C6ziimlii Ornekler

Yigin yapist matematikte ve bilgisayar biliminde 6zellikle su problemlerde sikca
kullanilir:

1. Parantez Esleme (Balancing Symbols): I¢ ice acilan parantezlerin
dogru sirada kapanip kapanmadigini denetleme.

2. Monoton Yigin (Monotonic Stack): Bir dizideki her eleman i¢in kendi-
sinden sonraki “ilk biiytik” veya “ilk kiiciik” elemani bulma.

3. ifade Degerlendirme (Expression Parsing): Postfix (ters Leh notas-
yonu) ifadeleri hesaplama.

4. Cagr1 Yigim (Call Stack): Rekirsif fonksiyonlarin galigma mekanizmasi
(Bolum 30’da gorecegimiz fonksiyon gagrilar: bellekte tam olarak bir yigin
gibi saklanir).

Simdi bu kullanim alanlarini somut 6rneklerle ele alalim.

Ornek 25.3 (Dengeli Parantez Dizisi). Sadece ’(’, °)’, °[, ', °'{’, '}’ karakterle-
rinden olugan bir metin veriliyor. Bu parantez diziliminin gegerli (dengeli) olup
olmadigima belirleyiniz. Ornegin:

o S=[0)]}} gecerlidir.

o S =“[(])” gecersizdir (¢inki ’[" kapatiimadan once

J

')’ gelmistir).
o S = ¥(()” gecersizdir (agik kalan parantez vardir).

Céziim ve Akil Yiiritme. Parantezlerin kapanma kurali sudur: Bir kapama pa-
rantezi geldiginde, en son agilmig olan ve heniiz eglesmemis olan parantez ile ayni
tlirde olmalhidir. “En son agilan” gsart1 dogrudan LIFO mantigini, yani yigin igsaret
eder.

Metni soldan saga tarayalim:

1. Bir agma parantezi (°(’, ’[’, '{’) gordiigiimiizde, ileride kapatilmak tizere
yigina push ederiz.

2. Bir kapama parantezi (’)’, ’]’, ’}’) gordugiimiizde:

¢ Y1gin bogsa, kapatilacak hi¢cbir agma parantezi yoktur; dizi dengesizdir.

* Yigin bos degilse, tepedeki elemana bakariz (top). Bu eleman gelen ka-
pama parantezinin tiirdesi ise yigindan ¢ikaririz (pop). Degilse (6rnegin
tepede '’ varken ’)’ geldiyse), sira bozulmugtur; dizi gegersizdir.

9

3. Metin bittiginde y1ginda hala kapatilmamig parantez kalmigsa (6rnegin “(()
durumundaki ilk parantez), dizi yine gegersizdir. Yalnizca yigin tamamen
bosaldiysa dizi dengelidir.
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n karakterlik bir metinde her karakter yigina en fazla 1 kez girer ve en fazla 1
kez gikar. Dolayisiyla toplam zaman karmagikhigi O(n), alan karmagikhig: ise en
k6t durumda O(n) olur. O

Ornek 25.4 (Sonraki Biiyiik Eleman - Next Greater Element). A = [4,5,2, 25]
dizisi verilsin. Dizideki her eleman ig¢in, kendisinden sonra (saginda) gelen ve
kendisinden kesinlikle biiyiik olan ilk elemant bulunuz. Eder saginda kendisinden
biyiik bir eleman yoksa —1 yaziniz.

Céziim ve Akl Yiritme. Kaba kuvvet yaklagimi, her ¢ elemani i¢in sagdaki j > 4
indislerini tek tek taramaktir; bu da en kétii durumda O(n?) karsilagtirma gerek-
tirir. n = 10° gibi tipik yarisma smirlarimda bu yontem zaman asimina ugrar.

Sorunu tersten ele alahm (Boliim 19’daki tersine ¢alisma yaklagimiyla): Diziyi
sagdan sola dogru tarayalim. Diyelim ki A[i] elemanindayiz. Sagimizdaki elemanlar
arasindan bize en yakin ve bizden biyiik olani ariyoruz. Eger sagda kalan bazi
elemanlar A[i]’den kiigiik ya da ona esitse, A[i]'nin solundaki herhangi bir eleman
i¢in bu kii¢iikk elemanlar asla “ilk biiyiik eleman” olamaz; ¢iinkii A[i] hem daha
soldadir hem de onlardan daha biiytiktiir. Kiiciik elemanlar artik A[¢]'nin ardinda
gizlenmistir.

O halde sagdan sola ilerlerken elemanlar1 bir yiginda tutalim; &yle ki yigin
tepeden agagiya dogru kesin artan sirada kalsin (buna monoton yigin denir):

1. i =3, A[3] = 25: Yigin bostur. Saginda biiyiik eleman yoktur — —1. Yigina
25 eklenir. (Yigin: [25]).

2. i =2, A2] = 2: Tepedeki eleman 25 > 2. Demek ki 2’den sonraki ilk biiytik
eleman 25’tir. Yigina 2 eklenir. (Yigmn: [25,2]).

3. i =1, A[1] = 5: Tepedeki eleman 2 < 5’tir; 2 elenir (pop). Yeni tepe 25 >
5’tir. Demek ki 5’ten sonraki ilk bityiik eleman 25’tir. Yigina 5 eklenir. (Yigin:
[25,5]).

i = 0, A[0] = 4: Tepedeki eleman 5 > 4’tiir. Cevap 5. Yigina 4 eklenir. (Yign:
25,5, 4]).

Sonug dizisi: [5, 25,25, —1] bulunur.

Karmagiklik Analizi: I¢ ice bir dongii varmug gibi gériinse de, n elemanin her
biri yigina tam 1 kez eklenir (push) ve en fazla 1 kez ¢ikarilir (pop). Toplam yigin
islemi sayis1 2n’i agamaz; dolayisiyla algoritma O(n) zamanda galigir. O

// C dilinde dizi ile Momoton Yigin yaklasimi
#include <stdio.h>

void sonrakiBuyukEleman(int A[], int n, int sonuc([]) {
int yigin[n];
int top = -1; // Yigin bos

360




Bolim 25. Temel Veri Yapilar:

for (dnt i =n - 1; i >= 0; i--) {
// Guncel elemandan kucuk veya esit olanlari yigindan at
while (top >= 0 && yigin[top] <= A[i]) {

top—-;
}
// Yigin bossa saginda buyuk eleman yoktur
if (top == -1) {
sonuc[i] = -1;
} else {
sonuc[i] = yigin[top];
}

// Guncel elemani yigina ekle
yigin[++top]l = A[il;

Ornek 25.5 (Aritmetik Ifadeleri Hesaplama - Postfix Notasyonu). Giinlik kul-
lanimda tercih ettigimiz 3 + 4 x 2 gdsterimi infix (i¢ten) notasyondur ve iglem
onceligini belirtmek icin parantez gerektirebilir. Bilgisayarlar icin parantez ihtiya-
ciny ortadan kaldiran postfix (sondan) notasyon ¢ok daha uygundur. Ayna islem
postfix biciminde séyle ifade edilir:

(:3 4 2 * +77
Bu ifadenin degerini hesaplayimiz.

Céziim ve Akl Yiiritme. Soldan saga okuma yaparken bir say1 gérdiigiimiizde he-
niiz hangi isleme girecegini bilmedigimizden sayilar1 biriktiririz. Bir operator (+,
) ile kargilagtigimizda ise bu iglem, en son gordiigiimiiz iki sayiya uygulanmalidir.
Son goriilen iki sayiy1 geri ¢agirma ihtiyaci dogrudan LIFO diizenini gerektirir:

1. '3’ oku: yigma at. (Yigin: [3])
2. 4’ oku: yigma at. (Yign: [3,4])
3. 72" oku: yigina at. (Yign: [3,4,2])

4. "% oku: Iki eleman cek: b =2, a = 4. Carp: a x b =4 x 2 = 8. Sonucu y1gina
at. (Yigmn: [3, 8])

5. 4+ oku: Iki eleman cek: b = 8, a = 3. Topla: a + b = 3 + 8 = 11. Sonucu
yigma at. (Yigm: [11])

Ifade bittiginde yiginda kalan son eleman (11), islemin sonucudur. n terimli bir
ifade O(n) siirede hesaplanir. O]
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FUNCTION evaluatePostfix(expression)
stack = EMPTY_STACK
tokens = SPLIT expression BY whitespace

FOR EACH token IN tokens DO
IF token IS Il+l|’ |I_l|’ |I*l|’ OR Il/ll THEN
b = POP(stack)
a = POP(stack)

IF token == "+" THEN
PUSH(stack, a + b)
ELSE IF token == "-" THEN
PUSH(stack, a - b)
ELSE IF token == "x" THEN
PUSH(stack, a * b)
ELSE IF token == "/" THEN
PUSH(stack, TRUNCATE(a / b))
END IF
ELSE
PUSH(stack, TO_INTEGER(token))
END IF
END FOR

RETURN stack[0]
END FUNCTION

En Sik Yapilan Hatalar (Stack):

o Bos Yigindan Eleman Cekmek (Stack Underflow): Yigimn bos olup
olmadigini (empty()) kontrol etmeden top() veya pop() ¢agirmak tanimsiz
davranisa ve programin cokmesine yol acar. Ozellikle parantez esleme prob-
lemlerinde kapama parantezi bagta geldiginde bu hataya sik rastlanir.

o Islem Sirasim1 Karistirmak: Postfix cikarmada yigindan ilk cekilen ele-
man ikinci terimdir (b), sonra g¢ekilen birinci terimdir (a). a — b yerine b — a
yazmak sonucu tamamen bozar.

25.2 Queue (Kuyruk)

25.2.1 Motivasyon: Sirali Isleme ve Geniglik Oncelikli Arama

Bir bilet gisesi diigiinelim: Insanlar siraya girer ve gisedeki gorevli ilk kim geldiyse
once ona hizmet verir; araya girmek ya da son gelene 6ncelik tamimak siranin
diizenini bozar.

Bilgisayar biliminde bir gorevi gelis sirasina gore igsleme alma ihtiyaci1 dogdu-
gunda dizi iizerinde eleman kaydirmak ciddi bir verim kaybia yol acar. Ornegin
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siradan bir dizide en 6ndeki elemanm ¢ikardigimizda, arkadaki tiim elemanlar: birer
basamak sola kaydirmaniz gerekir; bu da O(n) zaman alir. Bize hem en arkaya
eklemenin hem de en 6nden gikarmani O(1) oldugu bir veri yapisi lazimdir.

25.2.2 Kavramsal Tanim ve FIFO Prensibi

Tanim 25.6 (Kuyruk / Queue). Kuyruk (queue), elemanlarin yalmizca bir ugtan—
arka (rear/back)—eklendigi ve diger u¢tan—on (front)—cikarildigr dogrusal bir
veri yapsider. Bu isleyise FIFO (First-In, First-Out — [k Giren Ik Cikar)
prensibi denir.

Temel kuyruk islemleri:

o push(x) veya enqueue(x): z elemanim kuyrugun sonuna ekler.
o pop() veya dequeue(): Kuyrugun en 6niindeki eleman: gikarir.
o front(): Kuyrugun bagindaki elemani okur.

o empty(): Kuyrukta eleman olup olmadigini bildirir.

o size(): Kuyruktaki toplam eleman sayisini verir.

25.2.3 Dairesel Dizi (Circular Array) ile Kuyruk Tasarimi

Diiz bir dizide bastan eleman sildikce énceki bellek alanlar1 atil kalir. On isaretci
(front) siirekli saga kayar ve dizi sinirma ulagildiginda yer kalmamig gibi goriiniir.
Bu problemi ¢6zmek icin diziyi bir cember gibi diisiinebiliriz: Indis dizinin sonuna
(C'—1) ulagtiginda, Boliim 14’te ele aldigimiz modiiler aritmetik sayesinde siradaki
indis tekrar 0’a doner.

Tanim 25.7 (Dairesel Kuyruk Indis Aritmetigi). Kapasitesi C' olan bir dizide,
bir i indisinin ardils:

sonraki(i) = (1 +1) (mod C)
formdiliyle elde edilir.

Teorem 25.8 (Dairesel Kuyruk Islemleri Karmagiklhig1). Sabit kapasiteli C' bo-
yutunda bir dairesel dizi tizerinde gerceklenen kuyrukta; ekleme, silme ve ondeki
elemany okuma iglemleri en kéti durumda O(1) zamanda ¢alisor.

Kanat. front (baglangig indisi), rear (bitis indisi) ve anlik eleman sayisini tutan
size degiskenlerini saklayalim:

» enqueue(x): Eger size == C ise kuyruk doludur (tasma). Aksi halde rear <
(rear + 1) (mod C) yapilir, Alrear] < x yazilir ve size < size + 1 artirilir.
Bu adimlarin her biri O(1) aritmetik islemidir.
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o dequeue(): Eger size == 0 ise kuyruk bogtur. Aksi halde front < (front +
1) (mod C) yapilir ve size < size — 1 azaltilir. Bellek kaydirma yapilmaz,
islem O(1) siirer.

Dolayisiyla her iki temel islem de O(1) zamanda ¢aligir. O

// Sabit boyutlu datiresel kuyruk yapisi
#define KAPASITE 100

typedef struct {
int veri[KAPASITE];
int bas;
int son;
int elemanSayisi;
} DaireselKuyruk;

void kuyrukBaslat(DaireselKuyruk *q) {
q->bas = 0;
q->son = -1;
q->elemanSayisi = 0;

}

void enqueue(DaireselKuyruk *q, int x) {
if (gq->elemanSayisi == KAPASITE) return; // Dolu
q->son = (q->son + 1) % KAPASITE;
g->verilq->son] = x;
g->elemanSayisi++;

int dequeue(DaireselKuyruk *q) {
if (gq->elemanSayisi == 0) return -1; // Bos
int deger = gq->veril[q->bas];
g->bas = (gq->bas + 1) % KAPASITE;
q->elemanSayisi--;
return deger;

25.2.4 Kullanim Senaryolar1 ve C6ziimlii Ornekler

Kuyruk veri yapisi ozellikle su senaryolarin temel aracidir:

1. Genisglik Oncelikli Arama (Breadth-First Search - BFS): Bir bas-
langic noktasindan itibaren tiim diigimleri en yakin olandan baglayarak
katman katman ziyaret etme.

2. Kayan Pencere Problemleri (Sliding Window): Zaman iginde gelen
ve belli bir pencere genigliginde saklanmasi1 gereken verileri yonetme.
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3. Sira Tabanli Simiilasyonlar: Isletim sistemlerinde siire¢ (process) zaman-
lama, yazic1 kuyruklar: vb.

Ornek 25.9 (Ikili Sayilar1 Sirayla Uretme). 1°den n’e kadar olan tamsayilarin
ikili (binary) tabandaki karsiiklarina kicikten biyige sirayla ekrana yazdiracak bir
algoritma tasarlayinaz. Ornedin n =5 icin ¢kt 1, 10, 11, 100, 101 olmalidar.

Coziim ve Akl Yiritme. Her sayiyr tek tek alip 2’ye bolerek ikiliye ¢evirmek
O(nlogn) siirer. Oysa iiretim mantigina dikkat edersek:

o “1” sayisimin arkasima 0’ eklersek “10” (2), ’1” eklersek “11” (3) olusur.

o “10” sayisinin arkasina 0’ eklersek “100” (4), ’1” eklersek “101” (5) olusgur.

Uretilen her kék sayidan iki yeni say1 dogar ve énce iiretilen say1 énce islenmelidir.
Bu tam olarak bir FIFO (kuyruk) modelidir.

1. Kuyruga ilk olarak "1" metnini atariz.
2. n defa su iglemi tekrarlariz:

o Kuyrugun bagindaki elemam gikar: s = pop().
e s degerini yazdir.

e Kuyruga s + “0” ekle.

e Kuyruga s + “1” ekle.

Her adimda yalmzca O(1) kuyruk iglemi yapildigindan toplam siire O(n) olur. [

Ornek 25.10 (Josephus Problemi (Flavius Josephus, MS 1. yiizyl)). n kisi
(1,2,...,n) bir ¢cember olusturacak sekilde dizilmistir. 1 numarale kigiden basla-
narak saylir ve her k’incy kisi cemberden ¢ikarilir. Sayma islemi son bir kisi
kalana kadar bir sonraki kisiden devam eder. Hayatta kalan son kisiyi bulunuz.
(n =5,k =2 igin: 2 elenir, 4 elenir, 1 elenir, 5 elenir, geriye 3 kalir).

Céziim ve Akl Yiiritme. Cember etrafindaki dénme hareketini bir kuyrukla dog-
rudan modelleyebiliriz: Sirasi gelen kisi elenmeyecekse kuyrugun oniinden ¢ikip
tekrar kuyrugun arkasina girer. Elenecek kisi ise kuyruktan cikarilir ve bir daha
eklenmez.

1. Kuyruga 1,2, ...,n sayilarim ekleriz.
2. Kuyrukta 1’den fazla eleman oldugu siirece:

e k — 1 defa: Kuyrugun bagindaki elemani ¢ikar ve hemen arkasina ekle
(push(pop())).
o k’'mc1 eleman: kuyruktan tamamen ¢ikar (pop()).
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3. Kuyrukta tek bir kigi kaldiginda o kisgi kazanan kigidir.

Her eleme icin k adim atilir, toplam n — 1 eleme yapildigindan bu simiilasyon
O(n - k) zamanda calsir. O

FUNCTION josephus(n, k)
CREATE queue q
FOR i FROM 1 TO n DO
ENQUEUE(q, i)
END FOR

WHILE LENGTH(q) > 1 DO
FOR step FROM 1 TO k - 1 DO
ENQUEUE(q, DEQUEUE(q))
END FOR
DEQUEUE(q)
END WHILE

RETURN PEEK(q)
END FUNCTION

Ornek 25.11 (Iki Yigin ile Bir Kuyruk Olusturma). Elinizde yalnizca iki adet
ygin (Y1 ve Ya) bulunmaktadur. Bu iki yigine kullanarak O(1) amortize edilmis
zamanda ¢alisan bir kuyruk (FIFO) veri yapist insa ediniz.

Céziim ve Akl Yiritme. Bir yigima eleman ekledigimizde siralama tersine déner
(A,B — B, A). Tersine dénmiis bir yigindaki elemanlar1 alip ikinci bir yigina
aktarirsak sira bir kez daha tersine déner; yani bastaki haline (A, B) geri gelir. Tki
LIFO yapisinin pes pese isletilmesi boylece bir FIFO olugturur.

Yap1 soyle caligir:

o Ekleme (enqueue(z)): Daima Y;’e push(z) yapilir. Bu iglem kesinlikle O(1)
stirer.

o Cikarma (dequeue()): En eski elemana ihtiyacimiz vardir, oysa o eleman
Y7’in tabanmindadir.

— Eger Y; bog degilse, en eski eleman zaten Y2'nin tepesindedir. Dogrudan
Ys. pop() yapariz (O(1)).

— Eger Y5 bogsa, Y7’deki tiim elemanlar: teker teker cekip Y5’ye aktari-
riz. Boylece Y7’in tabanindaki eleman Ys'nin tepesine gelir. Ardindan
Ys. pop() yapariz.

Amortize Analiz: Bir eleman sisteme girerken Y;’e 1 kez eklenir. Yapi i¢inde
kaldig1 stire boyunca en fazla 1 kez Y;’den Ys'ye aktarilir ve 1 kez Ys'den cikarilir.
Her eleman toplamda en fazla 3 yigin iglemine tabi tutulur. n iglem i¢in toplam
maliyet O(n) oldugundan iglem bagina amortize maliyet O(1)’dir. O
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En Sik Yapilan Hatalar (Queue):

e Diiz Dizide Kaydirma Yaparak Kuyruk Yazmak: Kuyruktan eleman
¢ikarmay1 dizinin 0’inc1 elemanin silip dongiiyle tiim diziyi sola kaydirarak
kodlamak, her silme i¢in O(n) maliyet dogurur. n eleman i¢in toplam siire
O(n?)’ye ¢ikar ve zaman agimina yol acar. Coziim, dairesel indisler veya cift
uclu kuyruk (deque) kullanmaktr.

e Dairesel Dizide Doluluk-Bosluk Ayrimi: front == rear durumu hem
kuyrugun tamamen bos hem de tamamen dolu oldugu ana denk gelebilir.
Bu belirsizligi gidermek icin ya bir size sayaci tutulmali ya da kapasiteden
bir hiicre daima bog birakilmalidir.

25.3 Set ve Map (Kiime ve Sozliik / Eslem)

25.3.1 Motivasyon: Hizli Arama ve Frekans Sayma

Diyelim ki 10 kelimeden olusan bir sozliigiiniiz var. Kullanicinin girdigi bir ke-
limenin bu sozliikkte yer alip almadigini kontrol etmek istiyorsunuz. Kelimeleri
gelisigiizel bir dizide tutarsaniz, her sorgu i¢in diziyi bagtan sona taramaniz gere-
kir (O(n)). 10° sorgu yapildiginda iglem sayis1 1019 seviyesine ulagir ve program
gecikir.

Benzer sekilde, bir dizide en ¢ok tekrar eden sayiy1 (mod) bulmak istedigimizi
diigiinelim. Sayilarin her birinin kacar kez gectigini (frekansini) nasil sayariz? Sa-
yilar 0 ile 100 arasindaysa dizi indisi yeterlidir. Peki ya sayilar 10° gibi biiyiik
degerlerse veya tamsay1 yerine metinlerden oluguyorsa?

Iste “Bir eleman bu topluluga ait mi?” ve “Bu anahtara karsilik gelen deger
nedir?” sorulari, bilgisayar biliminde Set (Kiime) ve Map (Eslem / Sozliik) veri
modelleriyle ¢oziiliir.

25.3.2 Kavramsal Modeller

Tanim 25.12 (Set / Kiime). Set (kiime), Bolim 1’°de ele aldigumaz kiime kavrama-
nin bilgisayar bilimindeki karsihgider. Icerisinde aynt elemandan birden fazla
bulunamaz (her eleman tekildir) ve temel gorevi bir elemanin kimede var olup
olmadigine sorgulamaktir (€ ).

Bir kiimenin temel iglemleri:

o insert(x): x elemanim kiimeye ekler (eleman zaten varsa kiime degismez).
o erase(z) veya remove(z): x elemanin kiimeden gikarir.

o contains(x) veya count(x): z elemanmmin kiimede bulunup bulunmadigim
kontrol eder (1 veya 0).
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Tanim 25.13 (Map / Eslem / Sozlik). Map (eslem veya sozlik), her biri bir
anahtar (key) ve bu anahtara baglh bir deger (value) ciftinden olusan (k,v)
tkililering saklayan bir yapidir. Bir eslemde her anahtar tekildir.

Bir eglemin temel iglemleri:

o set(k,v) veya M[k] = v: k anahtarina v degerini atar. k zaten varsa eski
degeri giincellenir.

o get(k) veya M[k]: k anahtarina kargihik gelen degeri getirir.
o ecrase(k): k anahtarii ve degerini yapidan kaldirir.

o contains(k): k anahtarimin tabloda tanimli olup olmadigini soyler.

25.3.3 Iki Farkli Gercekleme Felsefesi: Sirali ve Sirasiz

Set ve Map soyut veri tipleridir; ne yapmalar1 gerektigi belirlenmigtir ancak arka
plandaki caligma diizeni dilden dile degisir. Pratikte iki ana mekanizma kullanilir:

Ozellik Sirali (Agag Ta- | Sirasiz (Ozetleme /
banl) Hash Tabanl)
C++ Kargiligy std::set, std: :map std: :unordered_set,
std: :unordered_map
Python Karsilig — set, dict
Arka Plan Yapisi Dengeli Tkili Arama | Karma Tablosu (Hash
Agaci (Red-Black) Table)
Ekleme Karmagikhigy | O(logn) Ortalama O(1), En
Kot O(n)
Arama Karmagikligi | O(logn) Ortalama O(1), En
Kot O(n)
Silme Karmagiklig: O(logn) Ortalama O(1), En
Kot O(n)
Eleman Siralamasi Kiigiikten biiytige sira- | Rastgele / Sirasizdir
hdir

Tablo 25.1: Sirali ve Sirasiz Veri Yapilarimin Kargilagtirmas:

Teorem 25.14 (Frekans Sayimmin Zaman Karmagikhigl). n elemanls bir di-
zideki tium elemanlarin frekanslariny bir Hash Map (Python dict veya C++
unordered_map) kullanarak saymak ortalama O(n) zamanda, bir Dengeli Agag
Map (C++ map) kullanarak saymak ise kesin olarak O(nlogn) zamanda tamam-
lanar.

Kanat. Dizideki her eleman icin haritaya bir ekleme veya giincelleme yapilir. Hash
tablosunda her iglem ortalama O(1) siirdiigiinden n eleman i¢in toplam stire n x
O(1) = O(n) olur. Dengeli ikili agacta ise i’inci eleman eklenirken agagta en fazla
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i eleman vardir ve arama/ekleme maliyeti O(logi) < O(logn) adimdir. n iglem
icin toplam maliyet:

ZO(log i) = O(log(n!)) = O(nlogn)
i=1
olarak bulunur. O

25.3.4 Kullanim Senaryolar: ve C6ziimlii Ornekler

Ornek 25.15 (Iki Saymimn Toplami - Two Sum). Swrale olmayan bir A tamsay:
dizisi ve bir T hedef degeri veriliyor. Dizi icerisinde toplamlary T olan iki farkl
elemanin bulunup bulunmadigine O(n) zamanda belirleyiniz.

Coziim ve Akl Yiritme. Kaba kuvvet yaklagimi iki dongiiyle tiim (A[i], A[j]) iki-
lilerini kontrol eder ve O(n?) zaman alir.

Oysa A[i] sayisi incelerken kendimize su soruyu sorabiliriz: “Toplamin T' ol-
mas1 i¢in diger saymin ne olmasi gerekir?” Aradigimiz tamamlayici deger T —
Ali]’dir. Boylece soru suna doniigiir: “Su ana kadar gordiigiim sayilar arasinda
T — A[i] var m1?” Bir elemanin daha 6nce goriilip goriilmedigini en hizh sorgula-
yan yapi bir kiimedir (Set).

Algoritma adimlari:
1. Bos bir gorulenler kiimesi olugturulur.
2. Dizideki her x elemani igin:

o Eger (T — x) € gorulenler ise, aranan ¢ift bulunmustur: (z,7 — z).
Arama tamamlanir.

e Degilse, x sayis1 gorulenler kiimesine eklenir.

3. Dizi bittiginde ¢ift bulunamadiysa sonug olumsuzdur.

Ortalama kiime arama ve ekleme siiresi O(1) oldugundan, tiim dizi O(n) siirede
taranmig olur. O

FUNCTION two_sum(A, T)
seen = EMPTY_SET
FOR EACH x IN A DO
complement = T - x
IF complement IN seen THEN
RETURN True, (complement, x)
END IF
INSERT x INTO seen
END FOR
RETURN False, NULL
END FUNCTION
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Ornek 25.16 (Farkli Eleman Sayisi - Distinct Elements). Boyutu n = 10° olan
bir tamsayr dizisi veriliyor. Dizide kag farkl (tekrarsiz) eleman oldugunu bulunuz.

Cozim ve Akil Yiritme. Bir kiime (Set) matematiksel tanimi geregi ayni eleman-
dan yalmizca bir tane tutabilir. Dolayisiyla dizinin tiim elemanlarini bir kiime-
nin icine aktarirsak kopyalar kendiliginden elenir. Sonugta kiimenin eleman sayisi
(1S]), dizideki tekil eleman sayisini verir.

Zaman karmagikligi: Hash kiimesi kullanilirsa n ekleme iglemi ortalama O(n)
stirer; sirali kiime tercih edilirse O(nlogn) zamanda biter. O

Ornek 25.17 (Kayan Pencerede Farkli Eleman Sayist). n elemank bir A dizisi ve
bir k pencere genisligi veriliyor. Her k uzunlugundaki ardisik alt dizide (pencerede)
kag farkl eleman oldugunu hesaplayiniz.

Cozim ve Akil Yiritme. Her pencere i¢in sifirdan kiime olugturmak (n—k+1) xk
igslem gerektirir ve O(n - k) zaman alir; bu da biiyiik girdiler i¢in yavagtir.

Boliim 22’de gordiigiimiiz kayan pencere teknigini hatirlayalim: Pencere saga
bir birim kaydiginda durum soyledir:

e Pencerenin en solundaki eleman pencereden gikar.
e Pencerenin sagina yeni bir eleman girer.

e Ortadaki k — 2 eleman aynen kalir.

Sadece bir kiime (Set) tutarsak, bir elemam gikardigimizda o elemandan pence-
rede bagka kopyalar olup olmadigini anlayamayiz. Bu yiizden her elemanin pen-
cere igindeki sayisini (frekansini) takip etmek gerekir. Dolayisiyla uygun yapi bir
Map’tir:

1. Ik k eleman: bir haritaya (frekans) ekleriz. Haritanin boyutu (| frekans|),
ilk penceredeki farkl eleman sayisini verir.

2. 1 = k’den n — 1’e kadar:

o Pencereden ¢ikan eleman: cikan = Ali — k]. frekans[cikan] degerini 1
azaltiriz. Frekansi 0’a diigerse bu anahtari haritadan tamamen sileriz
(erase).

o Pencereye giren eleman: giren = A[i]. frekans[giren| degerini 1 artir1-
r1z.

o Haritada kalan anahtar sayisi o anki pencerenin farkli eleman sayisidir.

Her kaydirmada yalnizca 1 silme ve 1 ekleme yapildigindan, algoritma toplam
O(n) zamanda tamamlanir. O

370



Bolim 25. Temel Veri Yapilar:

FUNCTION slidingWindowDistinct(A, k)
frequency = empty map with default value O
results = empty list

FOR i FROM 0 TO k¥ - 1 DO

frequency[A[i]] = frequency[A[i]] + 1
END FOR
APPEND SIZE(frequency) TO results

FOR i FROM k TO LENGTH(A) - 1 DO
outgoing = A[i - k]
frequency[outgoing] = frequencyl[outgoing] - 1
IF frequencyl[outgoing] == O THEN
REMOVE outgoing FROM frequency
END IF

incoming = A[i]
frequency[incoming] = frequencyl[incoming] + 1

APPEND SIZE(frequency) TO results
END FOR

RETURN results
END FUNCTION

En Sik Yapilan Hatalar (Set ve Map):

¢ C++ map ile unordered_map Farkini Unutmak: C++ dilindeki varsa-
yilan std::map yapisinin O(1) oldugu yanilgisina sik rastlanir. std: :map
kirmizi-siyah agac tabanlhdir ve her islem O(logn) siirer. Ote yandan
unordered_map kotii niyetli test durumlarinda (hash gakigmasi saldirilar:)
O(n) diizeyine gerileyebilir.

e Olmayan Anahtara Eriserek Boyutu Biiyiitmek: C++ dilinde bir
map’te bulunmayan bir anahtara m[x] seklinde erisildiginde, dil o anahtari
varsayilan degerle (0) haritaya otomatik olarak ekler. Bu durum arama si-
rasinda haritanin boyutunu gereksizce artirir ve mantik hatalarina yol acar.
Bir anahtarin varlig1 denetlenirken count(x) veya find(x) kullanilmalidir.

¢ Multiset Yerine Set Kullanmak: Soruda bir elemanin birden fazla kop-
yasinin saklanmasi gerektiginde standart set kullanilirsa kopyalar kaybolur.
Tekrar eden elemanlar icin multiset veya bir frekans eglemi (map) tercih
edilmelidir.

371



Boliim 25. Temel Veri Yapilar:

Boliim Ozeti ve Dogru Veri Yapisim1 Secme Rehberi

Bir yarisma probleminde hangi veri yapisini sececeginize karar verirken su soru-
lardan yararlanabilirsiniz:

1. “En son eklenen elemanla mi ilgileniyorum?” — Cevap evet ise: Stack
(Yigin). (Parantez denetimi, monoton siralamalar, geri alma iglemleri).

2. “Gelis sirasina gore mi islemeliyim / Katman katman m yayilma-
Liyim?” — Cevap evet ise: Queue (Kuyruk). (BFS arama, simiilasyonlar,
adil sira yonetimi).

3. “Bu eleman daha Once geldi mi / Var mi?” — Cevap evet ise: Set
(Kiime). (Tekillik kontrolii, ziyaret edilen diugiimler).

4. “Bu elemandan kag tane var / Bu nesneye ait ek bilgi nedir?” —
Cevap evet ise: Map (Eglem / So6zliik). (Frekans sayimi, anahtar-deger
iligkileri).

Her veri yapisinin avantaj sagladigi ve yetersiz kaldigi durumlar vardir. Burada
ele aldigimiz temel yapilar; ilerleyen boliimlerde gorecegimiz graf algoritmalarinin,
dinamik programlama optimizasyonlariin ve gelismis veri yapilarinin zeminini
olusturacaktir.
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Rekiirsiyon ve DP’ye Giris

Biiytik ve karmagik goriinen birgok problem, aslinda kendi kopyalarinin bir araya
gelmesiyle olusur. Bir kitiiphanedeki binlerce kitabi alfabetik siraya dizmek, iki
yariyl ayri ayri dizip birlestirmekten ibarettir; elli basamakli bir merdivenin te-
pesine ulagmak ise kirk dokuzuncu veya kirk sekizinci basamaga geldikten sonra
atilacak son bir adima baglidir.

Bu béliimde algoritma tasariminin temel taglarindan ii¢ yaklagimi inceleyecegiz:
Problemi aymi tiirden daha kiigiik alt problemlere indirgeyen rekiirsiyon (rekiir-
siyon), yinelenen hesaplamalari bellege kaydederek zaman kazandiran memoiza-
tion (bellekleme) ve ¢oziimii en kiiciik yap: taglarindan yukariya dogru adim
adim kuran dinamik programlama (DP).

26.1 Rekiirsiyon

Giindelik hayatta bir isi tanimlarken farkinda olmadan rekiirsiyonu kullaniriz. Or-
negin bir kuyrukta oniiniizde kag kisi oldugunu 6grenmek istediginizi diigtiniin.
Kuyrugun en bagina kadar yiiriiyiip herkesi tek tek saymak zorunda degilsiniz.
Oniiniizdeki kisiye doniip “Oniinde kac kisi var?” diye sorabilirsiniz. O kisi de
kendi 6ntindekine sorar. Bu soru zinciri en 6ndeki kisiye kadar ilerler. En 6ndeki
kisi “Oniimde kimse yok, yani 0 kisi var” dediginde geriye dogru cevaplar birer
artarak doner ve nihayet size ulagir. Rekiirsiyonun 6zii tam olarak budur: Bir
problemi, ayni problemin daha kii¢iik boyutlu bir girdisine devretmek.

26.1.1 Kendi Kendini Cagirma ve Baz Durum

Bir fonksiyonun kendi gévdesi iginde kendisini dogrudan ya da dolayh olarak ¢agir-
masina rekiirsif fonksiyon denir. Ancak bir fonksiyon siirekli kendisini ¢agirirsa
bu siire¢ sonsuza kadar devam eder. Bu nedenle her rekiirsif yapinin duracag bir
sinira ihtiyaci vardir.
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Tanim 26.1 (Baz Durum ve Rekiirsif Adim). Bir rekirsif fonksiyon iki ana
parcadan olusur:

1. Baz Durum (Base Case): Problemin artik daha kiigik parcalara béline-
meyecek kadar basit oldugu ve cevabin dogrudan bilindigi durdurma kosulu-
dur.

2. Rekiirsif Advm (Recursive Step): Asil problemin, ayni problemin daha
kii¢ctiik boyutlu bir veya daha fazla érnegine donistiirilip fonksiyonun yeniden
cagrildige kisvmdar.

Boliim 4’te permiitasyonlar: sayarken kullandigimiz faktoriyel tanimini hatirla-
yalim. n pozitif bir tam say1 olmak tizere n! degerini hesaplamak isteyelim:

Bl=bx4x3x2x1
Burada 4 x 3 x 2 x 1 ¢carpim 4! degerine egittir. Dolayisiyla:
5l =5 x 4!

Genel olarak n > 1 igin:
nl=nx(n—1)!

yazabiliriz. Bu kii¢iillme n = 0 olana kadar stirer; 0! = 1 kabulii bizim durdurma
noktamiz, yani baz durumumuzdur.

long long faktoriyel(int n) {
if (n == 0) {
return 1; // Baz durum
}
return n * faktoriyel(n - 1); // Rekursif adim

26.1.2 Cagr1 Yigim (Call Stack) Mekanizmasi

Programlama dillerinde her fonksiyon ¢agrisi, bellegin y1gin (call stack) adi ve-
rilen bolgesinde bir gergeve (stack frame) olugturur. Bir fonksiyon bir bagkasim
(veya kendisini) ¢agirdiginda, mevcut fonksiyonun yiriitilmesi duraklatilir; yerel
degiskenleri ve kaldig1 yer yiginda saklanir. Cagrilan fonksiyon igini bitirip bir de-
ger dondirdiigiinde, duraklatilan fonksiyon yigindan geri alinarak kaldigi yerden
devam eder.

faktoriyel(3) cagrildiginda yiginda gergeklegsen adimlar: inceleyelim:

1. faktoriyel(3) cagrilir. 3 x faktoriyel(2) hesaplanmalidir; beklemeye geger.
2. faktoriyel(2) gagrilir. 2 x faktoriyel(1) hesaplanmalidir; beklemeye geger.

3. faktoriyel(1) gagrilir. 1 x faktoriyel(0) hesaplanmalidir; beklemeye geger.
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4. faktoriyel(0) gagrilir. n = 0 baz durumdur, dogrudan 1 déndiiriir.
5. Simdi y181n geriye dogru ¢oziiliir (unwinding):

o faktoriyel(1) =1 x 1 =1 doner.
o faktoriyel(2) =2 x 1 = 2 doner.
o faktoriyel(3) = 3 x 2 = 6 doner.
Teorem 26.2 (Matematiksel Tiimevarim ile Rekiirsiyonun Egdegerligi). Bir re-

kiirsif algoritmanin dogrulugu, matematiksel timevarim ilkesiyle dogrudan ispat-
lanar:

1. Temel Advm (Baz Durum): Algoritma en kigik girdi (n = 0 veyan = 1)
icin dogru sonucu verir.

2. Tiimevarim Adwma: Algoritmanin k < n degerleri igin dogru c¢alistig
varsayildiginda (timevarvm hipotezi), n girdisi ig¢in yapilan birlegim islemi
de dogru sonucu tretir.

Her rekiirsif cagrida parametre kesinlikle baz duruma dogru yaklasiyorsa, algoritma
sonlu adimda sonlanir ve dogrudur.

Ornek 26.3. Verilen pozitif bir a tam sayist ve negatif olmayan bir n tam sayist
igin a™ degerini O(logn) zamanda hesaplayan rekiirsif bir algoritma tasarlayiniz.

Coziim. 1k akla gelen yaklasim a™ = a x a® ! yazmaktir. Bu rekiirsiyon n adim
stirer ve karmagikhigr O(n) olur. Ancak n’i her adimda bir azaltmak yerine yariya
indirebiliriz.
n cift bir say1 ise, 6rnegin a®, bunu (a*)? olarak diisiinebiliriz. Genel olarak:
a" = (a"?)? = a"? x a™?  (n cift ise)

9 8

n tek bir say1 ise, 6rnegin a” = a X a®:

a"=axa" ' (n tek ise)

Baz durum ise n = 0 i¢in a° = 1’dir.

Bu stratejide n her iki adimda en az yariya diiger; dolayisiyla ¢agri derinligi en
fazla 2[log, n] olur.

long long us_al(long long a, int n) {
if (n == 0) return 1; // Baz durum
if (mn % 2==0 {
long long yari = us_al(a, n / 2);
return yari * yari;
} else {
return a * us_al(a, n - 1);

}
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Burada kritik nokta, us_al(a, n / 2) degerini bir degiskende tutup karesini
almaktir. Eger dogrudan us_al(a, n/2) * us_al(a, n/2) yazlsaydi aym fonk-
siyon iki kez ¢agrilir ve algoritma tekrar O(n) karmagikhiga gerilerdi. O

Ornek 26.4 (Hanoi Kuleleri (Edouard Lucas, 1883)). Ug direk (A, B,C') ve bas-
langicta A direginde biiyiik olanlar altta, kii¢iik olanlar tistte olacak sekilde dizilmis
farkly boyutlarda n adet disk bulunmaktadar.

1. Her hamlede sadece tek bir disk tasinabilir.

2. Hicbir disk, kendisinden daha kicik bir diskin tizerine konulamaz.

Tim diskleri A direginden C diredine tasimak i¢in gereken hamle sayisint ve adim-
lary bulunuz.

(Céziim. Bu problemi Boliim 9’da yineleme bagintilar: baglaminda modellemis ve
H,, = 2H,,_1+1 bagintisim elde etmigtik; simdi ayn1 bagintinin rekiirsif fonksiyon
kargiligini kuralim. Problemi dogrudan tiim diskler {izerinden kavramak giigtiir;
bu nedenle en alttaki en biiyiik diske (n. diske) odaklanalim. Bu diski A’dan C’ye
tagiyabilmemiz igin:

1. Uzerindeki n—1 diskin A’dan kalkmis ve yardimci direk olan B’de toplanmis
olmasi gerekir.

2. Bu yapildiktan sonra en biiyiik diski dogrudan A’dan C’ye tagiriz (1 hamle).

3. Ardindan B’deki n — 1 diski, bu kez A’y1 yardimae: direk olarak kullanarak
C’ye tagiriz.

Boylece n diskli problem, iki adet (n — 1) diskli alt probleme indirgenmis olur.
Baz durum: n = 1 oldugunda, tek disk dogrudan hedefe tagimir (1 hamle).

Hamle sayisin1 H(n) ile gosterelim:
Hn)=2H(n—-1)+1, H(1)=1

Bu rekiirsif bagintiy1 ¢cozelim:

H1l)=1=2'-1

H2) =21)+1=3=22-1
H3)=23)+1=7=2%-1
H(n);Q”—l

Sozde kod ile ¢oziimii ifade edersek:

376



Bolum 26. Rekiirsiyon ve DP’ye Girig

ALGORITHM Hanoi(n, source, target, auxiliary)
IF n == 1 THEN
OUTPUT "Disk 1: " + source + " -> " + target
RETURN
END IF

Hanoi(n - 1, source, auxiliary, target)
OUTPUT "Disk " + n + ": " + source + " -> " + target
Hanoi(n - 1, auxiliary, target, source)

END ALGORITHM

2™ —1 hamle gereklidir ve her hamle kacinilmazdir; dolayisiyla zaman karmasgiklig:
O(2™) dir. O

Ornek 26.5. Elemanlar {1,2,...,n} olan bir kiimenin tim alt kimelerini rekir-
sif olarak ekrana yazdiran bir algoritma tasarlayiniz.

Céziim. Bolim 1 ve 5’te gordiigiimiiz gibi, bir kiimenin alt kiimesini olugtururken
her eleman i¢in 6niimiizde bagimsiz iki segenek bulunur: O eleman alt kiimede ya
vardir ya da yoktur.

k. elemana geldigimizde iki dala ayriliriz:

1. k elemanimi mevcut kiimeye ekle ve (k + 1). eleman igin rekiirsiyonu ¢agr.

2. k elemanim kiimeye ekleme ve (k + 1). eleman igin rekiirsiyonu ¢agir.

Baz durum: k¥ = n + 1 oldugunda tiim elemanlar hakkinda karar verilmistir; o
anki kiime yazdirilir.

#include <stdio.h>
int kume[100];

void alt_kumeler(int n, int k, int secilen_sayisi) {
if (k > n) {
// Baz durum: Tum elemanlar incelendi
printf( )
for (int i = 0; i < secilen_sayisi; i++) {
printf ( , kume[i]);
}
printf ( );
return;
}
// 1. Secenek: k elemanini sec
kume [secilen_sayisi] = k;
alt_kumeler(n, k + 1, secilen_sayisi + 1);

// 2. Secenek: k elemanini secme
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alt_kumeler(n, k + 1, secilen_sayisi);

}

Toplam 2" adet alt kiime oldugundan fonksiyon tam 27! —1 kez cagrilir ve toplam
caligma zamani O(n2") olur. O

En Sik Yapilan Hatalar

1. Baz Durumu Unutmak veya Yanlis Tanimlamak: Rekiirsif fonksiyon-
larda baz durum yazilmazsa veya parametre baz duruma hicbir zaman ulasa-
mayacak gekilde giincellenirse (6rnegin n—1 yerine yanliglikla n+1 yazilirsa),
fonksiyon bellegin ¢agr1 yigimim tiiketene kadar kendini ¢agirir ve program
Segmentation Fault (Stack Overflow) hatas: vererek ¢oker.

2. Agir Nesneleri Deger Olarak (Pass-by-Value) Kopyalamak: C++
veya Python gibi dillerde her ¢agrida biiyiik bir diziyi kopyalayarak pa-
rametre gecirmek, hem zaman karmagikligini artirir hem de bellegi hizla
titketir. Dizi paylagimli (global veya isaretgi/referans ile) iletilmelidir.

26.2 Memoization

Rekiirsiyon, bir problemi alt parcalara bolerek kurgulamada son derece dogal ve
etkilidir. Ancak saf rekiirsiyon bazen ciddi bir verimsizlige yol acar: Ortiigen
Alt Problemler (Overlapping Subproblems). Bagka bir deyisle algoritma,
tamamen ayni parametrelerle ¢agrilan alt problemleri tekrar tekrar en bagtan
hesaplar.

26.2.1 Tekrar Eden Hesaplamalarin Maliyeti

Bolim 9’da yineleme bagintilarini incelerken gordiigiimiiz Fibonacci dizisini ele

alalim. Tanim geregi:
Fp=0, Fi=1

ve her n > 2 i¢in:
Fp=F, 1+ F, 2

Bu tanimi dogrudan koda dokelim:

long long fibo(int n) {
if (n <= 0) return O;
if (n == 1) return 1;
return fibo(n - 1) + fibo(n - 2);

F5’i hesaplamak istedigimizde fonksiyonun olusturdugu ¢agri agacini adim adim
inceleyelim:
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fibo(5)
/ \
fibo(4) fibo(3)
/ \ / \
fibo(3) fibo(2) fibo(2) fibo(1)

/ \ / N/ \
fibo(2) fibo(1)

Agaca bakildiginda gereksiz tekrarlar hemen goze carpar:
o fibo(3) degeri 2 kez,
o fibo(2) degeri 3 kez,

o fibo(1) degeri 5 kez sifirdan hesaplanmaktadir.

n biraz biiylidiigiinde, 6rnegin n = 45 oldugunda toplam fonksiyon ¢agrisi sayisi
milyarlar: bulur ve program saniyelerce siirer. Saf rekiirsif Fibonacci fonksiyonu-

n
nun ¢galigma zamani kabaca altin oran tabanhdir: O ((#) ) ~ 0(1.618™), yani
isteldir.

26.2.2 Memoization ilkesi

Tanim 26.6 (Memoization). Bir fonksiyonun daha énce hesapladige girdilere ait
sonuglary bir tabloda (dizi, hash tablosu vb.) saklamasi ve ayna girdiyle tekrar
cagrildiginda hesaplama yapmak yerine saklanan sonucu dogrudan dondirmesi
teknigine memoization (bellekleme) denir.

Memoization, “yukaridan agagiya” (top-down) bir yaklagimdir. Problemi yine
en biiytk girdiden baglayarak kurariz; ancak ¢oziilen her alt problemin sonucunu
hafizaya not ederiz.

Teorem 26.7 (Memoization Karmagiklik Analizi). Bir rekirsif fonksiyonda bir-
birinden farkly S adet durum (farkly parametre kombinasyonu) varsa ve her durum
i¢in memoization tablosu kontrol edilip gegis maliyeti O(1) siirede hesaplaniyorsa;
tim algoritmanin zaman karmasiklygs:

T = O(S x gegis basina maliyet)
ve bellek karmagikligu saklanan durum sayisi kadar, yani O(S) olur.

Ispat Taslagi. Her farkli durum icin fonksiyon govdesi yalmzca bir kez bagtan sona
galigir ve bulunan sonug tabloya yazilir. Sonraki tiim ¢agrilarda tablo degeri O(1)
siirede dogrudan doéndiiriliir. Dolayisiyla her durum en fazla bir kez ¢ozuliir. S
durumun her biri O(1) zamanda iglendiginde toplam siire O(.S) olur. O
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Fibonacci problemine memoization uygulayalim:

#include <stdio.h>
long long memo[100];

long long fibo_memo(int n) {
if (n <= 0) return O;
if (n == 1) return 1;

// Tabloda daha once hesaplanmis mi kontrol et
if (memo[n] != -1) {
return memo [n];

}

// Hesaplanmamis, hesapla ve kaydet
memo [n] = fibo_memo(n - 1) + fibo_memo(n - 2);
return memo[n];

int main() {
for (int i = 0; i < 100; i++) memo[i] = -1; // -1 ile baslat
printf( , fibo_memo(50));
return O;

Burada S = n+ 1 farkli durum vardir. Her durum yalnizca bir kez hesaplandigin-
dan karmagiklik O(2") yerine dogrudan O(n)’e diiger. Boylece F5q milisaniyeler
icinde hesaplanabilir.

Ornek 26.8 (Izgarada Yol Sayis1). n x m boyutlarinda bir wzgarann sol st ké-
sesinden (0,0) sag alt kosesine (n — 1,m — 1) gitmek istiyorsunuz. Her adimda
yalnizea bir birim saga veya bir birim agags hareket edebilirsiniz. (0,0) noktasin-
dan (n — 1,m — 1) noktasina kag¢ farkl yoldan gidilebilir?

Cozim. Hedefe tersten bakalim: (r, ¢) karesine nereden gelebiliriz? Sadece saga ve
asag1 hareket edilebildigine gore, (r, ¢) hiicresine ya solundaki (r, c—1) hiicresinden
saga giderek ya da tistiindeki (r — 1, ¢) hiicresinden agag1 inerek ulagilmig olabilir.

O halde (r, c) hiicresine ulagma yollarinin sayisi:
Yol(r,c) =Yol(r —1,¢) + Yol(r,c — 1)
Baz durumlar:
» Baslangig noktast: Yol(0,0) = 1.
o Izgara simrlar1 disi: 7 < 0 veya ¢ < 0 ise Yol(r,c) = 0.
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Burada durum parametreleri (r,¢) ikilisidir. Toplam farkli durum sayis1 n x
m’dir. Memoization olmadan dallanma sayis1 2”7 mertebesinde olurken, nxm’lik
bir tablo ile karmagiklik O(n x m)’e iner.

Sozde kod ile memoization uygulamasi:

ALGORITHM countPaths(row, col, memo)
IF row == 0 AND col == O THEN
RETURN 1
END IF

IF row < 0 OR col < O THEN
RETURN 0
END IF

state = (row, col)

IF state IS IN memo THEN
RETURN memo [state]

END IF

memo [state] = countPaths(row - 1, col, memo) + countPaths(row, col -
1, memo)
RETURN memo [state]

END ALGORITHM

INITIALIZE memo AS EMPTY MAP
OUTPUT countPaths(14, 14, memo)

Bolim 9’da kafes yollarimi sayarken gordiigiimiiz gibi, bu problem kombinatorik
olarak (("_12:(17”_1)) formiilityle de ¢oziilebilir. DP ve memoization, bu kombina-
torik toplami formiil ezberine gerek kalmadan adim adim kegfetmemizi saglar. [

Ornek 26.9 (Madeni Para Bozdurma). Elinizde {c1,ca,...,c} dejerlerinde si-
nirsiz sayrda madeni para bulunmaktadir. Toplam V' tutarine olusturmak icin kul-
lamilmast gereken en az madeni para sayisine bulunuz. Eder bu tutar olusturula-
mayorsa —1 dondiiriniz.

Coziim. Hedefimiz V tutarmi olusturmak olduguna gore ilk adimi diisiinelim: Ilk
madeni para olarak listedeki herhangi bir ¢; degerini segebiliriz.

Eger c; degerli paray segersek, geriye V —¢; tutar1 kalir ve bu tutar i¢in gereken
en az para sayisini bulup 1 ekleriz. Tiim gecerli paralar arasindan en kii¢lik sonucu
vereni se¢meliyiz:

fV)y=1+ {ilrcrilignv} fV—¢)

Baz durum:
e f(0) =0 (0 tutar: igin 0 para gerekir).

o V <0 ise imkansizdir, sonsuz (co) dondiriilir.
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Farkli durum sayis1 V + 1’dir. Memoization tablosu sayesinde her tutar sadece
bir kez hesaplanir.

#include <stdio.h>
#include <limits.h>
#define INF 1000000000

int paralar[] = {1, 3, 4};
int k = 3;
int memo[10005];

int min_para(int v) {
if (v == 0) return O;
if (v < 0) return INF;
if (memo[v] '= -1) return memol[v];

int en_iyi = INF;
for (int i = 0; i < k; i++) {
if (v >= paralar[i]) {
int sonuc = min_para(v - paralar[il);
if (sonuc != INF && sonuc + 1 < en_iyi) {
en_iyi = sonuc + 1;
}
}
}
memo [v] = en_iyi;
return memo[v];

Her durum i¢in & farkli para denendiginden zaman karmagikhign O(V x k), bellek
karmagikligi ise O(V') olur. O

En Sik Yapilan Hatalar

1. Memo Tablosunu Yanls ilklendirmek: Bir durumun cevabi mesru ola-
rak 0 olabiliyorsa (6rnegin maliyetin 0 gikabildigi durumlar), tabloyu 0 ile ilk-
lendirmek fonksiyonun o durumu heniiz hesaplanmamig sayip tekrar tekrar
caligtirmasina yol agar. Tablo daima ulagilamayacak bir degerle (genellikle
—1 veya o0) doldurulmalidir.

2. Qagri Derinligi Asimi: Memoization yukaridan agagiya caligtigi igin ¢agri
derinligi ¢ok biiyiidiigiinde (6rnegin N = 10° i¢in tek tek azalan durumlarda)
cagr1 yigini dolar ve program c¢oker. Bu tip durumlarda dongii tabanli dina-
mik programlama tercih edilmelidir.
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26.3 DP’ye Giris (Dinamik Programlama)

Memoization yonteminde problemin zirvesinden basglayip asagiya dogru indik.
Simdi madalyonun diger yiiziinii c¢evirelim: Problemi en kiigiik parcalarindan
baglayarak bir duvar érer gibi yukariya dogru adim adim insa edebiliriz.

Bu yaklagima Dinamik Programlama (Tabulation / Asagidan Yukariya
DP) denir.

26.3.1 Dinamik Programlamanin iki Temel Ozelligi

Bir problemin dinamik programlama ile ¢oziilebilmesi icin iki temel 6zellige sahip
olmasi gerekir:

Tanim 26.10 (Optimal Alt Yapt ve Ortiisen Alt Problemler). 1. Optimal
Alt Yapr (Optimal Substructure): Biyik bir problemin optimal (en iyi)
coziimiiniin, alt problemlerinin optimal ¢oziimlerinden olusturulabilmesidir.

2. Ortiisen Alt Problemler (Overlapping Subproblems): Aynu alt prob-
lemlerin ¢6ziim stirecinde defalarca karsimiza ¢ikmasidar.

Eger alt problemler 6rtiigmiiyorsa (yani her alt problem tamamen bagimsiz ve

yeniyse), dinamik programlama yerine Bol ve Yonet (Divide and Conquer)
yaklagimi (6rnegin Hizli Siralama veya Birlegtirmeli Siralama) kullanilir.

26.3.2 Yukaridan Asagi (Memoization) ile Asagidan Yukar: (Ta-

bulation) Karsilagtirmasi
Kriter Yukaridan Asagi (Me-| Asagidan Yukar:1 (Tabu-
moization) lation)
Yap1 Rekiirsiyon + Onbellek Déngiiler (for / while) +
Tablo

Yiiriitme Sirasi | Ihtiyag  duyuldukca alt

problemlere dallanir.

En kiicik alt problemden
baglanarak sirayla tablo dol-

gir; sabit carpani daha bii-
yiktiir.

durulur.

Avantaji Sadece gereken alt problem- | Cagri yigin1 maliyeti yok-
ler c¢oziiliir; diigtinmesi do- | tur; hizhidir; bellek optimi-
galdir. zasyonuna agiktir.

Dezavantaji Cagr1 y1gin1 tagmasi riski ta- | Thtiya¢ duyulmasa bile tab-

lodaki tiim durumlar hesap-
lanabilir.

26.3.3 DP’nin Cekirdegi: Durum ve Gegis

Dinamik programlama ile problem ¢tzerken iki temel soruya cevap aranir:
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1. Durum (State) nedir? Alt problemi eksiksiz ve benzersiz sekilde tarif
eden degiskenler kiimesi nedir? (dp[i], dp[i][j] vb.)

2. Gegis Bagintisi (Transition) nedir? Bir durumu, daha énce hesaplanmig
daha kii¢iik durumlardan nasil elde ederiz?

Ornek 26.11 (Merdiven Tirmanma Problemi). n basamakl bir merdivenin tepe-
sine ¢ikmak istiyorsunuz. Her adimda 1 basamak veya 2 basamak atlayabilir-
siniz. Zirveye kac farkl sekilde ulasabilirsiniz?

(Céziim. Boliim 9’da yineleme bagintilari gercevesinde ele aldigimiz bu problemi,
simdi dinamik programlamanin durum ve gegis diliyle kuralim. Son adimi diigii-
nelim. n. basamaga basmadan hemen 6nce nerede olabilirdik?

e (n—1). basamakta olup 1 basamak atlamig olabiliriz.

e (n —2). basamakta olup 2 basamak atlamig olabiliriz.

Bagka bir ihtimal yoktur. (n — 1). ve (n — 2). basamaga kag farkh yolla ¢ikabildi-
gimizi bilirsek, bu iki sayiy1 toplayarak n. basamaga ulagma sayisini buluruz.

Durum Tanimz: dpli]: i. basamaga ulagmanin farkli yollarimin sayis.

Gegis Bagintisi:
dpli] = dpl[i — 1] +dp[i —2] (i >2)

Baz Durumlar: 0. basamakta durmak 1 yoldur: dp[0] = 1. 1. basamaga sadece
1 adimla gidilebilir: dp[1] = 1.

Bu bildigimiz Fibonacci bagintisidir. Simdi bunu déngii ile asagidan yukariya
¢Ozelim:

long long merdiven(int n) {
if (n <= 1) return 1;
long long dpln + 1];
dpl0] = 1;
dpl1] = 1;
for (int i = 2; i <= n; i++) {
dp[il = dpl[i - 11 + dpl[i - 21;
¥

return dp[n];

Zaman karmagikligi O(n), bellek karmagikhigr O(n)’dir.

Bellek Optimizasyonu: dpli]’yi hesaplamak igin tablonun tamamina ihtiyaci-
miz yoktur; yalmizca bir 6nceki (dp[i — 1]) ve iki onceki (dp[i — 2]) deger yeterlidir.
Dolayisiyla biitiin bir diziyi tutmak yerine yalnizca iki degisken saklayarak bellek
karmagikligini O(1)’e diigiirebiliriz:
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long long merdiven_optimizasyon(int n) {

if (n <= 1) return 1;

long long onceki2 = 1; // dp[0]

long long oncekil = 1; // dp[1]

long long suanki = O;

for (int i = 2; i <= n; i++) {
suanki = oncekil + onceki2;
onceki2 = oncekil;
oncekil = suanki;

3

return suanki;

}

Bu sadelestirme, yarigmalarda bellek limitini asmamak i¢in énemli bir tekniktir.
O

Ornek 26.12 (Minimum Maliyetli Merdiven Tirmanigi). n basamakl bir merdi-
vende her i. basamaga basmanin bir maliyet[i] bedeli vardir. 0. veya 1. basamaktan
tirmanmaya baslayabilirsiniz. Her adimda 1 veya 2 basamak yukary ¢ikabilirsiniz.
Merdivenin tepesine (yani n. indekse) ulasmak i¢in katlanilmasy gereken mini-
mum toplam maliyet nedir?

(Cé6ziim. Merdivenin i. basamagina varmak icin atilan son adimi disiinelim. O ba-
samaga ya (i — 1). basamaktan ya da (i —2). basamaktan gelinmigtir. 7. basamaga
gelene kadar 6denen toplam minimum maliyet, bu iki basamagin hangisinden gel-
mek daha ucuzsa onun maliyetine . basamagin maliyetinin eklenmesiyle bulunur.

Durum: dp[i]: i. basamaga basmanin minimum toplam maliyeti.
Gegis:
dpli] = maliyet|i] + min(dp[i — 1], dp[i — 2])
Baz Durum: Baglangic 0 veya 1 olabildiginden: dp[0] = maliyet]0] dp[l] =
maliyet[1]
Merdivenin tepesi n. basamaktir (iizerinde basamak maliyeti yoktur). Oraya
varmak min(dp[n — 1], dp[n — 2]) maliyetindedir.

#define MIN(a,b) (((a)<(b))7(a):(b))

int min_maliyet(int maliyet[], int n) {
if (n == 1) return maliyet[0];

int dplnl;
dp[0] = maliyet[0];
dpl[1] = maliyet[1];

for (int i = 2; i < n; i++) {

dpl[i] = maliyet[i] + MIN(dp[i - 1], dpl[i - 2]1);
}
return MIN(dp[n - 1], dpln - 21);
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’ |

Zaman karmagikligi O(n), bellek karmagikhigi O(n)’dir (benzer gekilde O(1) bel-
lege optimize edilebilir). O

Ornek 26.13 (Maksimum Alt Dizi Toplanu — Kadane Algoritmasi).
A = Jag,a1,...,an-1] tam saydardan olusan bir dizi veriliyor (negalif sa-
yilar igerebilir). Dizinin ardisik (bitisik) elemanlarndan olusan alt dizileri
arasindan toplamay en biiytik olan alt dizinin toplamant bulunuz.

Coziim. Tim [i,§] araliklarmi tek tek denemek O(n?) siire alir. Bunun yerine
diziyi soldan saga tararken dinamik programlamadan yararlanabiliriz.

1. elemani incelerken, bu elemanda biten en biiyiik toplaml alt diziyi diiglinelim.
Oniimiizde iki secenek vardir:

1. 7. eleman, (i — 1). elemanda biten en iyi alt dizinin ucuna ekleriz.

2. Onceki alt diziyi birakip a; elemanindan yeni bir alt dizi baglatiriz (6nceki
toplam negatif ise bu hamle agik¢a daha kazanghdir).

Durum: dp[i]: i. elemanda (a;) kesinlikle biten en biiyiik alt dizi toplami.
Gegis:
dpli] = max(a;, dp[i — 1] + a;)
Tiim dizideki genel en biiyiik toplam ise, herhangi bir indekste biten en biiyiiklerin

maksimumudur:

Cevap = Jmax dpli]

Baz Durum: dp[0] = ao.

#define MAX(a,b) (((2)>(b))7(a): (b))

long long max_alt_dizi(int a[l, int n) {
long long suanki_max = a[0];
long long genel max = a[0];

for (int i = 1; i < n; i++) {
suanki_max = MAX((long long)al[i], suanki_max + al[il);
genel_max = MAX(genel_max, suanki_max) ;

}

return genel_max;

Bu etkili DP ¢6ztimii, literatiirde Kadane Algoritmasi olarak gecer. Caligma
zamani sadece O(n) ve bellek ihtiyact O(1)’dir. O
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Ornek 26.14 (Asagidan Yukariya Madeni Para Bozdurma). {1,3,4} degerindeki
paralarla 'V tutarine olusturmak icin gereken minimum para sayisine asagidan
yukarya (tabulation) yontemiyle bulunuz.

(Coziim. Hesaplamaya en kii¢lik tutardan, yani 0’dan baglayarak V’ye kadar her
bir tutar i¢in gereken minimum para sayisin bir tabloda saklayalim.

Durum: dp[i]: i tutarin elde etmek igin gereken minimum para sayisi.

Gegis: 7 tutarina ulagmak igin son ekledigimiz para ¢ € {1, 3,4} olabilir:

dplt] =1+ min dpli —c
il {cle<i} [ |

Baz Durum: dp[0] = 0. Diger tiim degerleri baglangicta oo yapariz.
Tabloyu elle V' = 6 i¢in adim adim dolduralim:

. dpl0] = 0
e 7= 1:dp[l] =1+ dp[0] =1 (1'lik para kullanild1)
e i=2 dp[2] = 1+ dp[l] = 2 (1lik)

i = 3: Paralar 1 veya 3 olabilir: min(1 + dp[2],1 + dp[0]) = min(3,1) =1
(3'lik)

i = 4: Paralar 1, 3 veya 4: min(1+4dp[3], 1 +dp[1], 1+dp[0]) = min(2,2,1) =1
(4'lik)

o i =>5:min(1+ dp[4],1+ dp[2],1 + dp[l]) = min(2,3,2) = 2 (4+1 veya 1+4)
o i =6: min(1+ dp[5],1+ dp[3],1+ dp[2]) = min(3,2,3) =2 (3+3)

Sonug dp[6] = 2’dir (3 + 3 madeni paralariyla).

int min_para_tabulation(int paralar[], int k, int V) {
int dp[V + 1];
dpl0] = 0O;
for (int i = 1; 1 <= V; i++) {
dpli] = 1e9; // Sonsuz ile baslat
for (int j = 0; j < k; j++) {
if (i >= paralar[jl) {
if (dpl[i - paralar[j]] + 1 < dpl[il) {
dplil = dpli - paralar[jl] + 1;
}

}
}
return (dp[V] >= 1e9) ? -1 : dplV];
}

Tablo diizenli dolduruldugundan higbir rekiirsif ¢agri maliyeti olusmaz; dongi
V x k kez doner ve siire O(V - k) olur. O
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En Sik Yapilan Hatalar

1. Do6ngii Siralamasim1 Yanlis Kurmak: DP tablosu doldurulurken temel
kural sudur: Bir durumu hesaplarken basvurdugunuz tim alt durumlar deha
énceden hesaplanmas olmaldir. Ornegin dpli] degeri dp[i — 1]’e baghysa
dongii 1’den n’e dogru gitmelidir; aksi yonde bir dongii heniiz hesaplan-
mamis anlamsiz degerleri kullanir.

2. Durumu Eksik Tanimlamak: Problemin sonucunu etkileyen bir paramet-
reyi (6rnegin son yapilan hamle, kullanilan para adedi vb.) durum tamimina
katmamak gecis bagintisini kurmay: imkansiz hale getirir.

3. Dizi Siirlarii Asmak (Out of Bounds): dp[i—2] veya dp[i—c] yazarken
1 — 2 < 0 durumlarim kontrol etmemek negatif indeks hatalarina yol agar.

26.4 Boliim Ozeti ve Problem Co6zme Rehberi

TUBITAK 1. Asama smavinda bir soruyla karsilagtigimzda izlemeniz gereken zi-
hinsel yol haritasi sudur:

1. Indirgeme Diisiincesi: Problemin en son adimini hayal edin. “Son hamle
ne olabilirdi?” veya “Bu elemani kiimeye alsam geriye ne kalir, almasam ne
kalir?” diye sorun.

2. Saf Rekiirsiyonu Kurun: ilk olarak kafanizda veya karalama kagidinda
baz durumlar: ve rekiirsif bagintiy1 netlestirin.

3. Alt Problemler Cakisiyor mu? Fonksiyon ayni parametrelerle tekrar
cagriliyor mu? Cevabiniz evet ise bir memoization tablosu tasarlayin.

4. Asagidan Yukariya Cevirin (Tabulation): Bellek sinirlar1 darsa veya
cagr1 yigini riski bulunuyorsa bagintiy1 bir déngii yapisina doniigtiiriin.

5. Bellek Tasarrufu Yapilabilir mi? Gelecekteki durumlar igin tablonun
sadece son birkac¢ hiicresi yetiyorsa diziyi silip durumu birkag¢ degiskende
tutun.

Rekiirsiyon ve dinamik programlama belirli bir algoritma degil, genel bir prob-

lem ¢6zme bicimidir. Ilerleyen boliimlerde bu temellerin fizerine 2-boyutlu DP, sirt
cantasi (knapsack) ve agaclar tizerinde DP gibi daha ileri teknikleri kuracagz.
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Greedy Yaklasimi

Giinliik hayatta bir karar alirken ¢ogu zaman uzun vadeli, karmagik olasilik agagla-
rin1 hesaplamak yerine o an i¢in en avantajli gériinen secenege yoneliriz. Markette
en kisa kuyrugu se¢mek, trafikte anlik olarak daha hizl ilerleyen seride ge¢mek
veya bir agik biifede tabaga ilk olarak en lezzetli goriinen yemekleri doldurmak
bu yaklagimin tipik 6rnekleridir. Bilgisayar biliminde ve matematikte bu felsefeye
greedy yaklagim (greedy approach) adi verilir.

Greedy yaklagimi, cok adimli bir optimizasyon probleminde her agamada genel
durumu hesaba katmaksizin, o anki kosullarda en karli ya da ”yerel olarak en iyi”
(locally optimal) goriinen adimi atma ilkesine dayanir. Ancak bu refleks her zaman
dogru sonuca ulagtirmaz. Serit degistirdikten hemen sonra o seridin tikanmasi gibi,
anlik yerel kararlar kimi zaman genel ¢oziimiin basarisiz olmasina yol agabilir.

Bu béliimde, greedy yaklagiminin ne zaman kesin ¢oziime ulagtirdigini, ne za-
man yaniltici olabilecegini inceleyecek; algoritmanin dogrulugunu kanitlama yon-
temlerini ve olimpiyatlarda sik¢a kullanilan temel problem kaliplarini ele alacagiz.

27.1 Greedy Kavrami

Greedy algoritmalarinin temel vaadi basitlik ve hizdir. Bélim 26’da ele aldigimiz
dinamik programlama veya tam arama (brute force) gibi yontemler tiim durum
uzayini adim adim degerlendirirken, greedy algoritmasi geriye doniip bakmaz; ver-
digi kararlar1 sonradan degistirmez (irrevocable decisions).

27.1.1 Yerel En Iyi Her Zaman Dogru mu?

Bir dagcinin yogun sis altinda zirveye tirmanmak istedigini varsayalim. Dagci
etrafin1 goremedigi igin g6yle bir kural uygular: "Her adimda ayagimin altindaki
egimin en dik yukar: gittigi yone dogru bir adim atacagim.” Bu strateji, dagcinin
hizla yiikselmesini saglar. Ancak dag tek bir zirveden ibaret degilse, dagc1 kendini
ana zirve yerine kiigiik bir tepenin (yerel maksimum) dorugunda bulabilir; oradan
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ana zirveye ulagmak icin 6nce vadiye inmesi gerekir, fakat izledigi kural inige izin
vermez.

Ornek 27.1. Elimizde 1, 3 ve 4 TL dejerinde madeni paralar bulunmaktadur.
Toplam 6 TL tutarindaki bir ddemeyi en az sayrda madeni para kullanarak
yapmak istiyoruz.

Coziim ve Analiz. Greedy Stratejisi: Her adimda 6denmesi gereken tutari ag-
mayan en bliylik degerli paray1 secelim.

1. 6 TL icin secilebilecek en biiyiik para 4 TL’dir. Kalan borg: 6 —4 =2 TL.
2. 2 TL igin 4 veya 3 segilemez, mecburen 1 TL secilir. Kalan: 2 —1 =1 TL.

3. 1 TL igin yine 1 TL secilir. Kalan: 0 TL.

Greedy algoritmasi {4, 1,1} olmak {izere 3 adet para kulland.

Kiiresel En Iyi (Optimal) C6ziim: Bunun yerine iki adet 3 TL secilirse,
343 =6 TL elde edilir ve yalnizca 2 adet para yeterli olur!

Goriildiigii iizere greedy yaklagim bu problemde basarisiz olmustur. Ilk adimda
en biiyiik paray: se¢gmek yerel olarak borcu en ¢ok azaltan hamleydi; fakat sistemi
oyle bir alt probleme (2 TL) kilitledi ki, o alt problemin ¢6ztimii genel verimliligi
diigtirdi. O

Bir bagka klasik bagarisizlik érnegi ise 0-1 Sirt Cantas1 (0-1 Knapsack) proble-
midir.

Ornek 27.2. Tasvma kapasitesi W = 50 kg olan bir cantamaz ve asafidaki tic
esyamaz olsun:

o FEsya 1: 10 kg, Degeri: 60 TL (Birim deger: 6 TL/kg)
o Esya 2: 20 kg, Degeri: 100 TL (Birim deger: 5 TL/kg)
o FEsya 3: 30 kg, Degeri: 120 TL (Birim deger: 4 TL/kg)

Her esyadan en fazla bir adet alabiliriz (bolinemez). Cantaya sigacak esyalarin
toplam dederini maksimize etmek istiyoruz.

Céziim ve Analiz. Eger "birim agirlik bagina degeri en yiiksek olan egyayi once
al” seklinde sezgisel bir greedy kurali uygularsak:

1. 1k olarak Esya 1 secilir (10 kg, 60 TL). Kalan kapasite: 40 kg.

2. Sonraki en degerli birim Egya 2 secilir (20 kg, 100 TL). Kalan kapasite:
20 kg.

3. Kalan 20 kg kapasiteye Egya 3 (30 kg) sigmaz.
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Toplam elde edilen deger: 60 + 100 = 160 TL (toplam agirhk 30 kg, 20 kg bos
kaldi).

Oysa Egya 2 ve Egya 3’1 se¢seydik: Agirhik: 20+ 30 = 50 kg (canta tam doldu),
toplam deger: 100 + 120 = 220 TL olacakti. Birim degeri en yiiksek olan Egya 1’
almak, geride kalan kapasiteyi verimsiz parcalara bolerek en iyi sonuca ulagmamizi
engelledi. O

27.1.2 Bir Greedy Algoritmasinin Anatomisi

Bir problemin greedy yontemle kesin ve optimal bicimde ¢o6ziilebilmesi igin iki
temel matematiksel 6zellige sahip olmasi gerekir:

Tanim 27.3 (Greedy Secim Ozelligi / Greedy Choice Property). Bir problemin
kiiresel optimal ¢oziimiine, yerel olarak en iyi gorinen secimler adim adim yapi-
larak ulasilabilmesidir. Yani gecmisteki durumlar: yeniden degerlendirmeye veya
gelecekteki adimlarin tiim kombinasyonlarine dallandirmaya gerek yoktur.

Tanim 27.4 (Optimal Alt Yap1 / Optimal Substructure). Problemin optimal
coziimii, kendi igcinde barindirdige alt problemlerin de optimal ¢éziimlering icerir.
Yani ilk greedy secimi yaptiktan sonra geriye kalan alt problem ¢ozildiginde, bu
tki coziimiin birlestmi orijinal problemin kesin ¢ozimiini verir.

27.1.3 Greedy Dogrulugunu Ispatlama Teknikleri

Olimpiyatlarda bir probleme greedy bir sezgiyle yaklagmak igin sadece baglangici-
dir. Esas kritik asama, algoritmanin dogrulugundan emin olmaktir. ”Ornek girdi-
lerde calisiyor” diigiincesi en yaygin yanilgilardan biridir. Bir greedy algoritmanin
kesinligini kanitlamak icin genellikle iki temel yontemden yararlanilir:

1. Degis-Tokus Argiiman: (Exchange Argument)

Bu yontem, greedy ispatlarinin en temel ve etkili aracidir. Mantik soyledir:

1. Algoritmamizin iirettigi ¢oziime G diyelim.

2. Algoritmamizin dogru olmadiginm varsayalim. O halde G’den farkli, gergek
bir optimal ¢6ziim O var olsun.

3. O ¢oziimi ile G arasindaki ilk fark: (ayrigilan ilk karari) buluruz.

4. O ¢oziimiindeki bu farkh elemani ¢ikarip yerine G’deki ilgili elemani koyariz
(degis-tokus yapariz).

5. Gosteririz ki yeni elde edilen ¢oziim O, O’dan daha kotii degildir (deger
azalmiyor veya maliyet artmiyor) ve gegerliligini korumaktadir.
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6. Bu degis-tokug adimi sonlu kez tekrarlanarak O ¢6ziimii adim adim G’ye
doniigtiiriilebilir. Higbir adimda ¢6éztim kétilesmedigine gore G de en az O
kadar iyidir, yani G bir optimal ¢éziimdiir.

2. Greedy Onde Gider (Greedy Stays Ahead)

Bu yontemde, ¢oziimiin her adiminda olgiilebilen bir parametre (6rnegin tamam-
lanan ig sayisi, harcanan minimum siire vb.) belirlenir. Béliim 2’de gordiigiimiiz
tiimevarim (induction) ilkesi kullanilarak, her k. adimda greedy algoritmanin ulas-
t1g1 durumun, varsayimsal herhangi bir optimal ¢éziimiin k. adimindaki durumun-
dan ”"daha geride olmadig1” ispatlanir.

Uyar:: Bir greedy kural tasarlayip dogrulugunu ispatlamadan kod-
lamaya gecmek ciddi bir risk tagir. Karsilagilan problemlerin birco-
gunda ilk akla gelen greedy sezgisi yanilticidir ve gizli bir karsi 6rnek
(counterezample) barmdirir. Ispati net bicimde kurulmamig bir greedy
kuralina giivenilmemelidir.

27.2 Tipik Ornekler

Greedy yaklagiminin dogru sonug verdigi temel problem siniflarini ve bu problem-
lere ait ispatlar1 adim adim inceleyelim.

27.2.1 Aralik Se¢imi Problemi (Interval Scheduling)

Bu problem, zamanlama ve kaynak yonetimi algoritmalarinin temel taglarindan
biridir.

Tanim 27.5 (Aralik Secimi Problemi). Bize tek bir salon ve bu salonda yapimak
istenen n adet etkinlik veriliyor. Her etkinligin bir baslangic zamamn s; ve bir bitis
zamana e; vardur; yani etkinlik [s;,e;) yart agik araliginda salonu kullanacaktor.
Iki etkinlik zaman bakvmandan cakismuyorsa (biri bittiginde digeri bashyor veya
daha sonra bashyorsa) aymi salonda pes pese gerceklestirilebilir. Amag, salonda
gerceklestirilebilecek maksimum sayida etkinligi segmektir.

Dogru bir greedy kurali olusturmak icin hangi dlciite gore siralama yapilmasi
gerektigine bakalim:

e Fikir 1: En erken baslayan etkinligi se¢mek. Basit bir karsi oérnek:
Cok erken baglayan ama tiim giint kaplayan bir etkinlik [0, 100) olsun. Di-
ger etkinlikler [1,2),[2,3),[3,4) olsun. En erken baglayam segersek sadece 1
etkinlik yapabiliriz, oysa digerlerini segerek 3 etkinlik yapmak miimkiindiir.
Bu fikir yanls.
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o Fikir 2: En kisa siiren (e; —s; en kiigiik) etkinligi se¢gmek. Kars: 6rnek:
Etkinlikler [0,5), [4,6), [5,10) olsun. En kisa stiren [4, 6) araligidir (2 birim).
Onu segersek diger iki etkinlikle de cakigir ve toplam 1 etkinlik yapilmig olur.
Oysa [0,5) ve [5,10) segilerek 2 etkinlik yapilabilirdi. Bu fikir de yanhs.

o Fikir 3: Digerleriyle en az cakisan etkinligi segmek. Makul goriinse
de karmagik cizelgelerde bu kurali da bozan karsi 6rnekler kurulabilir.

o Fikir 4: En erken biten etkinligi se¢gmek. Gerekce: Bir etkinligi ne
kadar erken bitirirsek, salonda geriye kalan etkinlikler i¢in gelecekte o kadar
cok serbest zaman kalir. Sonraki adimlara en genis hareket alanini birakan
secim budur.

Simdi Fikir 4’iin dogrulugunu degis-tokug argiimaniyla kanitlayalim.

Teorem 27.6. Aralk Secimi Problemi’nde, mevcut uyumlu etkinlikler arasindan
daima bitis zamans e; en kiictik olan etkinligi secen greedy strateji optimal sonucu
VETiT.

Kanat. Greedy algoritmamizin segtigi etkinlik kiimesi G = {g1,92,...,9x} olsun.
Bu etkinlikler bitig zamanlarina gore sirahdir; dolayisiyla e(g1) < e(g2) < -+ <
e(gr) gecerlidir.

Varsayalim ki G optimal olmasin. O halde G’den kesinlikle daha fazla sayida
etkinlik igeren bir optimal ¢éziim O = {o01,09,...,0n} vardir (m > k). O’daki
etkinlikler de baglangig/bitig siralaria gore dizilmis olsun.

G ve O kiimelerini bagtan itibaren kargilagtiralim. Diyelim ki ilk » — 1 etkinlik
ayni olsun, yani g1 = 01,...,9,—1 = o,—1, fakat r. etkinlikte ayrilsinlar (g, # o).

Algoritmamizin tanimi geregi, g1 bittikten sonra baglayabilecek tiim gegerli
etkinlikler arasinda bitis zamani en kii¢lik olan g, olarak se¢ilmigtir. Dolayisiyla:

e(gr) < e(or)

olmak zorundadair.

Simdi O kiimesinden o,’yi ¢gikarip yerine g,’yi yerlestirelim. Yeni kiimemiz O’ =

(O\ {or}) U{g,} olsun.

e g, gr—1 = 0,1 bittikten sonra basgladig icin kendinden 6ncekilerle cakismaz.
e Kendinden sonraki etkinlik olan o,41, o, bittikten sonra bagliyordu

(s(or41) > e(or)). Esitsizlikten biliyoruz ki e(g,) < e(o,), dolayisiyla
s(or+1) > e(gr) de saglanir. Yani g,, 0,41 ile de ¢akigsmaz.

Boylece O kiimesi de gecerli ve cakismasiz bir ¢éziimdiir. Ustelik eleman sayisi
|0’ = |O] = m’dir; higbir kayip yasanmanugtir.
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Bu degis-tokug islemini her farklilik icin tekrarlarsak, O ¢6ziimiinii adim adim
G’ye donitstiirebiliriz. k£ adimdan sonra O kiimesinin ilk k& elemanm G ile tama-
men ayni olur. Eger m > k olsaydi, O kiimesinde gi’den sonra baglayan bir og1
etkinligi kalmig olurdu. Fakat algoritmamiz g;’den sonra segilebilecek hichir etkin-
lik kalmadiginda durmustu; bu bir geligkidir. Dolayisiyla m > k olamaz, k = m
olmalidir. G kiimesi optimaldir. O

function intervalScheduling(activities)
sort activities in ascending order by end time

selectedActivities = empty list
lastEndTime = -infinity

for each (start, end) in activities do
if start >= lastEndTime then
append (start, end) to selectedActivities
lastEndTime = end
end if
end for

return selectedActivities
end function

activities = [(1, 4), (3, &), (0, 6), (5, 7), (3, 8, (5, 9), (6, 10), (8,
11, (8, 12), (2, 13), (12, 14)]

result = intervalScheduling(activities)

print "Maximum number of selected activities: " + length of result

Bu algoritmanin zaman karmagikhg: diziyi siralamaktan dolay1 O(nlogn), ara-
liklar tek gegiste taramaktan dolayr O(n)’dir; toplamda O(nlogn) zaman alir.

27.2.2 Bozuk Para Degisimi (Coin Change) ve Kanonik Sistemler

Bolimiin baginda 1, 3,4 para sisteminde greedy yaklagimin hatal sonug verdigini
gordiik. Peki ginlik hayatta kullandigimiz Tirk Lirasi (1,5, 10,25, 50 Kurus ve
1 TL) veya ABD Dolar (1,5, 10,25 Cent) sistemlerinde para iistii verirken greedy
yaklagim neden her zaman en az sayida para kullanir?

Tanim 27.7 (Kanonik Para Sistemi). Bir madeni para kiimesinde, her V' tamsay
degeri icin greedy algoritmanain trettigi madeni para sayisi, teorik olarak mimkiin
olan minimum madent para sayisina egit oluyorsa, bu sisteme kanonik para
sistemi (canonical coin system) denir.

Bir para sisteminin kanonik olmasini saglayan temel yeter kosullardan biri,

Boélim 11’de gordiigiimiiz boliinebilme iligkisinin ardigik elemanlar arasinda sag-
lanmasi, yani paralarin birbirinin tam kati olmasidir.
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Teorem 27.8. Para degerlericy < ca < --+ < ¢g olsun; her 1 <i < k igin ¢; | ¢iy1
(her para birimi bir éncekinin tam kati) ve ¢ = 1 saglansin. Bu durumda greedy
algoritmast her V' degeri icin daima optimaldir.

Kanat. Ispat1 bir celiski ve Boliim 18’de ele aldigimiz degigmez (invaryant) manti-
giyla kuralim. Herhangi bir optimal ¢6ziimde, ¢; degerindeki madeni paradan en
fazla kag adet bulunabilir? ¢;;1, ¢;'nin tam kat1 olduguna gore ¢; = ¢;41/¢; > 2
bir tamsayidir. Eger optimal ¢éziimde ¢; veya daha fazla sayida c¢; parasi kulla-
nilmig olsaydi, bu ¢; adet ¢; parasini sistemden ¢ikarip yerine sadece 1 adet ¢;4
koyabilirdik (g; - ¢; = ¢;4+1). Bu hamle toplam degeri degistirmez, fakat kullanilan
para sayisini g¢; — 1 > 1 adet azaltarak ¢oziimii daha iyi hale getirirdi. Bu durum
¢Ozlimiin optimal olmasiyla celisir.

Dolayisiyla herhangi bir optimal ¢éziimde ¢; parasinin adedi a; olmak iizere:

olmalidir. Bu kogul altinda paralarin toplam degeri:

i i
Swe <3 (% -1)q
j=1 j=1 J
Bu toplam sadelegtirildiginde:

(c2—c1)+(cg—ec2)+ -+ (cit1 —¢) =cip1 —c1 < i1

elde edilir.

Bu esitsizlik sunu gosterir: ¢;+1’den kii¢iik olan tiim paralarin miimkiin olan
en fazlasi bir araya getirilse bile, toplamlar1 bir sonraki para birimi olan c¢;41
degerine ulagsamaz. Dolayisiyla 6denmesi gereken tutar V' > ¢;41 oldugunda, c;41
kullanmilmadan sadece daha kiiciik paralarla 6deme yapilirsa kesinlikle daha fazla
sayida madeni para harcanir. Bu nedenle V’yi agmayan en biiyiikk paray: (c¢j;+1)
secmek zorunludur; bu da tam olarak greedy algoritmanin izledigi kuraldir. [J

Ornek 27.9. Bir bilgisayar sisteminde dosya boyutlar: icin {1,2,4,8,16,32} bayt-
lik bloklar kullanimaktader. 59 baythk bir veri en az kag¢ blokta depolanabilir?

Cézim. Blok boyutlar: 2'nin kuvvetleridir ve her biri bir sonrakini boler (2* |
2F1) | Yukaridaki teorem geregi greedy yaklagim optimaldir. En biiyiikten basla-
yarak:

59 =1x32+27
27T=1x16+11

11=1x8+3
3=1x2+1
1=1x140
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Toplamda 5 blok kullanilir (32 + 16 48 + 2+ 1 = 59). Bu iglem, Boliim 15’te gor-
diigiimiiz taban doniisiimiiyle 59 sayisinin ikili tabandaki karsiligi olan (111011)s
gosterimindeki 1’lerin sayisina (Hamming agirligi) dogrudan kargihk gelir. O

27.2.3 Kesirli Sirt Cantas1 (Fractional Knapsack)

0-1 Sirt Cantas1 probleminde egyalar boliinemedigi i¢in greedy yaklagimin yetersiz
kaldigini gordiik. Egyalarin istenilen oranda boliinebildigi (fractional) durumda
ise greedy strateji dogrudan optimal ¢éziimii verir.

Teorem 27.10. Kesirli Sirt Cantasy probleminde, birim deger orani v;/w; en
ytiksek olan esyadan baglanarak cantanin alabildigi kadariny alma kuraly daima
optimal ¢ézumi verir.

Kanit. Degis-tokus argiimani ile ispatlayalim. Egyalar: birim degerlerine gore aza-
lan sirada dizelim: " vy v

—>=>...>

w1 w2 Wn,
Greedy algoritmamiz G, cantay1 sirasiyla 1,2,... numaral egyalarla doldurur.
Kalan son bogluga gerekirse bir egyanin kesirli bir kismini yerlegtirir.

Farkl bir optimal ¢6ziim O oldugunu varsayalim. Bu durumda O ¢6ziimii, G'nin
cantaya koydugu yiiksek birim degerli bir esyadan (6rnegin ¢ numarali egya) daha
az miktarda almig ve onun yerine daha diigik birim degerli bir bagka esyadan
(6rnegin j numarali egya, j > i) Aw agirhiginda fazladan koymustur.

O halde O c¢antasindan j egyasina ait Aw kadar agirhigi ¢ikarip, yerine heniiz
tamamen tiikenmemisg olan ¢ egyasindan Aw kadar ekleyelim. Cantamin toplam
agirhigr degismez. Toplam degerdeki degisim ise:

AV:Aw.<")Z’_W>

(1 ’LUj

olur. Siralamadan dolay1 v;/w; > vj/w; oldugundan AV > 0’dir. Yani ¢antadaki
toplam deger azalmaz, bilakis artabilir. Bu degis-tokus adimiyla O ¢6ziimii G’ye
dontsturiilebilir. Buradan, greedy yaklagimin kesirli sirt ¢antasi icin kesinlikle
optimal oldugu goriiliir. O

27.2.4 MST (Minimum Spanning Tree) ve Kesit Ozelligi

Greedy algoritmalarinin graf teorisindeki en 6nemli uygulamalarindan biri, B6-
lim 28’de ayrintili bigimde iglenecek olan graflar tizerindeki MST (minimum
spanning tree) problemidir.

Agirlikl, yonsiiz ve bagh bir G = (V, E) grafinda, tiim digimleri birbirine
baglayan ve toplam kenar agirligi en kiiciik olan agaca MST denir. Kruskal ve
Prim algoritmalar: bu problemi ¢ézen iki temel greedy yaklagimdir:
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e Kruskal Algoritmasi: Grafin tiim kenarlarini agirliklarina gore kiigiikten
biiytige siralar. Cevrim (cycle) olugturmayan en hafif kenari her adimda
kiimeye ekler.

e Prim Algoritmasi: Tek bir diigiimle baglar. Her adimda mevcut agac dii-
glimlerini agacta olmayan diigiimlere baglayan kenarlarin en hafif olanim
secerek agaci biiyttiir.

Her iki algoritmanin dogrulugu, graf teorisindeki Kesit Ozelligi'ne (Cut Pro-
perty) dayanir.

Tanmim 27.11 (Graf Kesiti). Bir G = (V, E) grafinin digim kiimesi V 'nin, S ve
V\ S seklinde bos olmayan iki ayrik alt kimeye bolinmesine bir kesit (cut) denir.
Bir ucu S’de, diger ucu V' \ S’de olan kenarlara bu kesiti kesen kenarlar denir.

Teorem 27.12 (Kesit Ozelligi / Cut Property). Bir graftaki herhangi bir (S, V'\S)
kesiting ele alalim. Bu kesiti kesen kenarlar arasinda agirligy kesin olarak en kiicik
olan e = (u,v) kenar, grafin tim minimum kapsayan agaclarinda yer almak
zorundadur.

Kanat. Degis-tokus argiimanini burada da uygulayabiliriz. Varsayalim ki T', bu en
hafif e kenarini igermeyen bir MST olsun.

1. T bir kapsayan aga¢ oldugu icin w ile v arasinda T iizerinde tek bir basit
yol vardir.

2. ue€ SvewveV\S oldugundan, bu yol S kiimesinden ¢ikip V' \ S kiimesine
gecmek zorundadir. Dolayisiyla bu yol iizerinde kesiti kesen en az bir bagka
¢/ = (u/,v’) kenar1 bulunmahdir (e’ # e).

3. Simdi T agacina e kenarim ekleyelim. Agagta bir ¢evrim olusur. Bu gevrim
hem e hem de e’ kenarlarin icerir.

4. Cevrimden €’ kenarim gikarip yeni bir 77 = (T'\ {¢’}) U{e} grafi elde edelim.

5. T" hala tiim diigiimleri birbirine baglar ve |V |—1 kenara sahiptir, yani gegerli
bir kapsayan agactir.

6. Toplam agirliktaki degisim:
w(T") = w(T) —w(e) +w(e)

Teoremde e, kesiti kesen kenarlar arasinda agirhigi kesin olarak en kiigiik
kenar olarak secilmisti. ¢/ de kesiti kesen bir kenar ve €’ # e oldugundan
w(e) < w(e')’dir. Dolayisiyla

w(T") = w(T) —w(e) +w(e) < w(T)

olur.
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7. Bu ise T’nin minimum agirlikli olmasiyla gelisir; ¢iinkii 7°den daha kiigiik
agirlikh bir kapsayan agag (7”) elde ettik. Demek ki varsayim yanhgtir: e
kenarini icermeyen bir minimum kapsayan agag yoktur, yani e her minimum
kapsayan agagta yer alir.

Bu teorem, Kruskal ve Prim algoritmalarinin her adimda yaptig: yerel se¢imlerin
(kesiti kesen en hafif kenar1 se¢gmenin) kiiresel bir MST inga edecegini garanti
eder. O

27.2.5 Kapsamh Bir Problem: Huffman Kodlamasi Sezgisi

Veri sikigtirmada kullanilan Huffman algoritmasi, greedy mantiginin bir diger ba-
sarili uygulama alanidir. Metinde sik gecen karakterlere kisa kodlar, seyrek gecen
karakterlere ise daha uzun kodlar atanarak toplam bit maliyeti azaltilir.

Ornek 27.13. Bir metinde 4 farkl karakter su frekanslarla gegmektedir: A : 40,
B : 25 C :20, D : 15. Bu karakterleri ikili aja¢ yapisinda kodlayarak agurlikle
ortalama bit uzunlugunu minimize ediniz.

Céziim. Greedy Kurali: Her adimda frekansi en kiiciik olan iki diigiimii birles-
tirip tek bir yeni diigiim olugturulur (bu iki diigiim agacin en derininde, yani en
uzun koda sahip kardes yapraklar olacaktir).

1. En kiiciik iki frekans C(20) ve D(15)’tir. Bunlar birlestirilir: Yeni diigiim
CD(35). Kalan frekanslar: A(40), B(25),CD(35).

2. Simdi en kii¢iik iki frekans B(25) ve C'D(35)’tir. Birlestirildiginde: BC'D(60).
Kalanlar: A(40), BCD(60).

3. Son iki diigiim birlegtirilir: ABC'D(100) (Kok diigiim).
Kod uzunluklari:

e A kékiin dogrudan ¢ocugu: derinlik 1 bit.
e B, BC'D’nin ¢ocugu: derinlik 2 bit.
e C ve D, CD’nin cocuklari: derinlik 3 bit.

Toplam harcanan bit: 40 x 1+25x2+20x 3+15x 3 = 404+ 50+ 60-+45 = 195 bit.
Eger her karaktere sabit 2 bit verilseydi toplam 100 x 2 = 200 bit harcanacakti.
Greedy secim, frekansi diisiik olanlar1 agacin daha derin dallarina yerlestirerek
toplam maliyeti en aza indirmistir. O
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Boliim Ozeti

¢ Greedy Yaklagsimi: Her adimda o an en avantajli gériinen secimi yapar;
geri doniig (backtracking) yapmaz. Hizhidir fakat her problemde optimal
sonuca ulagtirmaz.

e Dogruluk Sartlari: Bir problemin greedy ile ¢oziilebilmesi i¢in greedy secim
ozelligi ve optimal alt yapr sartlarinin saglanmasi gerekir.

o Ispat Yontemi: Bir greedy fikri uygulamadan énce Degis-Tokus Argii-
mani ile test edilmelidir. Varsayimsal optimal bir ¢éziimiin deger kaybet-
meksizin adim adim greedy ¢oztime doniigtiiriilebildigi gosterilmelidir.

o Tipik Alanlar: Aralik se¢imi (bitis zamanina gore siralama), kanonik para
sistemleri, kesirli sirt ¢antasi ve minimum kapsayan agaclar (Kruskal/Prim)
greedy yaklagiminin kesin sonug verdigi baglica alanlardir.
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Bolim 28

Graflar ve Arama

28.1 Graflar ve Temsiller

28.1.1 Motivasyon: Nesneler Arasindaki Iligkileri Nasil Modelle-
riz?

Algoritma problemlerinde ve modelleme siireclerinde ikili iligkiler belirleyici bir
rol oynar: gsehirler arasindaki kara yollari, bilgisayarlar arasindaki ag baglantilari,
bir projedeki iglerin oncelik siralar1 veya sosyal aglardaki arkadagliklar buna or-
nektir. Bu tiir sistemlerin ortak paydasi, birbirinden bagimsiz bir grup nesne ile
bu nesneler arasindaki baglantilardar.

Matematikte ve bilgisayar biliminde bu iligki agini soyutlamanin temel araci
graf (graph) yapisidir.

Dért 6grenciden olusan bir topluluk diigiinelim: Ali (A4), Burak (B), Cansu (C)
ve Deniz (D). Aralarindaki arkadaglik iligkileri soyle verilsin:

e Aile B arkadagtir.
e Aile C arkadagtir.
e Bile C arkadagtur.
e (Cile D arkadastir.

Bu yapiy1 bir kdgida cizerken her 6grenciyi bir nokta, her arkadaglig: ise iki nokta
arasina ¢izilen bir ¢izgi olarak gosteririz. D’'nin dogrudan yalnizca C' ile bagh
oldugunu; A ve B’ye ise C tizerinden dolayl olarak ulagtigini hemen gorebiliriz.
Bu cizim, graf kavraminin en somut karsiligidir.

Tanim 28.1 (Graf). Bir G grafi, iki kimenin swraly ikilisidir: G = (V, E).

o V: Bos olmayan diigim (node veya kige - vertex) kimesidir. Digim sayis
genellikle n = |V| ile gésterilir.
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o E: Digimler arasindaki baglantilar: belirten kenar (edge) kimesidir. Kenar
sayisy genellikle m = |E)| ile gosterilir.

Graflar kenar yapilarina gore ii¢ ana grupta toplariz:

1. Yonsiiz Graf (Undirected Graph): Kenarlarin yoni yoktur. v ile v ara-
simdaki kenar {u,v} kiimesi olarak ifade edilir. u’dan v’ye gitmek ile v’den
uw’ya gitmek farksizdir (karsilikli arkadaghik iligkisi gibi).

2. Yonlii Graf (Directed Graph / Digraph): Kenarlar sirali ikililerden
olusur: (u,v) € E. Bu kenar u’dan baglar ve v’de biter; u — v olarak goste-
rilir. v’den w’ya bir gegig bulunmak zorunda degildir (tek yonlii yollar veya
web sayfalarindaki kopriiler gibi).

3. Agirlikhi Graf (Weighted Graph): Her kenara w : E — R fonksiyonu ile
bir maliyet, uzunluk veya kapasite atanmistir.

Bir diigiime bagh kenar sayisina o diigiimiin derecesi (degree) denir ve deg(v)
ile gosterilir. Yonli graflarda ise ieri derece (deg™ (v), diigiime gelen kenarlar) ve
disar1 derece (deg™ (v), diigiimden ¢ikan kenarlar) ayrimi yapilr.

Teorem 28.2 (El Sikigma Lemmasi / Handshaking Lemma). Herhangi bir yonsiiz
G = (V, E) grafinda, tim digimlerin dereceleri toplami kenar sayisinan tam iki
katina egittir:

S deg(v) = 2|

veV

Kanit. Bolim 10’da ele aldigimiz ¢ifte sayim ilkesiyle yaklagalim. Her e = {u, v}
kenar: iki u¢ noktaya sahiptir. Kenarlar1 tek tek gezdigimizde her kenar iki kez
sayilir: bir kez u'nun derecesini hesaplarken, bir kez de v’nin derecesini hesaplarken.
Dolayisiyla derece toplami dogrudan 2| F| degerini verir. O

Ornek 28.3. n = 5 digimli bir yonsiz grafta digim dereceleri swraswyla
3,3,3,2,2 olabilir mi?

(Cé6ziim. Derecelerin toplamini hesaplayalim: 3 +3 + 3 + 2 4+ 2 = 13. El Sikisma
Lemmasi geregi bu toplamin 2| F| olmasi, yani ¢ift say1 ¢gikmasi zorunludur. 13 tek
say1 oldugundan bdyle bir graf ¢izilemez. O

28.1.2 Bilgisayarda Graflarin Saklanmasi

Bir grafi kod iginde igleyebilmek adina bellekte uygun bir veri yapisiyla tutmaliyiz.
En sik bagvurulan iki yontem adjacency matriz ve adjacency listdir.
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1. Adjacency Matrix

Digtimleri 0,1, ...,n — 1 olarak numaralandiralim. Adjacency matrix n x n boyu-
tunda iki boyutlu bir dizidir (genellikle A veya adj ile gosterilir):

Alu][v] 1, eger (u,v) € E ise
ul[v] =
0, aksi halde

Agirlikh graflarda 1 yerine kenarin agirhgr w(u,v), kenar yoksa oo veya 0 degeri
saklanir.

Avantaji: Tki v ve v diigiimii arasinda dogrudan kenar olup olmadigimi O(1)
stirede sorgulariz.

Dezavantaji: Bellek kullammi graf seyrek de olsa her zaman O(n?)’dir. n =
10° gibi biiyiik degerlerde matris bellege sigmaz (yaklasik 40 GB alan gerekir).
Ayrica bir diigiimiin tiim komgularim gezmek her durumda O(n) stirer.

2. Adjacency List

Her v € V diiglimii icin, yalnizca uw’ya komsu olan diigiimleri saklayan dinamik
bir dizi (veya liste) tutulur.

Bellek Kullanimai: Yonsiiz bir grafta her kenar iki listede yer alir, yonli grafta
ise bir listede. Toplam bellek gereksinimi O(n + m) dizeyindedir.

Avantaji: Bellek acisindan son derece tutumludur; bir digimiin tiim komsu-
larim gereksiz diigiimleri taramadan, tam olarak deg(u) adimda gezmeyi saglar.

// C++ ile Komsuluk Listesi Temsili
#include <stdio.h>
#include <vector>

const int MAXN = 100005;
std::vector<int> adj[MAXN]; // adjlu], u dugumunun komsularini tutar

void kenar_ekle(int u, int v) {
adj[ul .push_back(v);
adj[v] .push_back(u); // Yonsuz graf oldugu icin ikt yonlu eklenir

3
n=4
m=4

Initialize adj as an array of n empty lists

function addEdge(u, v)
append v to adj[ul
append u to adj[v]

end function
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addEdge (0, 1)
addEdge (0, 2)
addEdge (1, 2)
addEdge (2, 3)

Ornek 28.4. n = 4 diigimli ve kenarlar E = {(0,1),(0,2),(1,2),(2,3)} olan
yonsiiz bir grafin adjacency matriz’ini ve adjacency list’ini olusturunuz.

Coziim. Adjacency matrix 4 x 4 boyutundadir:

S = = O
S = O =
_ o = =
o - O O

Matrisin kosegene gore simetrik olduguna dikkat ediniz; bu durum tim basit
yonsiiz graflar i¢in gecerlidir.

Adjacency list ise her diigiimiin komsgularini ayr1 ayr tutar:

adj[0] = [1,2]
adj[1] = [0, 2]
adj[2] = [0,1, 3]
adj[3] = [2]

O]

Dikkat: n = 10° ve m = 2 - 10° olan tipik bir yarisma probleminde adjacency
matrix tanmimlamak bellek agimina (Memory Limit Exceeded) yol acar. Kenar
sayisinin diigiim sayisinin karesine kiyasla az kaldigi durumlarda (seyrek graf /
sparse graph: m < n?) adjacency list tercih edilmelidir.

28.2 Derinlik Oncelikli Arama (DFS)

28.2.1 Motivasyon: Labirentten Cikis ve Geri fzleme

Bir labirentte yol aradigimiz: varsayalim. Bir kavsaga geldigimizde kollardan birini
secip gidebildigimiz noktaya kadar ilerleriz. Bir cikmaz sokaga vardigimizda ise
geldigimiz yoldan adim adim geri ¢ekilir, henliz denemedigimiz ilk yol ayrimina
doner ve oradan yeni bir patikay1 kesfederiz.

Bu yaklagim, Derinlik Oncelikli Aramanm (Depth-First Search - DFS) te-
mel ¢aligma mantigidir. DFS, bulundugu diigiimden baglayarak kesfedebilecegi en
derin noktaya kadar ilerler; ilerleyecek diigiim kalmadiginda ise Boliim 26’da gor-
digiimiiz rekiirsiyon yapisina uygun bigimde geri izleme (backtracking) yaparak
heniiz taranmamis dallara yonelir.
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28.2.2 Algoritmanin Isleyisi ve Ziyaret Mantig:

Graflarda dongiiler (cycle) bulunabildiginden, aynmi1 dugiimi tekrar tekrar ziyaret
etmemek i¢in her digiim adina bir isaret¢i dizisi (visited) tutulur.

Algoritma su adimlarla galigir:
1. w digumiini ziyaret edildi olarak isaretle.
2. w'nun tim komsularim (v € adj[u]) sirayla tara.

3. Eger v daha once ziyaret edilmemigse, v icin rekiirsif olarak DFS fonksiyo-
nunu ¢agir.

4. w'nun ziyaret edilmemis komsusu kalmadiginda fonksiyon tamamlanir ve bir
Onceki cagriya geri doner.

bool vis[MAXN];

void dfs(int u) {
vis[u]l = true;
for (int v : adjl[ul) {
if (lvislv]) {
dfs(v);
}

28.2.3 Zaman ve Bellek Karmasikhgi

Teorem 28.5. G = (V,E) grafinda adjacency list ile calisan DFS algoritma-
sin zaman karmagiklige O(|V| + |E|), bellek karmasikhge ise en kéti durumda

O(|V|) “dir.

Kamit. Her diigiim i¢in vis[u] = true atamasi yapildigindan hi¢bir diigiim ¢agr1
yigiina birden fazla kez girmez. Dolayisiyla her v digimiiniin kenar listesi tam
olarak bir kez taranir. Biitiin diigiimlerin komsuluk listeleri uzunluklar: toplami
yonstz grafta 2|E|, yonli grafta |E| kadardir. Kenar taramalar1 O(|E|), baglangic
hazirhiklar: ise O(|V|) siirer. Toplam siire O(|V| + |E]) olur.

Grafin tek bir uzun zincir (yol grafi) oldugu en kotii senaryoda, rekiirsiyon
derinligi |V |'ye ulagir ve gagr1 yigim1 O(]V]) bellek tiiketir. O

28.2.4 DFS’in Temel Uygulamalari
1. Bagl Bilegenlerin (Connected Components) Sayisin1 Bulma

Yonsiiz bir grafta, aralarinda en az bir yol bulunan dugiimler kiimesine bagly bi-
lesen denir. Graf birbirinden kopuk parcalardan olugabilir. DFS yardimiyla her
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bileseni ayr1 ayr tespit edebiliriz:

componentCount = 0
visited = array of size n initialized to false

FOR i =0TO0On - 1 DO
IF NOT visited[i] THEN
DFS(1i)
componentCount = componentCount + 1
END IF
END FOR

2. iki Renklendirilebilirlik (Bipartite / Tki Kiimeli Graf Kontrolii)

Bir grafin diigiimleri, komsu olan hic¢bir iki diigiim ayni renge sahip olmayacak
bi¢imde iki renkle (6rnegin 0 ve 1) boyanabiliyorsa bu yapiya iki kiimeli graf
(bipartite graph) denir.

Teorem 28.6. Bir grafin iki kiimeli olmast i¢in gerek ve yeter kosul, icinde tek
uzunlukta dongii barindirmamasidar.

Ornek 28.7. DFS kullanarak bir grafin iki kiimeli olup olmadigini belirleyen
yaklagime kurunuz.

Coziim. Her digime renk € {0,1} degeri atayahm. Basglangigta tiim diigiimler
renksizdir (—1). Baglangi¢ diigiimiine 0 rengi verilir. u diigiimiinden komsgusu v’ye
gecerken:

o Eger v boyanmamigsa, ona 1 — renk[u] rengi atanir ve DFS v’den devam
eder.

o Eger v boyanmigsa ve renk[v] == renklu| ise komsu iki diigiim ayni renge
denk gelmigtir. Bu durum tek uzunlukta bir dongiiye isaret eder; graf iki
kiimeli degildir.

Tum dagiimler geligki iretmeden boyanabiliyorsa graf iki kiimelidir. O

Dikkat: Graf birden fazla bagh bilegenden oluguyorsa yalnizca dfs(0) cagir-
mak diger parcalar1 acikta birakir. Grafin tamamim kapsamak i¢in ana déngiide
0’dan n — 1’e kadar tiim diigiimler taranmalidir.

28.3 Genislik Oncelikli Arama (BFS)

28.3.1 Motivasyon: Dalgakiran ve En Az Adim Problemi

Durgun bir suya bir tag birakildiginda dalgalar merkezden disa dogru halkalar
halinde yayilir: 6nce 1 birim uzakliktaki noktalar 1slanir, ardindan 2 birim, sonra
3 birim...
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Agirliksiz bir grafta ”A digiminden B digimiine en az kag¢ kenar gegerek
gidebilirim?” sorusunu ¢ézerken bu dalga mantigi devreye girer. DFS tek bir pati-
kay1 sonuna kadar zorlarken, Geniglik Oncelikli Arama (Breadth-First Search
- BFS) kaynak diigiimden baglayarak esit mesafedeki tiim diigiimleri seviye seviye
kesfeder.

28.3.2 Kuyruk (Queue) ile Seviye Seviye Ilerleme

Arama katman katman ilerledigi icin 6nce kegfedilen diigiimlerin komsular: daha
once incelenmelidir. Bu kural, Boliim 25’te ele aldigimiz ve Ik Giren Ilk Cikar
(FIFO) prensibiyle ¢alisgan kuyruk (queue) veri yapisini gerektirir.

#include <queue>
int dist[MAXN]; // Baslangica olan en kisa mesafe (kenar sayisi)

void bfs(int baslangic, int n) {
for (int 1 = 0; i < n; i++) dist[i] = -1;

std: :queue<int> q;
q.push(baslangic);
dist[baslangic] = 0;

while (!q.empty()) {
int u = q.front(Q);

q.popQ);
for (int v : adjl[ul) {
if (distlv] == -1) { // Ilk kez karsilasilan dugum
dist[v] = dist[u] + 1;
q.push(v);
}

28.3.3 BFS’in En Kisa Yol Ozelligi

Teorem 28.8. Tim kenar agirliklarimin 1 (veya birbirine esit) oldugu bir grafta
BFS, baslangi¢ digiminden erigilebilen her v digimi i¢cin en az kenar iceren en
kisa yolu (shortest path) bulmayr garanti eder.

Ispat Taslag. Kuyruktaki diigiimlerin mesafeleri monoton olarak artar. Baslan-
gicta kuyrukta yalnizca dist = 0 olan kaynak diigiim yer alir. dist = k olan tiim
diiglimler tiiketilmeden higbir dist = k + 1 diigiiminiin komgularina gegilmez. Do-
layisiyla bir v diiglimine ilk ulasildig1 an, ona en az sayida kenar iizerinden varilan
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andir. Daha sonra bulunabilecek hicbir alternatif yol dist[v] degerinden daha az
kenar iceremez. O

Ornek 28.9. n = 6 digimli bir grafta kenarlar sunlardur:
E= {(07 1)7 (07 2)7 (17 3)7 (27 3)7 (37 4)7 (27 5)}

Baslangig digiimi 0 sec¢ildiginde her digimiin 0’a olan BFS mesafesini adim adwvm
crkarinaz.

Cézim. Kuyrugun adimlarim izleyelim:

—_

. Baglangic: dist[0] = 0. Kuyruk: [0].
2. 0 gikarilir. Komsular: 1 ve 2: dist[1] = 1,dist[2] = 1. Kuyruk: [1,2].

3. 1 gikarihir. Komsular: 0 (ziyaret edildi), 3: dist[3] = dist[1] + 1 = 2. Kuyruk:
2, 3].

4. 2 gkarilir. Komsular 0 (ziyaret edildi), 3 (ziyaret edildi), 5: dist[5] = dist[2]+
1 = 2. Kuyruk: [3,5].

5. 3 gikarilir. Komsusu 4: dist[4] = dist[3] + 1 = 3. Kuyruk: [5,4].

6. 5 ve 4 gikarilir; ziyaret edilmemis komsu kalmamigtir.

Nihai mesafeler dist = [0,1, 1,2, 3, 2] olarak elde edilir. O

28.3.4 0-1 BFS Sezgisi

Kenar agirliklar1 yalnizca 0 veya 1 olabiliyorsa standart BFS dogrudan uygula-
namaz; zira 0 agirlikli bir kenardan gegmek mesafeyi artirmaz. Ancak tam bir
Dijkstra algoritmasi (O(mlogn)) galigtirmak yerine deque (deque) kullanarak
problemi O(n + m) siirede ¢ozebiliriz:

o 0 agirlikli bir kenardan v’ye gegiliyorsa: dist[v] = dist[u] olur ve diigiim
kuyrugun 6niine (push_front) eklenir.

o 1 agirlikhi bir kenardan gegiliyorsa: dist[v] = dist[u] + 1 olur ve diigiim
kuyrugun arkasina (push_back) eklenir.

Boylelikle kuyruktaki diigiimlerin mesafe farki hi¢bir zaman 1’i agmaz ve mono-
tonluk korunur.

Dikkat: Kenar agirliklar: birbirinden farkli pozitif sayilar olan bir grafta ”en
az kenar sayisi= en kisa yol” kabulii gegerli degildir. BF'S yalnizca agirliksiz veya
tiim kenar agirliklar1 birbirine egit graflarda en kisa yolu verir.
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28.4 Topolojik Siralama (Topological Sort)

28.4.1 Motivasyon: Ders Onkosullar1 ve Bagimlilik Zincirleri

Bir lisans programinda alinmasi gereken dersleri diigiinelim:

e 7Algoritmalar” dersini alabilmek i¢in énce "Programlamaya Girig” tamam-
lanmalidir.

e "Yapay Zeka” dersi igin hem ”Algoritmalar” hem de ”Lineer Cebir” gerekli-
dir.

Bu dersler kural ihlali yapmadan hangi sirayla tamamlanabilir?

Miifredatta ”A ig¢in B gerekli, B igin C gerekli, C i¢in de A gerekli” geklinde
dongiisel bir bagimlilik bulunuyorsa stireci baglatmak imkéansizdir. Bagimlhiliklarin
¢oziilebilir olmasi igin sistemin bir Yonlii Dongiisiiz Graf (Directed Acyclic
Graph - DAG) olugturmasi zorunludur.

Tanim 28.10 (Topolojik Siralama). Bir yonli G = (V, E) grafinda, her (u,v) €
E kenari icin u’nun v’den dnce yer aldigr dogrusal digim dizilimine topolojik
swralama (topological sort) denir.

Teorem 28.11. Bir yonli grafin en az bir topolojik siralamaya sahip olmast i¢in
gerek ve yeter kosul grafin dongiisiiz (DAG) olmasidur.

Kanit. Grafta bir dongii (v — vg — -+ — v — v1) bulunuyorsa tanim uyarinca
siralamada v1’in vo’den, vo'nin vg’ten ... ve vg’nin vi’den 6nce gelmesi gerekirdi.
Bir eleman kendisinden 6nce gelemeyeceginden déngilii bir grafta topolojik sira-
lama yapilamaz.

Tersine, dongiisiiz her sonlu grafta iceri derecesi 0 olan en az bir diigiim var-
dir (aksi durumda geriye dogru sonsuz bir yol veya dongii olugsurdu). Bu diigiim
en baga yerlestirilip graftan cikarilarak tiimevarim yoluyla gecerli bir siralama
kurulabilir. O
28.4.2 Kahn Algoritmasi (igeri Derece Sezgisi)

Kahn algoritmasi, Boliim 27’de ele aldigimiz greedy yaklagimi iceri derecelere
uygular:

1. Grafin her diigiimii igin iceri dereceyi (in_degree) belirle.

2. Iceri derecesi 0 olan (highir énkosulu bulunmayan) tiim diigiimleri bir kuy-
ruga ekle.

3. Kuyruktan bir v diigiimii ¢ikar ve siralama listesine yaz.
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4. w’dan gikan tiim kenarlar1 kaldir; yani her komsu v i¢in in__degree[v] degerini
1 azalt.

5. Bir v diigiimiiniin igeri derecesi 0’a diigerse 6nkogullar1 tamamlanmig demek-
tir; bu diigiimii de kuyruga al.

6. Kuyruk bosgalana kadar adimlar: tekrarla.

Siralama listesindeki toplam eleman sayisi grafin diigiim sayisit n’den kiigiik
kalirsa grafin dongii icerdigi anlagilir.

std: :vector<int> topolojik_sira;
std: :queue<int> q;

for (int i = 0; i < n; i++) {
if (in_degree[i] == 0) q.push(i);
}

while (!q.empty()) {
int u = q.front();
q.popQ;
topolojik_sira.push_back(u);

for (int v : adjl[ul) {
in_degree[v]--;
if (in_degreelv] == 0) {
q.push(v);
}

}
if (topolojik_sira.size() < n) {

// Graf dongu tceriyor, siralanis yok!

}

Ornek 28.12. V = {0,1,2,3,4} ders kiimesi dizerinde bagimhbklar (u — v, u
bitmeden v alinamaz) soyle verilsin:

E={(0,2),(1,2),(2,3),(2,4),(3,4)}
Bu graf i¢cin gecerli bir topolojik siralama bulunuz.
Céziim. Duglimlerin igeri derecelerini belirleyelim:
o in_degree[0] =0
o in degree[l] =0
o in degree[2] =2 (0 ve 1’den)
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o in_degree[3] =1 (2’den)

o in_degree[4] =2 (2 ve 3’'ten)

Baslangicta igeri derecesi 0 olan dugiimler 0 ve 1'dir. Kuyruk: [0, 1].
1. 0 ¢ikarihir. Liste: [0]. (0,2) kenar silinir: in_degree[2] =2 — 1 = 1.

2. 1 gikanhr. Liste: [0,1]. (1,2) kenar silinir: in degree[2] = 1 —1 = 0. 2
kuyruga girer. Kuyruk: [2].

3. 2 gkarlir. Liste: [0,1,2]. (2,3) ve (2,4) silinir. in degree[3] = 0,
in_ degree[4] = 1. 3 kuyruga girer. Kuyruk: [3].

4. 3 gikarihr. Liste: [0,1,2,3]. (3,4) silinir. in _degree[4] = 0. 4 kuyruga girer.
Kuyruk: [4].

5. 4 gikarilir. Liste: [0,1,2,3,4].

Gegerli bir topolojik siralama 0, 1,2, 3, 4 olarak bulunur. (1,0, 2, 3,4 dizilimi de bir
diger gegerli ¢oziimdiir; topolojik siralama tek olmak zorunda degildir.) O

28.5 MST (Minimum Spanning Tree): Kruskal ve
Prim Sezgisi

28.5.1 Motivasyon: Sehirleri En Diisiik Maliyetle Birbirine Bag-
lamak

Bir {ilkede n sehir ve bu sehirler arasina dégenebilecek demir yolu hatlari bulun-
maktadir. Her hattin belirli bir ingsa maliyeti vardir. Hedefimiz, tiim sehirlerin
birbirine dogrudan veya dolayli olarak baglanabildigi, déngii barindirmayan ve
toplam maliyeti minimum olan bir hat ag1 kurmaktir.

Graf teorisinde bu yapt MST (minimum spanning tree) olarak adlandirilir.

Tanim 28.13 (Agag ve Spanning Tree). n digimli, bagl ve déngiisiz bir grafa
agag (tree) denir. Agaglar her zaman tam olarak n — 1 kenara sahiptir.

Bagl ve yonsiz bir G = (V, E) grafiman tim digimlerini kapsayan dongiisiz
alt grafa G’nin bir spanning tree denir. Kenar agurliklar toplama en kiigik olan
spanning tree’ye ise MST (minimum spanning tree) denir.

28.5.2 Kesit Ozelligi (Cut Property)

MST algoritmalarinin temel dayanag: kesit 6zelligidir.
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Teorem 28.14 (Kesit Ozelligi). V' diigiim kiimesini bos olmayan iki ayrik S ve
V\ S kimesine ayrralim. Bir ucu S’de, diger ucu V' \ S’de olan kenarlara "kesit
kenarlar” denir. Kesit kenarlar: arasinda agirbige kesin bicimde en kiiciik olan
kenar e*, G'’nin MST sinde yer almak zorundadwr. zorundadar.

Kanat. Aksini varsayalim: e* kenarini igermeyen bir 77 MST (minimum spanning
tree) bulunsun. e* kenar1 T"ye eklendiginde agagta bir dongii olugur. Bu déngii S
kiimesinden V' \ S kiimesine ge¢mek zorunda oldugundan, dongii iizerinde kesiti
asan bagka bir ¢’ kenar1 yer almahdir.

Simdi T"den €’ ¢ikarihp yerine e* eklensin: 77 = T'U{e*} \ {¢’}. Yeni yap1 tiim
diigiimleri birbirine baglayan gegerli bir spanning tree’dir ve toplam maliyeti:

w(T") = w(T) — w(e) +w(e)

olur. e* kesitteki en kiigitk agirhkli kenar oldugundan w(e*) < w(e’) gegerlidir.
Eger w(e*) < w(e’) ise w(T") < w(T) elde edilir ki bu durum 7"nin minimumlu-
guyla celisir. Dolayisiyla en kiigiik agirlikli kenarin segilmesi daima giivenlidir. [

28.5.3 Kruskal Algoritmasi (Kenar Odakli Greedy)

Kruskal algoritmasi, kenarlar:1 en ucuzdan en pahaliya dogru siralayarak Boliim
27’deki greedy yontemle ilerler:

1. Grafin tiim kenarlarini agirliklarina gore kiigiikten biiyiige sirala.

2. Siradaki kenar1 incele: Kenar mevcut secilmig kenarlarla bir dongii olus-
turmuyorsa MST’ye dahil et.

3. Toplam n — 1 kenar secildiginde iglemi sonlandir.

Dongii kontroliinii verimli kilmak igin Ayrik Kiime Veri Yapisi (Disjoint Set
Union - DSU) kullanilir. Kenarlar: siralamak O(mlogm), DSU islemleri ise ne-
redeyse dogrusal zaman aldigindan Kruskal algoritmasinin toplam karmagikligi
O(mlogn) olur.

28.5.4 Prim Algoritmas: (Diigiim Odakli Greedy)
Prim algoritmasi tek bir diigiimle baglar ve agaci adim adim genisletir:
1. Agaca baslangi¢ diigiimiinii ekle (kiime S).

2. S kiimesindeki diigiimleri digsaridaki (V' '\ S) diigiimlere baglayan kenarlar
arasindan en kiigiik agirlikli olani seg.

3. Bu kenar1t MST’ye, ucundaki yeni diigiimii de S’ye dahil et.

4. Tim digimler S’ye katilana kadar adimlar: siirdiir.
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En kiigiik agirlikh kenar1 hizli segmek igin Boliim 25’te gordiigiimiiz priority queue
(min-heap) yapis1 kullanmilir. Bu sayede Prim algoritmasi O(mlogn) siirede ¢aligir.

Ornek 28.15. Koseleri A, B,C, D olan bir grafin kenar agurliklar soyledir:
(A,B):1, (B,D):2, (A,C):3, (B,C):4, (C,D):5

Kruskal algoritmasy adimlariyla MST yi bulunuz.

Cézim. Kenarlar agirliklarina gore siralayalim:
1. (A, B) agirhik 1

2. (B, D) agirhk 2

w

. (A,C) agirhk 3

4. (B,C) agurhk 4

5. (C, D) agirlik 5

Kenarlar: sirayla inceleyelim:

o (A, B) secilir (Agirhik 1). MST: {(A, B)}.

e (B, D) secilir (Agirlik 2). Déngii olusmaz. MST: {(A4, B), (B, D)}.

o (A,0) secilir (Agirhik 3). Dongii olusmaz. MST: {(A, B), (B, D), (A,C)}.

n —1 =4 —1 = 3 kenar segilmig ve tiim diigiimler tek bir bilesende birlegmigtir.
Algoritma tamamlanir. MST toplam agirlig: 1 4+ 2 + 3 = 6. O

28.6 En Kisa Yol: Dijkstra Algoritmasi Sezgisi

28.6.1 Motivasyon: Agirlikli Graflarda En Kisa Rota

Harita uygulamalarini ele alalim. Sehirler arasi mesafeler veya yol stireleri birbi-
rinden farklhidir. Bir ilden digerine giderken en az sayida kavsaktan ge¢mek degil,
toplam seyahat siiresi minimum olan giizergahi bulmak hedeflenir.

BFS her kenarin maliyetini egit kabul ettiginden agirlikli graflarda dogrudan
sonug vermez. Kenar agirliklarinin negatif olmadigi durumlarda Dijkstra algo-
ritmasi1 devreye girer.
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28.6.2 Gevsetme (Relaxation) Ilkesi

Dijkstra algoritmasinin temelinde, {iggen esitsizligine dayanan gevsetme iglemi yer
alir.

u diigiimiine kadar bilinen en kisa mesafe dist[u] olsun. v’dan v’ye uzanan
kenarin agirhg w(u,v) ise ve

dist[u] + w(u,v) < dist[v]

esitsizligi saglaniyorsa, v’ye daha kisa bir rota bulunmus demektir. Mesafe degeri
glincellenir:

distlv] < dist[u] + w(u,v)
28.6.3 Dijkstra Algoritmasimn Igleyisi

Dijkstra, greedy bir yaklagimla her adimda heniiz mesafesi kesinlesmemis diigiim-
ler arasindan baglangica en yakin olanini igleme alir:

1. Tim digimler i¢in dist[v] = oo yap, kaynak diigiim i¢in dist[kaynak] = 0.

2. Hentiz ziyaret edilmemis diigtimler arasindan dist[u] degeri en kiigtik olan u
diigiimiinii seg.

3. u’yu kesinlegmis olarak igaretle.
4. w'nun tiim komsular1 v i¢in gevsetme adimini uygula.

5. Biitlin digiimler kesinlegene kadar 2. adima don.

En kiigiik mesafeli diigiime hizla ulagmak i¢in Boliim 25’te gordiigiimiiz priority
queue (std::priority_queue) kullanilr.

#include <queue>
#include <vector>

const int INF = 1e9;

typedef std::pair<int, int> pii; // {mesafe, dugumt
std: :vector<pii> adj[MAXN]; // {komsu, agirlik}
int dist[MAXN];

void dijkstra(int kaynak, int n) {
for (int i = 0; i < n; i++) dist[i] = INF;

// Kucukten buyuge siralayan min-heap
std::priority_queue<pii, std::vector<pii>, std::greater<pii>> pq;

dist [kaynak] = O;
pq.push({0, kaynak});
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while (!pq.empty()) {
auto [d, u] = pq.topQ);

pq.pop();

// Eger kuyruktan cikan mesafe guncel mesafeden buyukse, bu esk?
bir kayittir
if (d > dist[u]) continue;

for (auto edge : adjlul) {
int v = edge.first;
int w = edge.second;

if (dist[ul + w < dist[v]) {
dist[v] = dist[u] + w;
pq.-push({dist[v], v});

28.6.4 Neden Negatif Agirhiklarda Calismaz?

Dijkstra algoritmasinin dogrulugu, "pozitif kenarlar eklendikge yol maliyetinin
yalnizca artabilecegi” kabuliine dayanir.

Bir u digiimii kuyruktan en kiiciik mesafe degeriyle cekildigi anda, ona bagka
bir diiglim tzerinden daha kisa bir yoldan ulagilamaz; ¢linkii incelenebilecek tiim
alternatifler baglangictan zaten daha uzaktadir ve pozitif kenarlar mesafeyi yal-
nizca biytutir.

Graf negatif kenar icerdiginde bu varsayim bozulur: Uzaktaki bir diigiimden ¢i-
kan negatif bir kenar, toplam mesafeyi dist[u] degerinin de altina ¢ekebilir. Negatif
kenarl graflarda Bellman-Ford gibi farkli yontemlere bagvurulur; bu yéntemler ki-
tabin kapsami disindadir.

Ornek 28.16. Koseleri0,1,2,3 olan yonli ve agurhikh bir grafta kenarlar soyledir:
(0= 1,w=4), (0 —» 2,w=1), (2 = 1,w=2), (1 - 3,w=1), (2 = 3,w=5) Kaynak
digiim 0 olmak tzere tim digimlere olan en kisa mesafeleri adim advm bulunuz.

Cozim. Baglangig: dist = [0, 0o, 00, 00]. Kuyruk: {(0,0)}.

1. (0,0) gekilir. u = 0 kesinlesir (dist[0] = 0).

o Komgu 1: dist[0] +4 =4 < 0o = dist[1] = 4. Kuyruga (4, 1) eklenir.
o Komgsu 2: dist[0]+1=1< oo = dist[2] = 1. Kuyruga (1, 2) eklenir.

Kuyruk: {(1,2),(4,1)}.
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o.
6.

En kigiik mesafe olan (1,2) cekilir. u = 2 kesinlesir (dist[2] = 1).

o Komsu 1: dist[2] + 2 = 3 < dist[l] = 4 oldugundan gevsetme yapilir:
dist[1] = 3. Kuyruga (3, 1) eklenir.
o Komsu 3: dist]2] +5 =6 < co = dist[3] = 6. Kuyruga (6, 3) eklenir.

Kuyruk: {(3,1), (4,1), (6,3)}.
En kiicitkk mesafe olan (3, 1) gekilir. u = 1 kesinlesir (dist[1] = 3).

o Komgu 3: dist[l] + 1 = 4 < dist[3] = 6 oldugundan gevsetme yapilir:
dist[3] = 4. Kuyruga (4, 3) eklenir.

Kuyruk: {(4,1), (4,3),(6,3)}.

(4,1) gekilir: 4 > dist[1] = 3 oldugundan iglem yapilmadan atlanir (gegersiz
kay1t).

(4,3) gekilir. u = 3 kesinlesir (dist[3] = 4). Cikis kenar1 yoktur.
(6,3) gekilir: 6 > dist[3] = 4 oldugundan atlanir.

Sonug mesafeleri: dist]0] = 0, dist[l] = 3, dist[2] = 1, dist[3] = 4 olarak

bulunur. O

Dikkat: Kuyruktan gekilen (d,u) ¢ifti igin if (d > dist[u]) continue;
kontroliinii unutmak, daha o©nce giincellenmis eski kopyalarin gereksiz yere
islenmesine ve algoritmanin zaman limitini agmasina (Time Limit Exceeded) yol

acabilir.

28.7 Boéliim Ozeti ve Algoritma Kargilastirmasi

Temel graf algoritmalarinin kullanim alanlar1 ve ¢aligma kogullar1 agagidaki tab-

loda derlenmigtir:

Algoritma Tipik Kullanim | Zaman Kritik Kosul
Alani
DFS Bilegen bulma, | O(n+m) |-
dongii tespiti, iki
kiimelilik
BFS Agirliksiz en kisa | O(n+m) | Tim  kenarlar
yol esit maliyetli
Topolojik Sira | Bagimhilik sirala- | O(n+m) | Graf  mutlaka
masi, is planlama DAG olmali
Kruskal / Prim | Minimum  span- | O(mlogn) | Graf bagh ve
ning tree (MST) yonsiiz olmali
Dijkstra Agirlikli en kisa yol | O(mlogn) | Negatif kenar ol-
mamalidir
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Graf problemleriyle karsilagildiginda izlenecek temel adimlar sunlardir:

1.

2.

Problemdeki varliklar diigiim, iligkiler ise kenar olarak kurulabiliyor mu?

Graf yonli mii, yonsiiz mii? Kenarlarda maliyet veya agirlik tanimlanmig
mi?

Kenarlar agirliksiz ise en kisa yol i¢in BFS; kenarlar pozitif agirlikl ise
Dijkstra tercih edilmelidir.

Bir 6ncelik sirasi olugturulacaksa Topolojik Siralama, tiim diigiimleri en
az maliyetle baglamak isteniyorsa MST aranmalidir.
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C’ye Giris ve Kontrol Akisi

Bolim 20’de algoritmik fikirleri sézde kod diizeyinde tasarlamay: ele almigtik.
Ancak bu fikirleri donanimin anlayacagi, sinir durumlar: hatasiz igleyen ve zaman
kisitina uyan bir koda déntigtiirmek siirecin tamamlayict adimidir. C dili, donanim
kaynaklarina dogrudan erisim saglamasi, bellek modelini acik bigimde sunmasi ve
minimum g¢aligma zamani (runtime) ek yiikii getirmesi nedeniyle TUBITAK 1.
Asama sinavinin ve yarigsma programlamasinin temel araglarindandir.

Bu dogrultuda C programlama dilinin temel yap1 taglarim olugturan veri tipleri,
degigkenlerin bellekteki temsili, standart girdi/cikt1 iglemleri ve program akigim
belirleyen kosullu dallanma mekanizmalar: agagida adim adim agiklanmigtir.

29.1 Degiskenler, Tipler, printf/scanf

Bir algoritmanin calisabilmesi i¢in veriyi bellekte saklamasi, dontistiirmesi ve gir-
di/gikt1 kanallariyla etkilesime girmesi gerekir. C dilinde her verinin donanim
seviyesinde kargilik gelen bir boyutu, yorumlanma bigimi (tipi) ve bellekte belirli
bir adresi bulunur.

29.1.1 TIlk Program ve Bellek Sezgisi

Temel bir programla baglayarak igletim sistemi ile kod arasindaki calisma iligkisini
gorelim:

#include <stdio.h>

int main(void) {
printf ( );
return O;

Bu program derlenip caligtirildiginda igletim sistemi main fonksiyonunu cagi-
rir. #include <stdio.h> yonergesi, standart girdi/gikt1 (standard input/output)
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fonksiyonlarinin bildirimlerini iceren baglik dosyasimi koda dahil eder. return O;
ifadesi ise igletim sistemine programin basariyla sonlandigimi bildiren bir ¢ikis ko-
dudur (exit status). Degerlendirme sistemlerinde return 0; haricinde sifir olma-
yan bir degerle ¢gtkmak veya programin ¢okmesi, Runtime Error (Calisma Zamani
Hatas1) olarak kaydedilir.

29.1.2 Temel Veri Tipleri ve Temsil Simirlari

Bilgisayar bellegi bayt dizilerinden olugur. Bir degisken tanimlandiginda derleyici,
bu degiskene tipi kadar baytlik ardisik bellek alani ayirir.

Tanmim 29.1 (Temel Tam Say:1 Tipleri). C dilinde tam sayr degerlerini saklamak
i¢in kullamlan temel tipler ve 64-bit mimarilerdeki yaygin boyutlary sunlardur:

o char: 1 bayt (8 bit). Genellikle karakterleri saklar; sayisal olarak [—128,127]
veya [0,255] araliginda bir tam sayidur.

e int: Genellikle 4 bayt (32 bit). [—23%, 231 —1] aralgindaki tam sayplar: temsil
eder. Sayrsal karsilugn [—2 147 483 648, 2 147 483 647 arabgudir (~ £2-10°).

e long long: En az 8 bayt (64 bit). [—253,203 — 1] aralwgindaki tam saylar
saklar (= +9.22-1018).

o unsigned: Isaretsiz belirteci, en soldaki isaret bitini de biiyiiklik hesabina
katarak arabgu [0,2F — 1] yapar (Grnegin unsigned int igin [0,2%% — 1] ~
[0,4.29 - 10]).

Tanmim 29.2 (Kayan Noktal Tipler). Gergel sayilars IEEE 754 standardina gore
temsil eden tiplerdir:

o float: Tek duyarhkl (single precision), 4 bayt. Yaklasik 7 anlamly basamak
hassasiyetine sahiptir.

o double: (ift duyarlikly (double precision), 8 bayt. Yaklasik 15-17 anlamly ba-
samak hassasiyetine sahiptir. Hassasiyet kaybr riskini azaltmak adina gercel
sayilarda genellikle double tercih edilir.

Teorem 29.3 (Tam Say1 Tagmasi ve Tanimsiz Davranig). C standartlarina gore,
isaretli tam saylarda (signed int, signed long long) degerin temsil sinarlarina
asmasi tamamsiz davramgtir (undefined behavior, kisaca UB). Isaretsiz tam sa-
yilarda (unsigned) ise tagma tanamsiz degildir; Bolium 14 te ele aldigimiz modiiler
aritmetik kurallarina uygun bicimde hesaplama dogal olarak 28 modiiliinde yiirir:

a+b (mod 2%)
burada k degiskenin bit genisligidir.
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Agiklama ve Ispat Taslagi. Derleyiciler optimizasyon adimlarinda isaretli tam
say1 tagsmasmin hic gerceklesmeyecegini varsayar. Ornegin isaretli bir z icin x
+ 1 > x ifadesi dogrudan 1 (dogru) olarak sadelestirilebilir; oysa z = 23! — 1
iken tagma olursa deger —23! olur. Derleyici bu tagma ihtimalini hesaba katmak
zorunda olmadigindan, kod optimize edilirken beklenmeyen mantiksal hatalar
dogabilir. Isaretsiz tiirlerde ise tagma davranis: standart tarafindan 2% modiiliiyle
glivence altina alinmigtir. O

29.1.3 Bicgimlendirilmis Girdi ve Cikti: printf ve scanf

printf ve scanf, C dilinde girig ve cikig iglemlerinin merkezinde yer alir. Her iki
fonksiyon da bi¢im dizgileri (format strings) ve yer tutucular iizerinden galigir.

Tanim 29.4 (Sik Kullanilan Bicim Yer Tutuculari). Temel tiplerin printf ve
scanf ile okunup yazdirilmasinda kullanian belirtecler:

o \{}4d veya \{}i: Isaretli 32-bit tam sayr (int).

o \{}u: Isaretsiz 32-bit tam say (unsigned int).

o \{}411d: Isaretli 64-bit tam sayr (long long).

o \{}llu: Isaretsiz 64-bit tam sayr (unsigned long long).

o \{}f: printf icinde float veya double, scanf i¢inde yalnizca float.

o \{}lf: scanf icinde double okumak i¢in zorunludur. printf i¢inde
double i¢in hem \{}Jf hem de \{}ALf gecerlidir.

o \{}c: Tek bir karakter (char).

o \{}/s: Bosluk karakteriyle sonlanan karakter dizisi (string).

scanf fonksiyonuna argiiman aktarirken temel kural sudur: Degigskenin dogru-
dan degeri degil, bellekteki adresi iletilmelidir. Bu iglem adres operatorii olan &
(ampersand) ile yapilir:

int x;
scanf ( , &x); // z'in bellek adresine girilen saytiyi yazar

29.1.4 Coziimlii Ornekler

Ornek 29.5. Klavyeden girilen iki adet 32-bit tam sayuy okuyup toplamlarina
ekrana yazdiran, ancak toplam 32-bit stnirime astiginda dahi dogru sonucu veren
bir C programs yaziniz.
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Céziim. Girdiler a ve b olsun. Problemde a, b € [-2-10%,2-10°] araliginda degerler
alabilir. Bu durumda toplam ug noktalarda yaklasik 44 - 10? seviyesine ulasir ve
32-bit igaretli int tiiriiniin [—23, 23! — 1] s asar.

Bu nedenle toplama iglemi yapilmadan 6nce degerlerden en az biri long long
tiirtine déntugtiiriillmelidir. Aksi halde int ¢ = a + b; ifadesinde toplama iglemi
once int genigliginde yapilir, tagma gerceklegir (UB) ve sonug hatali olur.

Program su sekilde yazilabilir:

#include <stdio.h>

int main(void) {

int a, b;

if (scanf( , &a, &b) = 2) {
return O;

}

long long toplam = (long long)a + b;

printf( , toplam);

return O;

}

Burada (long long)a ifadesi acik tip doniigiimii (type casting) gergeklegtirir.
C’nin tiir déniigiim kurallarina gére bir terim long long oldugunda, diger te-
rim b de otomatik olarak bu tiire yiikseltilir ve toplama iglemi 64-bit genigliginde
tagmasiz tamamlanir. O

Ornek 29.6. Asaqidaki C kod parcasi calistirldiginda ¢iktist ne olur? Nedenini
Boliim 15°te gordigimiz ikiye timleyen (two’s complement) gésterimi tizerinden
acrklayimnaz.

unsigned int u = 0;
u =u - 1;
printf( s W5

Coziim. Isaretsiz 32-bit tam say1 tiiriindeki bir degisken 0 degerindeyken bellek-
teki 32 bitin tamami sifirdir:

(00000000 00000000 00000000 00000000)2

Bu degerden 1 cikarildiginda isaretsiz tasma kurali devreye girer. Aritmetik 232

modiiliinde caligtigindan:
0-1=-1=2%2 -1 (mod 2%?)
elde edilir. Ortaya ¢ikan bit dizilimi 32 adet 1 igerir:
(11111111 11111111 11111111 11111111)5 = 232 — 1 = 4294 967 295

Boylece ekrana 4294967295 yazdirilir. O
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Ornek 29.7. Asagidaki kod parcasimn ekrana ne yazdiracagine belirleyiniz:

int a =7, b = 2;
double d1 = a / b;

double d2 = (double)a / b;
double d3 = (double)(a / b);

Coziim. Ifadeler adim adim incelendiginde:

1. a / b: Iki degisken de int tiiriindedir. C’de tam say1 bolmesinde kesirli
kisim dogrudan atilir; dolayisiyla 7/2 = 3 elde edilir. Bu 3 degeri double
tiriindeki d1 degigkenine aktarilirken 3.0 olur.

2. (double)a / b: Tiir doniisiimiiniin islem onceligi yliksektir. (double)a ifa-
desi 7.0 gercel sayisini iiretir. Islem 7.0/2 haline gelir; C’nin 6rtiik tiir yiik-
seltme kurali geregi 2 de 2.0 degerine gevrilir ve kayan noktal bélme ile 3.5
bulunur. d2 degiskeni 3.5 degerini alir.

3. (double) (a / b): Parantez icindeki a / b bolmesi 6nce yapilir ve tam say1
boélmesiyle 3 sonucunu verir. Ardindan bu deger (double) ile doniistiiriilerek
d3 degiskenine 3.0 olarak atanir.

\{}%.2f belirteci virgiilden sonra 2 basamak yazdirdig: icin ¢ikti:
3.00 3.50 3.00
olur. O

Ornek 29.8. scanf ile ardisik bir tam sayr ve bir karakter okunurken ortaya
ctkan bogluk/satir sonu karakteri sorununu ve ¢ozimini gosteriniz.

Céziim. Su kod parcasini ele alalim:

int sayi;
char harf;
scanf ( , &sayi);
scanf ( , &harf);

Kullanic1 konsola 42 yazip enter tusuna bastiginda, girdi akigima (stdin) sirasiyla
'4' '2' ve satir sonu belirten '\{}n' karakteri eklenir.

o Ilk scanf ("\{}%d", &sayi) cagrisi sayisal karakterleri okuyup sayi = 42
yapar, ancak '\{}n' karakterini akigta birakir.

o Ikinci scanf ("\{}%c", &harf) cagrisi ise \{}%c belirtecinin bosluk veya
satir sonu karakterlerini otomatik atlamamasi nedeniyle dogrudan akista
bekleyen '\{}n' karakterini okur ve degigkene yazar. Program yeni bir ka-
rakter beklemeden akisi tamamlar.
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Bu durumu 6nlemek icin bi¢im dizesinde \{}%c Oniine bir bogluk eklenir:

scanf ( , &harf);

Bagtaki bu bogluk karakteri, scanf’in girdi akigindaki tiim ardigik bosluk, sekme
(\{}t) ve yeni satir (\{}n) karakterlerini titketmesini saglar. O

29.1.5 En Sik Yapilan Hatalar

o scanf iginde & isaretini unutmak: scanf ("\{}/d", x); yazldiginda
derleyici uyar1 verebilse de kod derlenebilir. Program calisma aninda x’in
mevcut degerini bir bellek adresi olarak kullanmaya kalkigir ve bellek erigim
ihlali (Segmentation Fault) ile sonlanir.

o double okurken \{}%f kullanmak: printf fonksiyonunda double igin
\{}%f yeterlidir; ancak scanf ile double okunurken mutlaka \{}%1f (long
float) kullamlmalidir. \{}%f kullanildiginda bellege yalmzca 4 bayt yazila-
cagindan veri bozulur.

o Isaretli tam say1 tagmasini gbzden kacirmak: Ornegin 10° x 10° = 100
islemi ara adimda 32-bit sinirin1 agar. long long res = a * b; yazildi-
ginda a ve b tiirti int ise ¢arpim 6nce 32-bit olarak hesaplanir (ve tagar),
ardindan tagmig deger res icgine atanir. Giivenli yaklagim (long long)a *
b bi¢iminde doéniisiim yapmaktir.
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29.2 if-else ve switch

Algoritmalar yalnizca ardigsik adimlardan ibaret degildir; verinin durumuna goére
farkli hesaplama yollarin1 segmek gerekir. C dilinde bu karar mekanizmalar
if-else bloklar1 ve switch coklu dallanma yapilariyla kurulur.

29.2.1 Mantiksal Dogruluk Sezgisi ve Karsilagtirma Operatorleri

Bolim 1’de mantiksal 6nermeleri ve dogruluk degerlerini gérmiistiik. C dilinin
ilk standartlarinda yerlegik bir boole (bool) tipi yer almiyordu; dogruluk mantig
dogrudan tam sayilar tizerinden tanimlanmistir:

o 0 degeri YANLIS (false) kabul edilir.

o Sifir digindaki biitiin tam sayilar (negatif sayilar dahil: —1,5,100)
DOGRU (true) kabul edilir.

Daha sonraki standartlarda <stdbool.h> baghgiyla bool, true (1) ve false (0)
tanimlanmis olsa da arka plandaki sayisal kural degismemistir.

Tanim 29.9 (iliskisel ve Mantiksal Operatorler). C dilindeki temel karsilastirma
araclary:

o lliskisel: == (esit mi), I= (farkle ma), <, >, <=, >=

o Mantiksal: &% (mantiksal VE), || (mantiksal VEYA), ! (mantiksal DEGIL).

Bu operatérler, kosul saglandiginda tamsayr olarak 1, saglanmadiginda O degeri
uretir.

Teorem 29.10 (Kisa Devre Degerlendirmesi / Short-Circuit Evaluation). Man-
tiksal ifadeler soldan saja dogru incelenir. Ifadenin genel sonucu kesinlestigi anda
kalan kissm calistiridmaz:

1. A &% B ifadesinde A yanls (0) ise, B’nin sonucuna bakilmaksizin ifadenin
tamama yanhstir; dolayisiyla B hic hesaplanmaz.

2. A || B ifadesinde A dogru (sifir disi) ise, B’nin sonucuna bakilmaksizin
ifade dogrudur; dolaysiyla B hi¢ hesaplanmaz.

Agiklama ve Ispat Taslagi. Kisa devre davramgi, derleyici tarafindan ortiik ko-
sullu atlama komutlarina doniigtiiriliir:

if (A \M{}&\{}& B) <= if (&) \{} if (B) \{}H ... \ {3} \{}}

Bu mekanizma tanimsiz durumlara ve program ¢okmelerine karsi 6nemli bir giiven-
cedir. Ornegin b!= 0 && a / b > 2 kontroliinde b = 0 oldugunda sag taraftaki
a / b bolmesi igletilmez; bdylece sifira bélme hatasi 6énlenir. O
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29.2.2 if-else Yapisi ve Asili Else (Dangling Else) Problemi

Temel kogullu dallanma kalib1 su gekildedir:

if (kosull) {

// kosull dogruysa calistir
} else if (kosul2) {

// kosull yanlis ve kosul2 dogruysa calisir
} else {

// hicbirt saglanmazsa calisir

3

Siislii parantez kullanilmadiginda derleyici yalnizca ilk komutu blok kapsamina
alir. Bu durum klasik Asuls Else sorununu dogurabilir:

if (x > 0)
if (y > 0)
printf("1");
else
printf("2");

Buradaki girintileme yanilticidir. C dilinin sézdizimi kuralina gore: Bir else,
kendisinden 6nce gelen ve heniiz eslesmemis olan en yakin if bloguna
baglanir. Dolayisiyla kodun gergek igleyisi soyledir:

if (x > 0) {
if (y > 0) {
printf("1");
} else {
printf("2");
}
}

x < 0 durumunda dis kosul saglanmadigindan ekrana herhangi bir ¢ikt1 verilmez.

29.2.3 switch-case Yapisi ve Diigme (Fall-Through) Ozelligi

Bir tamsay1 degiskenin cok sayida sabit degere gore dallanmasi gerektiginde
switch yapisi tercih edilir:

switch (ifade) {

case sabitl:
// ifade == sabitl ise buradan itibaren calisir
break;

case sabit2:
// ifade == sabit2 ise buradan ttibaren calisir
break;

default:
// hicbir case tutmazsa calisir
break;
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}

Tanim 29.11 (Diigsme (Fall-Through)). Bir case blogunun sonuna break; konul-
madiginda, program sonraki case etiketinin kosulunu denetlemeden alt satirlar
yuritmeye devam eder. Bu duruma disme (fall-through) adv verilir. Genellikle
unutulan bir break nedeniyle hata kaynagr olsa da kimi zaman bilingli olarak
kullanalar.

29.2.4 Coziimlii Ornekler

Ornek 29.12. Verilen bir yilin artik yil (leap year) olup olmadigina belirleyen
mantiksal ifadeyi ve C kodunu olusturunuz. (Kural: Bir il 4 ile tam boliniiyorsa
artik ypldir; ancak 100 ile tam bolinen yillardan yalnizea 400 ile tam bélinenler
artik yildur).

Céziim. Girdi yili Y olsun. Sartlar: inceleyelim:

e Durum 1: Yil 400’e béliintiyorsa kosulsuz artik yildir (Y (mod 400) == 0).

e Durum 2: Y1l 4’e boliiniip ayn1 zamanda 100’e boliinmiiyorsa artik yildir (Y
(mod 4) == 0 ve Y (mod 100) # 0).

Bu iki durum mantiksal VEYA (| 1) ile birlegtirilebilir:
(Y (mod 400) == 0) vV (Y (mod 4)==0AY (mod 100) % 0)

Kisa devre kuralindan yararlanmak icin, yillarin biiyiik béliimii 4’e boliinmedigin-
den yil % 4 == 0 kontroliinii en baga almak kontrol siirecini hizlandirir:

#include <stdio.h>

int main(void) {
int yil;
if (scanf( , &yil) != 1) return O;

if ((yil % 4 == 0 && yil % 100 '= 0) || (yil % 400 == 0)) {
printf( , yil);

} else {
printf ( , yil);

}

return 0O;

}

Operator onceliginde && operatorii | | operatoriinden 6nce gelse de agik parantez
kullanimi kodun dogrulugunu ve okunabilirligini korur. O

Ornek 29.13. Asaqidaki C programu calistymldiginda ekrana ne basar?
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#include <stdio.h>

int main(void) {
int =z = 2;
switch (z) {
case 1:
printf("A");
case 2:
printf("B");
case 3:
printf('C");
break;
case 4:
printf("D");
break;
default:
printf("E");
}
printf( );

return 0;

Céziim. Program akigini adim adim takip edelim:
1. x degiskeninin degeri 2’dir.
2. switch ifadesi dogrudan eslesen case 2: etiketine dallanir.
3. printf ("B"); calisir ve ekrana B yazdirilir.

4. case 2: blogunun sonunda break; bulunmadigindan akig bir sonraki satira
diser (fall-through).

5. case 3: etiketi denetlenmeksizin altindaki kod igletilir: printf ("C"); cali-
sir ve ekrana C eklenir.

6. case 3: blogunun sonundaki break; ifadesi switch gdvdesini sonlandirir.

Boylece ekrana basilan metin:

BC
olur. O

Ornek 29.14. Asaqidaki kod parcasinin ¢iktising belirleyiniz:

int a = 0, b = 5;
if (a++ €4 ++b) {

printf( , a, b);
} else {
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printf( , a, b);

Céziim. Bu soru kisa devre degerlendirmesi ile artirma operatorlerinin etkilegsimini
sinar:

1. a++ && ++b ifadesinde 6nce sol taraf degerlendirilir: a++.

2. a++ ifadesinin o anki degeri a’nin baslangictaki degeri olan 0’dir. Ifade de-
gerlendirildikten hemen sonra yan etki (side-effect) olarak a bir artirilarak
1 olur.

3. Mantiksal VE (&&) isleminin sol tarafi 0 (yanls) degerini aldigindan kisa
devre kurali devreye girer.

4. Sag taraftaki ++b ifadesi hi¢ ¢aligtirilmaz; dolayisiyla b degiskeni 5 olarak
kalir.

5. Kogul saglanmadig i¢in else bloguna gecilir.
Sonug olarak ekrana basilan ¢ikti:
Yanlis: 1 5
seklindedir. O

Ornek 29.15. Uc kenar uzunlugu verilen bir ticgenin gecerli olup olmadigina,
gegerliyse eskenar, ikizkenar veya cesitkenar oldugunu belirleyen kodu yaziniz.

Coziim. Kenar uzunluklar a,b,c > 0 olsun. Ucggen esitsizligi geregi iicgenin cizi-
lebilmesi i¢in her kenar diger iki kenarin toplamindan kesinlikle kii¢iik olmalidir:

a<b+c ve b<a+c ve c<a+b
Eger bu kogullar saglaniyorsa {iggen gecerlidir ve tiirii belirlenebilir:

e a = b= cise egskenardir.
o Yalnizca iki kenar esitse ikizkenardir: (a =b) V (b=1c¢) V (a = ¢).

o Aksi halde gesitkenardr.

Program su bicimde kurulabilir:

#include <stdio.h>
int main(void) {

long long a, b, c;
if (scanf( , &a, &b, &c) '= 3) return 0;
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}

// Ucgen esitsizligi kontrolu

if (a+b<=c|la+c<=b ||l b+c<=a)A{
printf ( )

} else if (a == b && b == ¢c) {
printf ( );

} else if (a==Db || b==c || a ==2¢) {
printf( );

} else {
printf ( );

return O;

Kenar uzunluklarinin biiyiik tam sayilar girilebilecegi goz oniine alinarak a + b
toplaminda tagmay1 onlemek amaciyla degigskenler long long tipinde tanimlan-
migtir. O

29.2.5 En Sik Yapilan Hatalar

Esitlik operatorii == yerine atama operatorii = yazmak: if (x = 5)
yazildiginda z degigkenine 5 atanir. Atanan deger sifirdan farkl oldugu igin
kosul her zaman dogru kabul edilir.

Matematiksel zincirleme karsilagtirmalar: dogrudan C s6zdizimine
aktarmak: Matematikteki 1 < = < 10 ifadesi C dilinde 1 < x < 10 bigi-
minde yazilirsa s6zdizimi hatas1 vermez ancak mantiksal olarak yanhg ¢aligir.
C bu ifadeyi soldan saga (1 < x) < 10 geklinde hesaplar. 1 < x alt ifadesi
duruma gore 0 veya 1 sonucunu iiretir; bu degerler de her haliikarda 10’dan
kiiciik oldugundan kosul z’ten bagimsiz olarak daima dogru cikar. Dogru
yazim 1 < x && x < 10 seklindedir.

switch yapisinda break komutunu unutmak: Istenmeyen bir fall-
through davranigi sonraki tiim durumlarin sirayla calismasina neden
olur.

Kosul satirinin sonuna noktali virgiil koymak: if (x > 0); seklinde
bir noktali virgiil yerlestirildiginde kosulun gévdesi bos sayilir; ardindan ge-
len blok koguldan bagimsiz bigimde daima igletilir.
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Bolum 30

Dongiiler ve Fonksiyonlar

Algoritmik diigiincenin kalbinde iki temel ihtiya¢ yatar: bir iglemi belirli bir kural
dahilinde defalarca tekrarlamak ve karmasik bir problemi bagimsiz, yonetilebi-
lir alt parcalara boélmek. Onceki béliimde gérdiigiimiiz sirali yiiriitme ve kosullu
dallanma yapilari, bilgisayara yalnizca sonlu ve dallanan yollar ¢izebilmemizi sagli-
yordu. Ancak girig boyutu n oldugunda, n’e bagh sayida adim tek tek elle yazmak
imkansizdir.

Algoritmalarin yiiriitme giiclini katlayan dongii mekanizmalar: ile program
mimarisinin omurgasini olusturan fonksiyon soyutlamasi bu béliimiin ana konu-
sudur. TUBITAK 1. Asama smavinda sikca karsimiza c¢ikan dongii izleme (kod
okuma), iterasyon sayisi hesaplama, dongii degismezleri (loop invariants) kurma
ve fonksiyonlarin bellek modelini (¢agr1 yigini) anlama becerilerini somut 6rnek-
lerle ele alacagiz.

30.1 Dongiiler

30.1.1 Motivasyon ve Temel Sezgi

Bir matematik probleminde 1’den 100’e kadar olan tam sayilarin toplamini bul-
mamiz istendiginde, Gauss’un yontemini kullanarak w = 5050 sonucuna
dogrudan ulagabiliriz. Ancak bilgisayar programlama diinyasinda her bagintinin
kapali bir cebirsel formiilii bulunmaz. Ornegin, klavyeden girilen bir saymin asal
olup olmadiginmi sinamak, bir tam sayimnin iki tabanindaki basamaklarini saymak
veya Collatz dizisinin ka¢ adimda 1’e ulagtigini gormek icin adimlar: teker teker
yuriitmek gerekir.

Déngiiler, belirli bir mantiksal kogul dogru (true) oldugu siirece bir kod blo-
gunu art arda calistiran kontrol yapilaridir. Programlamanin sundugu en temel
gli¢, sonlu satirda kod yazarak dinamik iglem adimlar: tiretebilmektir.
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30.1.2 while Dongiisii

En yalin déngii yapisi while dongiisiidiir. Calisma mantigi dogrudan bir kogullu
ifadeye dayamr: "Kosul saglandig: siirece bu blogu tekrarla.”

Tanim 30.1 (while Dongiisti). Bir kosul ifadesi ve bir dongii govdesinden olusan;
kosul her adiman baginda dogru (1 veya true) degerini urettigi middetce govdesini
isleten dongi yaprsina while dongilist denir. Kogul yanhs (0 veya false) oldugu
anda dongi sonlanir ve akis déngiinin ardindaki ilk satirdan devam eder.

Somut bir problem ele alalim: Pozitif bir n tam sayisinin onluk tabandaki ba-
samaklarmin toplamini bulmak istiyoruz. Ornegin n = 3845 olsun. Son basamag:
elde etmek igin n (mod 10) iglemini yapariz (5). Ardindan bu basamaktan kur-
tulmak igin tamsay1 bolmesiyle n < |n/10] yazariz (384). Say1 0 olana kadar bu
adimi tekrarlarsak tiim basamaklar: tiiketmis oluruz.

int n = 3845;
int toplam = 0;

while (n > 0) {
toplam += n % 10; // Son basamagi ekle
n /= 10; // Son basamagi at

Bu islem adim adim s6yle ilerler:

—_

. Baglangicta: n = 3845, toplam = 0. Kosul 3845 > 0 dogru.
2. 1. Adim: toplam = 045 = 5, n = 384. Kogul 384 > 0 dogru.
3. 2. Adim: toplam =5+ 4 =9, n = 38. Kosul 38 > 0 dogru.
4. 3. Adim: toplam =9+ 8 =17, n = 3. Kosul 3 > 0 dogru.

5. 4. Adim: toplam = 17 4+ 3 = 20, n = 0. Kosul 0 > 0 yanls.
6. Dongii biter; sonug 20°dir.

Ayni mantigr C programinda tam bir akigla gorelim:

int main(void) {
int n = 3845;
int sum = O;
while (n > 0) {
sum +=n % 10;
n /= 10;
}

return O;

Burada dikkat edilmesi gereken énemli bir nokta, C dilinde degigken tiirii tam-
say1 (int) oldugunda / operatoriiniin dogrudan alt taban degerini hesaplamasidir.
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30.1.3 for Dongiisii

Genellikle tekrar sayisi 6nceden bilinen ya da belirli bir aralikta bir saya¢ degis-
keninin adim adim ilerletildigi durumlarda for doéngiisii tercih edilir.

C dilinde for dongiisii ti¢ temel bilegenden olugur:

for (baglangig; kosul; giincelleme) { gdvde }
Bu itigliiniin ¢alisma sirasi belirli bir kurala baglhdir:

1. Baglangi¢ (Initialization): Dongliye girilmeden 6nce yalnmzca bir kez ga-
ligtirilir.

2. Kosul (Condition): Her iterasyonun (adimin) baginda denetlenir. Yanlsg
ise dongii aninda terk edilir.

3. Govde (Body): Kosul dogru ise govdedeki kodlar icra edilir.

4. Giincelleme (Increment/Update): Gévde tamamlandiktan hemen sonra
sayag guncellenir ve dogrudan 2. adima (kosul denetimine) doniiliir.

int toplam = O;
for (int 1 = 1; i <= n; i++) {
toplam += i;

}

Sayag temelli klasik bir toplama doéngiisii su gekildedir:

int sum = 0;
for (int i = 1; i <= n; i++) {
sum += i;

3

Dongii sinirlarini belirlerken son degerin araliga dahil olup olmadigi dikkatle
izlenmelidir.

30.1.4 do-while Dongiisii

Klasik while ve for dongiilerinde kogul gévdeden once denetlenir; bu nedenle
kosgul en bagta saglanmiyorsa gévde hi¢ calismayabilir. Ancak baz algoritmik du-
rumlarda gévdenin en az bir kez caligmas: gerekir.

Tanim 30.2 (do-while Déngtisii). Kosul denetimini gévdenin sonunda gercekles-
tiren dongi tdridir. C dilinde sézdizimi:

do {
// Govude (en az bir kez calisir)
} while (kosul);
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seklindedir.

Ornegin, kullanicinin girdigi pozitif tam saymim basamak sayisini hesaplar-
ken n = 0 6zel durumunu ele alahm. Eger standart while (n > 0) kurarsak,
n = 0 i¢in dongiliye hi¢ girilmez ve basamak sayis1 hatali sekilde 0 bulunur. Oysa
do-while ile yazilirsa:

int n = O;
int basamak_sayisi = O;
do {
basamak_sayisi++;
n /= 10;
} while (n > 0);

Kod blogu bir kez ¢aligir, basamak_sayisi 1 olur, n yine 0 kalir ve kosul 0 > 0
yanlig oldugu i¢in déngi sonlanir. Say1 0 dahi olsa dogru basamak sayisi olan 1’e
ulagilir.

30.1.5 Akis Kontrol Ifadeleri: break ve continue

Dongiiniin normal mantiksal akisini degistirmek amaciyla iki anahtar kelime kul-
lanilir:

e break: Icinde bulundugu en yakin déngiiyii aninda sonlandirir. Program
akigi dongii blogunun hemen sonrasina atlar.

e continue: Dongii gbvdesindeki geri kalan komutlar: atlayarak dogrudan bir
sonraki iterasyona gecer. for dongiisiinde bu, giincelleme adiminin ¢aligtiril-
mas1 anlamina gelir.

Ornek 30.3. Asagidaki C kod parcasi calistirildiginda ekrana ne yazdirilir?

int toplam = 0;
for (int % = 1; i <= 10; i++) {
if (i 4 3==0)1

continue;
}
if (¢ >7) {
break;
}
toplam += 4
}
printf( , toplam);

Coziim. Adim adim sayag degerlerini izleyelim:
e i=1:1(mod3)#0,1#7 = toplam=0+1=1.
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e 1=2:2 (mod 3)#0,2 %7 = toplam=1+2=3.

e i =3:3 (mod 3) == 0 = continue galigir, dongiiniin sonuna atlar,
toplama eklenmez.

e i=4:4 (mod 3)#0,4 %7 = toplam=3+4=T.
6: 6

mod 3) == 0 = continue ¢algir, atlanir.

( )

e i =55 (mod3)#£0,5#7 = toplam=7+5=12.
( ) =
(

e i =77 (mod3)#0,7%#7 = toplam =124+ 7 =19.

e i =28 8 (mod 3) # 0, fakat 8 > 7 kosulu saglanir. break ¢aligir ve dongii
tamamen terk edilir.

Sonug olarak ekrana 19 yazdirilir. O

30.1.6 Dongii Degismezi (Loop Invariant)

Bir dongiiniin hedeflenen isi dogru yaptigini matematiksel kesinlikle gostermek
icin dongii degismezlerinden yararlaniriz. Bilgisayar biliminde déngii dogrulugu,
Boliim 2’de gordiigiimiiz matematiksel tiimevarimin ve Boliim 18’de inceledigimiz
invaryant kavraminin programlama diinyasindaki izdiigiimiidiir.

Tanim 30.4 (Dongii Degismezi). Bir dongiiniin her iterasyonundan énce ve sonra
dogru kalmay sirdiiren mantiksal énermeye dongi degigmezi (loop invariant)
denir.

Bir dongii degismezinin gegerliligi ii¢ adimda ispatlanir:

1. Baslangi¢ (Initialization): Déngiiniin ilk iterasyonundan 6nce &nerme
dogrudur (timevarimin taban adimi).

2. Siirdiirme (Maintenance): Dongiiniin herhangi bir iterasyonundan énce
Onerme dogruysa, iterasyonun goévdesi icra edildikten sonra da dogru kalir
(tiimevarim adimi).

3. Sonlanma (Termination): Dongii sona erdiginde, degismezin dogrulugu
ve dongiiniin sonlanma kogulu bir araya gelerek algoritmanin hedeflenen
sonucu iirettigini gosterir.

Ornek 30.5. Dizi toplamina hesaplayan bir algoritmanin dojrulujunu dongt de-
gismezi ile gosteriniz:

int s = 0;

for (int %2 = 0; i < n; i++) {
s += A[i];

}
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Céziim. Degismez 6nermemiz su olsun: ”k’inci iterasyon baglamadan once, s =
Z;:é Alj] esitligi gegerlidir.”
o Baslangig: ¢ = 0 iken heniiz dongiiye girilmemigtir. Tanim geregi s = 0’dir
ve bog toplam 0’a egittir. Degismez dogrudur.

e Siirdiirme: ¢ = k adim1 baglamadan 6nce degismezin dogru oldugunu, yani
s = Z;Zé Alj] oldugunu varsayalim. Gévde caligtirildiginda s degerine A[k]
eklenir:

k—1 k
syeni = s+ AR = | D A[j] | + Akl =D A[j)
j=0 Jj=0

Giincelleme adiminda ¢ degeri k 4 1 yapilir. Boylece yeni iterasyon baglama-

dan once s = Zy:gl)_l Alj] sart1 saglanmig olur. Degismez korunur.

e Sonlanma: Dongii ¢ = n oldugunda durur. Degismezimiz bu anda s =
Z}:& A[j] oldugunu sdyler. Bu da tam olarak A[0], A[1],..., A[n — 1] ele-
manlariin toplamidir. Algoritma dogru bicimde sonlanir.

O

30.1.7 1I¢ ice Dongiiler (Nested Loops) ve Adim Sayis1 Analizi

TUBITAK 1. Asama smavinda sik rastlanan soru tiplerinden biri, i¢ ice gecmis
dongtilerin toplam kag¢ kez caligtigini (veya ekrana kag kez ¢ikt1 verdigini) hesap-
lamaktir.

Bir dongiintin govdesinde bagka bir dongii yer aldiginda, digtaki dongiiniin her
bir adiminda icteki dongii bagtan sona tekrar calisir. Eger dig dongii N kez, ig
dongii her seferinde M kez déniiyorsa toplam adim sayist NV x M olur. Ancak
¢ogu algoritmada i¢ dongiiniin sinirlar1 dis dongiiniin degiskenine baghdir.

Ornek 30.6. Asagidaki kod parcasinda sayac++ satur toplam kag kez ¢alisturilur?

int sayac = 0;
for (int © = 1; 4 <= n; i++) {
for (int j = 1; j <= %; j++) {
sayact+;

}

(Coziim. Dig dongilideki ¢ degigkeninin aldigi her deger i¢in i¢ dongiiniin kag kez
caligtigini listeleyelim:

o i=1i¢in: j € {1} = 1 kegz,
o i =2i¢in: j € {1,2} = 2 kez,
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e i=3ic¢in: j €{1,2,3} = 3 kez,
o i=mnigin: j€{1,2,...,n} = n kez.

Toplam adim sayisi, ardisik sayilarin toplamidir:

n

. n(n+1)
T = = e S
(n) Z i=1+2+3+ +n 5
i=1
Bu toplam O(n?) karmagikhigina karsilik gelir. O

Ornek 30.7. Asagidaki kod parcasinda printf fonksiyonu kag kez cagrilir?

for (int % = 1; i <=n; 1 *=2) {
for (int j = 1; j <= n; j++) {
printf("+");
}

Céziim. Dig donginiin artis bigimine dikkat edelim: 7 degiskeni birer birer degil,
ikiye katlanarak artmaktadir: 1,2,4,8,16,...,2* < n.

Burada dig dongii tam olarak |log, n| 41 kez doner. I¢ déngii ise i’den bagimsiz
olarak her seferinde n kez calisir. Dolayisiyla toplam ¢agri sayisi:

T(n) =n-([logyn] +1)

olur. Bu igslem O(nlogn) karmagikhgimdadir. O

30.1.8 Coziimlii Ornekler

Ornek 30.8. Asagidaki kod blogu yiritildikten sonra x dediskeninin son dederi
ne olur?

int =z = 0;
for (int © = 1; 1 <= 4; i++) {
for (int j = i; j <= 4; j++) {
for (int k = 1; k <= j; k++) {
T++;

E

}

Coziim. Ug adet i¢ ice déngii bulunmaktadir ve en icteki islem 2’i 1 artirmaktadir.
Dolayisiyla z’in son degeri, agagidaki kogullar: saglayan (4, j, k) tamsayi ti¢liilerinin
sayisina esittir:
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Sabit bir j degeri igin i’nin alabilecegi degerler 1 < i < j arahgindadir (¢linkii
i < j sart1 gegerlidir). Yani belirli bir j igin tam j tane gegerli i degeri bulunur.

Ayni zamanda k degigskeni de 1’den j’ye kadar ilerlemektedir; dolayisiyla k da
j farkli deger alabilir.

Buna gore her bir j € {1,2,3,4} degeri i¢in olusturulabilecek (i, k) ¢iftlerinin
sayist j X j = j2 olur. Toplam adim say1si:

4
r=Y F=1"4+22+3+4>=1+44+9+16=30
j=1

olarak hesaplanir. ]

Ornek 30.9. Pozitif birn tam sayisinan asal olup olmadigina O(y/n) karmagiklikta
sinayan algoritmaiyr tasarlayiniz ve sonlanma garantising gosteriniz.

Céziim. Bolum 12’de gordigiumiiz tizere, bir n sayisi bilesik ise n = a - b seklinde
yazilabilir. Eger hem a > y/n hem de b > /n olsaydi, carpimlari a-b > /n-y/n =n
geligkisini dogururdu. O halde ¢arpanlardan en az biri < /n olmak zorundadir.
Bu nedenle 2’den baglayarak [/n]’ye kadar olan sayilar1 denemek yeterlidir.

int asal_mi = (n >= 2); // 0 ve 1 asal degildir

for (int d = 2; d * d <= n; d++) {
if (@ % d ==0) {
asal_mi = 0; // Bolen bulundu, asal degil
break; // Bosuna devam etme, erken cik

Burada dongii kogulu olarak d < \/n yerine d * d < n yazilmigtir. Bu tercih,
karekok fonksiyonundaki kayan noktali say1 (floating point) yuvarlama hatalarin-
dan ve ek fonksiyon ¢agrisi maliyetinden kacinmak icin standart bir yaklagimdir.
Eger n bir boélen igeriyorsa break ile dongiiden derhal cikilir; bélen yoksa d sayisi
|v/n| + e ulagtiginda kosul bozulur ve dongii sonlanir. O

30.1.9 En Sik Yapilan Hatalar

1. Bir Eksigi / Bir Fazlas1 Hatas1 (Off-by-One Error): Dongii sinirla-
rinda < ile < ayrimini yanhs yapmak. Ornegin n elemanh bir diziyi gezerken
for (int i = 0; i <= n; i++) yazilirsa, bellek sinirlarinin digina gikila-
rak A[n] elemanima erigilmeye caligihr (segmentation fault veya tanimsiz
bellek okuma).

2. Sonsuz Dongii (Infinite Loop): Dongii kogulunu etkileyen degiskenin
gévdede gilincellenmesinin unutulmasi:
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int 1 = 1;
while (i <= 10) {
printf( , 1)
// i+t yazilmast unutulursa sonsuz dongu olusur!

3. Dongii icinde Dongii Degigkenini Bozmak: i¢ ice dongiilerde yanlig-
likla her iki dongiide de ayni sayaci kullanmak:

for (int i = 0; i < n; i++) {
for (int i = 0; i < m; i++) { // HATA: Dis dongunun %'si ezildi!
/S
}

30.2 Fonksiyonlar

30.2.1 Motivasyon ve Modiilerlik Ilkesi

Uzun bir algoritmay1 tek bir blok halinde (main iginde) yazmak {i¢ temel soruna
yol agar:

1. Kod Tekrari: Ayni matematiksel hesabi (6rnegin iki saymin EBOB’unu
bulma veya kombinasyon hesaplama) programin birkag farkli yerinde yap-
mamiz gerektiginde, kodu kopyalayip yapistirmak hata olasiligini artirir.

2. Hata Ayiklama Giicliigii: Bir degigskenin degerinin nerede bozuldugunu
takip etmek zorlagir.

3. Zihinsel Yiik: Biiyiikk problemleri kii¢iik, bagimsiz ve tek bir isi yerine
getiren alt birimlere ayirmak programin anlagilirligini saglar.

Fonksiyonlar, belirli bir gérevi yerine getiren, parametre alabilen ve bir sonug
iiretebilen bagimsiz alt programlardir.

30.2.2 Fonksiyon Anatomisi ve Cagr1 Yigim (Call Stack)
C dilinde bir fonksiyon su genel sablona sahiptir:

donus_turu fonksiyon_adi(parametre_listesi) { govde }

Bir fonksiyon ¢agrildiginda bilgisayar bellegindeki igleyisi kavramak, degisken
kapsami (scope) sorularim ¢ézmenin temelidir.
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Tanmim 30.10 (Cagr1 Yigim ve Yigin Cergevesi). Program yiritilirken ¢agrilan
her fonksiyon igin bellegin yagan (stack) bolgesinde bir yrigan gergevesi (stack
frame) agilir. Bu gercevede:

e Fonksiyona aktarilan parametreler,
o Fonksiyonun iginde tanimlanan yerel degiskenler (local variables),

o Fonksiyon igini bitirdiginde geri donecegi adres (return address)

saklanir. Fonksiyon tamamlandiginda (return), agilan yigin cercevesi bellekten
silinir (pop edilir) ve kontrol ¢agiran fonksiyona geri doner.

Yerel degigkenlerin 6mrii (lifetime) ait olduklar1 fonksiyonun ¢aligmasiyla sinir-
hdir; kapsamlar: (scope) ise yalnizca o fonksiyon blogudur.
30.2.3 Parametre Aktarim Mekanizmalari
Programlama dillerinde argimanlarin fonksiyonlara nasil aktarildigi, degigskenlerin
degerlerinin kalici olarak degisip degismeyecegini belirler.
1. Deger ile Aktarim (Pass-by-Value)

C dilinde temel tiirler fonksiyona kopyalanarak aktarilir. Fonksiyon parametre ola-
rak orijinal degigkenin kendisini degil, o anki degerinin bir kopyasini alir. Fonksi-
yon icinde bu parametre tizerinde yapilan hicbir degisiklik cagiran yerdeki orijinal
degigskeni etkilemez.

Ornek 30.11. Asagidaki C programa calisturildiginda ¢iktist ne olur?

void arttir(int a) {
a =a + 5;

}

int main() {
int = 10;
arttir(z);
printf( s T);
return O;

(Céziim. main fonksiyonunda = degigkeni igin bellekte bir yer ayrilir ve igine 10
yazilir. arttir(x) cagrildiginda, arttir fonksiyonunun yigin cergevesinde yeni
bir a degiskeni olusturulur ve 2’in degeri olan 10 bu degigskene kopyalanir.

Fonksiyon icinde a degigkeni 15 yapilir; ancak bu islem yalnizca kopyay1 degis-
tirmigtir. Fonksiyon tamamlandiginda arttir’in y1gin cercevesi kaldirilir. Kontrol
main’e dondiigiinde x degiskeni hala 10’dur. Dolayisiyla ekrana 10 yazdirilir. [
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2. Isaretci ile Aktarim (Pass-by-Pointer)

Eger bir fonksiyonun cagiran taraftaki bir degigskeni dogrudan giincellemesini isti-
yorsak, fonksiyon parametresi olarak degiskenin degerini degil, bellekteki adresini
gondermeliyiz. Bu mekanizmaya C dilinde igaretgiler (pointers) aracihigiyla ulagi-
lir.

Ornek 30.12 (iki Degiskenin Degerini Takas Etme — Swap). [ki tamsay: degis-
keninin degerlerini birbiriyle degistiren fonksiyonu dogru kuralim.:

void takas(int *z, int *y) {
int gectict = *xz; // z'in isaret ettigi adresteki degeri al
*T = *y; // y'nin adresindeki degeri z'in adresine yaz
*y = gecici; // gecici degert y'nin adresine yaz

int main() {
int a = 3, b = 7;
takas (¢a, &b); // a ve b'nin bellek adreslerini gonderiyoruz
printf( , a, b);
return 0;

Ac¢iklama. Burada &a ifadesi ”a’nin bellek adresi” demektir. takas fonksiyonun-
daki int *x ise "bir tamsayimnin adresini tutan isaret¢i” anlamina gelir. Fonksiyon,
adresleri kullanarak dogrudan main’in bellegindeki degerlere erigir ve bunlar1 ye-
rinde degistirir. Cikti: a = 7, b = 3 olur. O

3. Gosterici ile Dinamik Yapilarin Giincellenmesi

C dilinde dinamik yapilar1 bir fonksiyona aktarirken yapinin adresini igaretci ola-
rak vermek, fonksiyon icindeki degisikliklerin kalici olmasini saglar:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

typedef struct {
int *data;
size_t size;
size_t capacity;
} List;

void modify_list(List *list) {
if (list->size >= list->capacity) {

size_t new_capacity = list->capacity == 0 7 4 : list->capacity *
2;

int *new_data = (int *)realloc(list->data, new_capacity * sizeof (
int));
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if ('new_data) {
return;
b
list->data = new_data;
list->capacity = new_capacity;
b

list->datal[list->size++] = 99;

int main(void) {
List a;
a.size = 3;
a.capacity = 4;
a.data = (int *)malloc(a.capacity * sizeof(int));
if (la.data) {

return 1;
}
a.datal[0] = 1;
a.datal[1] = 2;
a.data[2] = 3;

modify_list(&a);

printf("[");
for (size_t i = 0; i < a.size; i++) {
printf ( , a.data[i], (i == a.size - 1) 7 : )
}
printf( )

free(a.data);
return O;

30.2.4 Coziimlii Ornekler

Ornek 30.13. Asagidaki C programa calistirildiginda ¢iktist ne olur?

int f(int #p, int c) {
c=c¢ -1,
if (¢ == 0) return 1;
*p = ¥p + 2;
return f(p, c) * (*p);

int main() {
int =z = 2;
int sonuc = f(éz, 3);
printf( , T, sonuc);
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return O;

Cézim. Fonksiyona x’in adresi (&x) ve ¢ = 3 degeri aktarilmaktadir. Fonksiyon
cagrilarii yigin mantigiyla adim adim izleyelim:

1. 1. Gagr: f(&z,3)
° 623*1:2
o ¢==0 yanls (c = 2).
e ¥xp=*p+2 — =2+ 2 =4 olur.

o Donecek deger: f(&x,2) x (xp). (*p garpimi, igerideki rekiirsif ¢agri
sonuglandiktan sonra hesaplanacaktir.)

2. 2. Gagrr: f(&x,2)
e C = 2 — 1 = 1
o ¢c==0yanlsg (c=1).
e xp=xp+2 — x =4+ 2 =06 olur.
o Donecek deger: f(&x,1) x (xp).
3. 3. Gagrr: f(&x,1)
e c=1-1=0.

e ¢ == 0dogru. Dogrudan 1 doéndiiriir. x degeri degismez, 6 olarak kalir.

Geri doniig yolunu (y1gimin ¢oziillmesini) takip edelim:
e 2. Cagrimin dontisii: f(&x,1) x (xp) =1 x 6 =6.
o 1. Cagrinin doniisii: f(&x,2) x (xp) =6 x 6 = 36.

Sonug olarak main icinde z = 6 ve sonuc = 36 olarak bulunur. Ekrana basilan
satir: x = 6, sonuc = 36. ]

Ornek 30.14 (Oklid Algoritmas ile EBOB). [ki pozitif a ve b tam sayisimin en
biiyiik ortak bélenini (ged(a,b)) dongiisel olarak hesaplayan fonksiyonu yaziniz ve
dongii degismezini kurunuz.

Céziim. OKklid algoritmasinin matematiksel temelini Béliim 13’te ele almistik; bu-
rada ayni algoritmay1 dongii degismezi cercevesinde, C dilinde kodlamaya odakla-
nacagiz. Oklid bagmtisina gore ged(a,b) = ged(b, a (mod b)) ve ged(a,0) = a’dir.
Bu indirgemeyi b sifir olana kadar stirdiiririz:
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int ebob(int a, int b) {
while (b !'= 0) {
int kalan = a % b;

a = b;

b = kalan;
}
return a;

Dongii Degigmezi: Dongiiniin her adiminda ged(ayeni, byeni) = g¢d(Geski, beski)
esitligi korunur. a (mod b) < b oldugundan, her adimda b kesin olarak kiigiiltir;
dolayisiyla dongii sonlu sayida adimda b = 0 durumuna ulagmak zorundadir. b = 0
oldugunda ged(a, 0) = a esitliginden dolay: sonug a olur. O

Ornek 30.15 (ikili Us Alma — Binary Exponentiation). Verilen bir taban a ve
pozitif tamsay is n i¢in o™ degerini O(logn) zamanda dongiisel olarak hesaplayan
fonksiyonu tasarlayimiz.

Coziim. Buradaki temel fikir sudur: Eger n cift ise a™ = (a?)"/? yamlabilir. Eger
n tek ise a® = a-a" ! olur. Ussiin ikili tabandaki basamaklarini soldan saga veya
sagdan sola tarayarak O(n) yerine O(logn) adimda sonuca ulagabiliriz.

long long us_al(long long a, long long n) {
long long sonuc = 1;
while (n > 0) {
if m% 2==1) { // n'in son biti 1 mi?
sonuc *= a;

= a * a; // Tabani karele
/= 2; // Ussu ikiye bol

B Y

3

return sonuc;

Degismezimiz her adim baginda sonuc - a™ = AN (baslangictaki degerler) esitli-
gidir. n = 0 oldugunda sonuc = A" elde edilir. O

30.2.5 En Sik Yapilan Hatalar

1. Doniis Degeri Olmayan Dal Birakmak: Bir fonksiyonda doéniig tiiri
int tamimlanmigsa, her olasi kosul dalindan mutlaka bir return ifadesi gec-
melidir. Aksi halde tamimsiz davrams (undefined behavior) olusur:

int isaret(int n) {
if (n > 0) return 1;
else if (n < 0) return -1;
// HATA: n == 0 durumunda ne donecegi tanimstizdir!
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2. Yerel Degigkenin Bellek Adresini Dondiirmek (Dangling Pointer):
Fonksiyon tamamlandiginda yerel degiskenlerin yi1gin cercevesi bellekten si-
linir. Bu nedenle fonksiyon i¢inde tanimlanan bir yerel degiskenin adresini
return ile dondiirmek ciddi bir hatadir:

int* hatali_fonksiyon() {
int x = 42;
return &x; // HATA! x fonksiyon bittigi an yok olur.

3. Global Degisken Bagimhligi: Fonksiyonlarin girdilerini parametre almak
yerine global degiskenlerden okumasi ve degistirmesi, ongoériillemeyen yan
etkilere (side-effects) yol acar. Fonksiyonlar miimkiin mertebe saf (pure) ve
dis ortamdan bagimsiz tasarlanmalidir.

443



Bolim 31

Diziler, Stringler ve Pointer

31.1 Diziler

Bilgisayar biliminde en sik karsilagilan durumlardan biri, aym tiirden ¢ok sayida
veriyi bir arada tutmak, bu verilere hizlica erigsmek ve iizerlerinde toplu iglemler
gerceklestirmektir. Ornegin, bir smiftaki 100 6grencinin smav notlarmi islemek
istedigimizi diistinelim. Dizi yapisi kullanilmasaydi, programda su sekilde ayr: ayri
tanimlamalar yapmak gerekirdi:

notp, noty, noto, . .., notgg

Bu yaklagim iki temel soruna yol acar: ki, 100 farkli degisken ismi tanimlamanin
kodun okunabilirligini ve bakimini zorlastirmasidir. kincisi ve daha énemlisi, .
O6grencinin notuna bir déngi degiskeni araciligiyla dinamik olarak erisilememesidir;
yani not; biciminde bir degiskene caligma zamani indisiyle dogrudan ulagilamaz.

Diziler (arrays), ayni tiirden verilerin bellekte kesintisiz bigimde ardigik yerlegti-
rildigi ve her bir elemanina bir tam say1 indisi (index) yardimiyla dogrudan, sabit
zamanda (O(1)) erigilebilen en temel veri yapisidir.

31.1.1 Tek Boyutlu Diziler ve Bellek Modeli

Bir dizinin ¢aligma mantigini anlamak i¢in bilgisayarin ana bellegi (RAM), bayt
bayt numaralandirilmis dogrusal bir cetvel gibi diigtinulebilir.

Tanim 31.1 (Tek Boyutlu Dizi). Ayne veri tipinden n adet elemanin bellekte
ardisik hiicrelerde saklandigr veri yapisina tek boyutlu dizi denir. T tipindeki
elemanlardan olusan n wzunlugundaki bir dizi A olsun. Indis kiimesi {0,1,...,n—
1} olmak tzere, i. eleman Ali] simgesiyle gosterilir.

C dilinde ve pek ¢ok modern programlama dilinde diziler 0 tabanli (zero-
indexed) olarak numaralandirilir. Bu kural keyfi bir tercih olmayip donanim dii-
zeyindeki adresleme aritmetiginin dogrudan bir sonucudur.
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Teorem 31.2 (Dizi Elemanimin Bellek Adresi). Eleman boyutu S = sizeof(T") bayt
olan bir A dizisinin baglangi¢ adresi (ilk elemanin adresi) TabanAdres(A) olsun.
Bu durumda i. indisteki elemanin bellekteki baslangic adresi:

Adres(A[i]) = TabanAdres(A) +i x S

formiiliiyle hesaplanar.

Kanat. Dizinin elemanlar1 bellekte bosluk birakilmadan art arda yerlesir. 1k ele-
man olan A[0] dogrudan baglangi¢ noktasinda bulundugundan ofset (6teleme) mik-
tar1 0 bayttir:

Adres(A[0]) = TabanAdres(A) + 0 x S = TabanAdres(A)

A[1] elemani, A[0]'1n kapladigi S baytlik alanin hemen ardindan baglar; dolayisiyla
adresi TabanAdres(A) + 1 x S olur. Benzer sekilde, A[i] elemanindan 6nce tam ¢
adet eleman yer alir (A[0], A[1],..., A[i —1]). Bu ¢ adet elemanin her biri bellekte
S bayt yer kapladigindan, A[i] elemaninin baglangicina kadar gecilmesi gereken
toplam mesafe ¢ x S bayttir. Buradan:

Adres(A[i]) = TabanAdres(A) +i x S
elde edilir. O

Bu formiil, dizilerin sundugu O(1) zamanlh rastgele erigim (random access)
garantisini aciklar. Islemci, Ali] elemanima erigmek i¢in 6nceki i —1 eleman tek tek
dolagmaz; yalnizca tek bir carpma ve tek bir toplama iglemiyle hedeflenen bellek
adresine dogrudan ulasir.

Indislerin 1 yerine 0 ile baglamasinin temel gerekcesi de budur: Indisler 1’den
baglasaydi, formil TabanAdres+(i — 1) x S haline gelecek ve iglemci her dizi
erigsiminde fazladan bir ¢ikarma islemi yapmak durumunda kalacakti.

Ornek 31.3. 32-bit bir mimaride bir int degiskeni 4 bayt yer kaplamaktador.
Bir programda int A[10]; seklinde bir dizi tanimlanmis ve derleyici bu dizinin
baslangic adresini onluk tabanda 2000 olarak belirlemistir.

a) A[4] elemaninan bellek adresi nedir?

b) Bellek adresi 2028 olan elemanin indisi kagtir?

(C6ziim. Dogrusal adres formiiliinii uygulariz: Adres(A[i]) = TabanAdres+i x S.
Burada TabanAdres = 2000 ve S = 4 bayttir.

a) i =4 igin:
Adres(A[4]) = 2000 + 4 x 4 = 2000 + 16 = 2016
Boylece A[4] elemam bellekte 2016,2017,2018,2019 numaral baytlar: kaplar.
b) Adresi verilen indisi bulmak i¢in esitlik ¢ cinsinden ¢oztliir:
2028 =2000+1 x4 — 41=28 — 1 =17
Aranan eleman A[7)dir. O
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31.1.2 Cok Boyutlu Diziler ve Satir Oncelikli Bellek Serimi

Matematikte matrisler veya iki boyutlu 1zgaralar siklikla karsimiza cikar. Ornegin
R satir ve C siitundan olugan bir matris iki boyutlu bir yapi sunar. Bilgisayar
bellegi ise iki boyutlu bir tablo degil, tek boyutlu dogrusal bir dizilimdir.

C dilinde ¢ok boyutlu diziler satir oncelikli diizen (row-major order) ile
bellege serilir. Once 0. satirin tiim elemanlar1 pes pese yazilir, ardindan 1. satirin
elemanlari eklenir ve bu iglem son satira kadar devam eder.

Teorem 31.4 (iki Boyutlu Dizi Adres Formiilii). R satur ve C siitundan olusan
M(R][C] dizisinde, her bir elemanin boyutu S bayt olsun. i. satir ve j. situnda
bulunan M{i][j] elemaninan bellek adresi:

Adres(MTi][j]) = TabanAdres(M) + (i x C' +j) x S
formiilii ile hesaplanr (0 <i< Rwve0<j<C).
Kamit. Mi][j] elemanima ulagmak igin:

1. Onceki i satirin tamami atlanmahdir (0,1,...,4 — 1. satirlar). Her satirda
C' adet eleman bulundugundan, atlanan toplam eleman sayisi ¢ x C’dir.

2. 7. satira ulagildiktan sonra, bu satir igerisindeki ilk 7 adet eleman gecilerek
j. siituna gelinir.

Boylece M[0][0] elemanindan M [i][j] elemanina kadar geride birakilan toplam ele-
man sayist ¢ X C' + j olur. Her eleman S bayt yer tuttugundan, toplam oteleme
miktar: (i x C' 4 j) x S bayttir. Taban adrese bu deger eklendiginde teorem ispat-
lanmig olur. O

Ornek 31.5. short tipi bellekte 2 bayt kaplamaktader. Bir programda short
M[5][8]; tanwymlanmastir. Taban adresi 1000 olduguna gore:

a) MI3]|[4] elemaninan bellek adresini hesaplayiniz.

b) Bellek adresi 1054 olan hiicre matrisin hangi indisine (Mi][j]) karsiik gelir?

Céziim. Matris boyutlar1 R = 5,C = 8 ve eleman boyutu S = 2’dir. Taban adres
1000°dir.

a) i = 3,j = 4 degerleri i¢in formilii uygulariz:

Adres(M[3][4]) = 1000+ (3 x8+4) x2 = 1000+ (24+4) x 2 = 1000+28 x 2 = 1056
b) 1054 adresindeki indisi belirleyelim:
1054 =1000+ (i x 8+ j) x2 = (1 x84 j)x2=54 — ix8+j=27
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0 < j < 8 kisit1 altinda, Boliim 11°de ele aldigimiz bolme algoritmas: geregince 27
say1isi 8’e boliiniir:

27T=3x8+3
Buradan béliim i = 3, kalan ise j = 3 bulunur. Ilgili eleman M [3][3] tiir. O

Bu yap1 k£ boyuta genellenebilir. Boyutlar1 Dy x Dq X - -+ x Dj_1 olan bir dizide
(ig,11,...,1,k—1) indisindeki elemana erigirken geride birakilan eleman sayisi:

k—1 k—1
> (i 11 o)
m=0 r=m+1
seklinde hesaplanir.

Ornek 31.6. TUBITAK 1. Asama swnavlarinda sikca karsilasilan asagidaki C
kod parcasimin ekran c¢iktising belirleyiniz:

#include <stdto.h>

int main() {
int A[37[3] = {{1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9}};
int *p = &4[0][0];
printf( , ¥(p + 56));
printf( , pl71);
return O;

(Coziim. Dizi bellekte satir oncelikli sirada ardigik dizilmigtir. A matrisi 3 x 3
boyutunda oldugundan bellekteki yerlegim siras1 gbyledir:

Ofset: 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Eleman: A[0][0] A[o][1] A[0][2] A[1][o] AQ][1] A[[2] ARJ0] A[2][1] A[2][2]
Deger: 1 2 3 4 5 6 7 8 9

p isaret¢isi dizinin ilk elemani olan A[0][0]'in adresini tutmaktadir.

o x(p+5) ifadesi, baglangi¢ adresinden itibaren 5 eleman ilerideki degeri okur.
Ofset tablosuna gore 5. ofset A[1][2] elemanmidir ve degeri 6’dur.

o p[7] ifadesi, igaret¢i aritmetigi kurali geregince *(p 4+ 7) demektir. 7. ofset
A[2][1] elemanidir ve degeri 8'dir.

Programin c¢iktis1 6 8 olur. O

447




Bolim 31. Diziler, Stringler ve Pointer

31.1.3 Dizilerde Sinir Asimi ve Tanimsiz Davranig

C dilinde dizi sinirlar derleyici veya galigma zaman tarafindan otomatik olarak
denetlenmez. Dolayisiyla n elemanh bir dizide A[n] veya A[—1] elemanina erisil-
diginde derleyici bir hata tretmeyebilir; program calismay: siirdiirerek o bellek
adresindeki mevcut baytlar: okur ya da iizerine yazar. Bu durum tanimsiz dav-
ranig (undefined behavior) olarak adlandirilir.

Bellek diizeyinde bakildiginda, A[n| ifadesi TabanAdres +n x S adresine erig-
meye ¢aligir. Bu adres dizinin hemen sonrasinda bellege yerlesmis bagka bir degis-
kene ait olabilir.

Ornek 31.7. Asagidaki C kod bloju calisturldiginda kuramsal olarak neden sonsuz
déngiiye yol acabilecegini bellek yerlesimi agisindan agiklayiniz:

int %,

int arrl{];

for (i = 0; © <= 4; i++) {
arr[i] = 0;

}

Céziim. Dongli i = 0,1,2,3,4 degerleri lizerinden ilerler. Dizi boyutu ise 4’tir
(arr[0], arr[l], arr[2], arr[3] gegerli indislerdir). Dongiiniin son adimmda ¢ = 4
iken arr[4] = 0 atamas: gergeklegtirilir.

Yigin (stack) mimarisinde yerel degiskenler ardigik olarak tahsis edildiginde,
derleyicinin yerlesim diizenine bagh olarak i degigkeni bellekte arr[3]iin hemen
ardina (arr[4]tn denk geldigi adrese) yerlesmis olabilir. Bu senaryoda:

Adres(arr[4]) = Adres()

olur. Dongii ¢ = 4 adimina geldiginde arr[4] = 0 komutu ¢aligir ve ¢’nin saklandig
bellek goziine 0 yazilir. Boylece sayag i = 0 degerine sifirlanir ve dongii sonlanamaz.
Sinavlarda bu tiir sinir agimlar: yaygin analiz sorulari arasindadir. O

Tanim 31.8 (En Sik Yapilan Hata: Boyut ve Indis Kargikhgl). Bir dizi
int A[N]; biciminde bildirildiginde, kullamlabilecek gecerli indis kiimesi
{0,1,2,...,N — 1} olur. A[N] eleman: tanwmls degildir. Yapilan en temel
hatalardan biri, N elemanly bir diziyi 1’den N ’ye kadar dongiliyle taramaya
calisirken A[N|’e erigerek bellek hatasi (Segmentation Fault) veya beklenmedik
hesaplamalar tiretmektir.

31.2 Stringler

Algoritmik problemlerde sayilarin yani sira metinsel verilerle de ¢aligilir. Python
veya Java gibi dillerde metinler bagimsiz bir temel veri tiirtiyken, C dilinde yerlegik
bir string tiirit bulunmaz; metinler karakter dizileri (char[]) olarak temsil edilir.
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Peki bir karakter dizisi bellekte saklandiginda metnin nerede bittigi nasil an-
lagihir? Ornegin 20 karakterlik bir diziye 5 harfli "bilgi" kelimesi yazildiginda,
kalan 15 karakterin metne dahil olmadigi nasil ayirt edilir?

31.2.1 Null Sonlandirict ('\0') Kavrami

C dilinde metinlerin uzunlugunu belirlemek amaciyla bir sonlandiric1 isaret (sen-
tinel value) kullamlir. Bu isaret, sayisal ASCII degeri 0 olan null karakteridir
('\0").

Tanim 31.9 (C-Tipi String (Karakter Dizisi)). Bellekte ardisik baytlar halinde
saklanan ve son elemani sayisal degeri sifir olan null sonlandwricy ('\0') karakteri
ile isaretlenmis karakter dizilerine C-string denir.

Burada sayisal degeri 0 olan '\0"' karakteri ile yaz1 karakteri olan '0' (ASCII
degeri 48) birbirine karigtirilmamalidir.

Teorem 31.10 (String Bellek Boyutu Ilkesi). L adet karakterden olusan bir metni
C dilinde bir string olarak saklayabilmek icin en az L+ 1 elemanly bir char dizisi
ayrilmalidar.

Kanst. Metnin okunabilmesi i¢in algoritmanin baglangi¢tan itibaren ilerleyerek
metnin bittigini belirten '\0' karakterine ulagmasi gerekir. Metindeki L karakter
ilk L indise yerlegtirildiginde (0, 1,..., L —1), L. indise null sonlandiricinin konul-
masi zorunludur. Dolayisiyla toplam ayrilan alan en az L + 1 bayt olmalhidir. [J

Ornegin, char s[] = "Tubitak"; tanimlamasi yapildiginda, derleyici metin-
deki 7 harfe ek olarak dizinin sonuna goriitnmeyen bir '\0' yerlegtirir. Bu nedenle
s dizisi bellekte 8 bayt kaplar:

7T7 7u7 7b7 7i7 7t7 7a7 7k7 7\07
indis O | indis 1 | indis 2 | indis 3 | indis 4 | indis 5 | indis 6 | indis 7

Ornek 31.11. Asagidaki C programanan ekran ¢iktising belirleyiniz:

#include <stdio.h>

int main() {

char str[] = ;
strl4] = '\tezxtbackslash 0';
printf( , str);

return 0;

Céziim. str dizisinin baglangic durumu soyledir:
Str: [,O/IL//I//M/IP/II/IY/IA//T/I\OI]

449




Bolim 31. Diziler, Stringler ve Pointer

4. indisteki karakter baglangicta 'P' harfidir. str[4] = '\0'; komutu ile bu
konuma null sonlandiric: atanir:
Stl‘: [/O//L//I,/M//\OII[//Y//A//T/I\OI]

printf fonksiyonu %s bi¢im belirteciyle ¢aligirken diziyi baglangi¢ adresinden iti-
baren okur ve karsilastigi ilk '\0' karakterinde yazdirma iglemini sonlandirir.
Dizinin devamindaki 'I', 'Y', 'A', 'T' karakterleri isleme alinmaz.

Dolayisiyla ekrana yalnizca OLIM yazdirilir. O
31.2.2 Temel String Fonksiyonlarinin I¢ Mantig1 ve Karmasikligi

Standart <string.h> kiitliphanesindeki fonksiyonlar, arka planda karakter dizi-
leri iizerinde dongiiler ¢aligtirir. Algoritma analizinde bu iglemlerin zaman karma-
sikligin1 dogru degerlendirmek 6nemlidir.

Uzunluk Bulma: strlen

Bir karakter dizisinin uzunlugu, bastan baglanarak '\0' karakterine kadar olan
elemanlarin sayisidir (null karakter uzunluga katilmaz).

size_t my_strlen(const char *s) {
size_t len = 0;
while (s[len] !'= '\textbackslash 0') {
lent++;

}

return len;

Bu fonksiyon diziyi bagtan sona taradigi i¢in zaman karmagikligi dogrusal, yani
O(n)’dir (n karakter sayisidir).

Tanim 31.12 (En Sik Yapilan Hata: Dongii Kosulunda strlen Kullanimi).
Dongii kosullarinda siklikla yapilan bir hata sudur:

for (int 7 = 0; % < strlen(s); i++) {
// islemler
}

Burada her advmda dongii kosulu kontrol edilirken strlen(s) tekrar cagrilir. Fonk-
siyonun kendisi O(n) sirdiginden ve dongi n defa tekrar ettiginden, toplam ¢a-
hsma karmagiklige:

> 0(n) =0(n?)
=1

seviyesine yiikselir. n = 10° diizeyindeki girdilerde bu durum zaman asvmina (TLE)
yol acar. Dogru yontem, uzunlugu dongi dncesinde tek bir degiskende saklamaktir:
int n = strlen(s); for (int © = 0; © < n; i++).
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Karsilagtirma: strcmp

Iki karakter dizisinin esitligi C dilinde s1 == s2 biciminde denetlenemez. Dizi
isimleri bellek adreslerini temsil ettiginden bu ifade, dizilerin igerigini degil, bel-
lekte ayni adresi gosterip gostermediklerini sorgular.

Icerik kargilagtirmas: sézliikbilimsel (lexicographical) sirada karakter bazinda
gerceklegtirilir:

int my_strcmp(const char *sl, const char *s2) {
while (*sl1 && (xs1 == *s2)) {
sl++;
S2++;
}
return *(const unsigned char*)sl - *(const unsigned charx*)s2;

3

Iki metin birebir ayniysa fonksiyon 0 déndiiriir. flk farkl karakterde s1’in ASCII
degeri s2’den kiigiikse negatif, biiylikse pozitif bir fark tretilir.

Ornek 31.13. Asagqidaki fonksiyon bir karakter dizisini yerinde (in-place) tersine
cevirmektedir. Fonksiyonun adimlarine aciklayiniz.

void reverse_string(char str[]) {
int 72 = 0;
int j = strlen(str) - 1;
while (i < j) {
char temp = str[i];
strli] = strljl;
strlj] = temp;
1++;
J==s

Céziim. Bolim 22’de inceledigimiz two pointers yaklagimiyla, bagtaki ve sondaki
elemanlar kargilikli olarak takas edilir (swap):

o i gostergesi dizinin bagini (0), j gostergesi ise null karakterden hemen 6nceki
son harfi (uzunluk — 1) isaret eder.

e Her adimda str[i] ile str[j] yer degistirir.
o 4 indisi artirihirken (¢ + +), j indisi azaltilir (5 — —).

Gostergeler ortada kargilagtiginda (¢ > j) islem biter. Toplamda |n/2] takas
yapilir. Zaman karmagiklign O(n), ek bellek kullanimi O(1)’dir.
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Ornek 31.14. Asagidaki C kodunun ekran ¢iktising bulunuz:

#include <stdio.h>

int main() {

char s[] = 5

char *p = s;

while (*p) {
if (*p >= 'A' &4 *p <= 'Z')

*p = *p + (/ar _ IAI),.

ptt;

}

printf( , S);

return 0;

Céziim. ASCII tablosunda biiyiik harfler ("A’-’Z’) ile kiigiik harfler ("a’-’z’) ardisik
bloklar halinde siralanmigtir. Bir biiyiik harfin koduna 'a' - 'A' (yani 97—65 =
32) eklendiginde dogrudan kiigiik harf kargihig: elde edilir.

e p igaretcisi dizinin ilk karakteri olan 'B' ile baglar.
o Karakter biiyiik harf araligindaysa kiigiik harfe donfigtiiriiliir.

o Karakter rakam ise ('2', '0', '2', '4') kosul saglanmaz ve deger koru-
nur.

o xp sonlandiric1 karaktere ('\0') ulagtiginda dongii biter.

Doéniigtimler:
7B7 % 7b7 ’A? % 7a7 7P7 % 7p7
? Y

Rakamlar aynen kalir. Sonug olarak ekrana bap2024 yazdirilir. O

31.3 Pointer ve Hafiza

Programlama dilleri degisken kavrami iizerinden bellegi soyutlar. Bir degiskene
x = 5 degeri atandiginda donanim diizeyinde ”"x” ismi bulunmaz; sistem yalnizca
o degigkenin ayrildig: bellek adresini tanir.

Pointer (isaretgi), dogrudan bir veri degerini degil, bagka bir degiskenin
bellek adresini saklayan bir degiskendir. TUBITAK Bilgisayar Olimpiyat1 1.
Asama sinavlarinda pointer aritmetigi ve bellek yonetimi énemli bir yer tutar.
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31.3.1 Adres Operatorii (&) ve Dolayli Erisim Operatorii (*)

Her degiskenin iki temel niteligi bulunur:

1. Degeri (r-value): Hiicrede saklanan igerik (6rnegin 42).

2. Adresi (l-value): Bellekte ayrilan yerin baglangic konumu (6rnegin 0x7{fd).
C dilinde bu iki nitelik iki temel tekli operatorle yonetilir:

o & (Adres Operatorii): Degigkenin bellekteki baglangi¢ adresini iiretir.

o * (Dolayh Erisim Operatorii): Verilen adresteki bellek hiicresine ulagarak
oradaki degeri okur ya da giinceller.

Tanim 31.15 (Pointer Tamimlama). T' tipindeki bir verinin adresini saklayacak
bir pointer degiskeni:

T *p;

seklinde bildirilir. Burada p adresin kendisidir; xp ise o adreste saklanan T tipin-
deki veridir.

Temel bir 6rnek tizerinden inceleyelim:

int a = 10;
int *p = &a; // p, a'nin bellek adresini tutar
*p = 25; // p'nin gosterdigi adrese git ve oraya 25 yaz

Bu iglem sonucunda a’nin degeri 25 olur; ¢iinkii *p ifadesi dogrudan a’nin ay-
rildig1 bellek hiicresine erisir.

a (int) p (int*)
25 0x2000
0x2000 0x3000

Sekil 31.1: Pointer ve bellek iligkisi: p degigskeni a’nin adresi olan 0x2000 degerini
tutar.

31.3.2 Pointer Aritmetigi
Pointer’lar tizerinde toplama ve ¢ikarma iglemleri yapilabilir. Ancak bu aritmetik,

yalin tam say1 iglemlerinden farkli kurallarla igler. Bir pointer’a 1 eklemek, sayisal
adres degerini 1 bayt artirmak anlamina gelmez.
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Teorem 31.16 (Pointer Aritmetigi Kurali). T tipinde bir nesneyi gosteren bir p
pointer’s ve bir k € Z tam sayist verilsin. Bu durumda:

SayisalAdres(p 4+ k) = SayisalAdres(p) + k x sizeof(T')

olur. Benzer sekilde ayni dizi icerisindeki iki hiicreyi gosteren aym tiirden p ve q
pointer’lary arasindaki fark:

_ SayisalAdres(q) — SayisalAdres(p)
N sizeof(T")

eleman sayisine verir.

Kanst. Pointer aritmetiginin amaci, baytlar1 tek tek saymak yerine ardigik veri
bloklar:1 arasinda eleman bazinda adim atmaktir. Bir sonraki elemana ge¢mek
(p+1), gegerli elemanin kapladig1 alan kadar ilerlemek demektir. Dolayisiyla adim
boyutu, isaret edilen tiiriin bayt boyutu olan sizeof(T") kadardir. k adim ilerlemek
k x sizeof(T') bayt yer degistirmeye denk gelir. Iki adresin fark: ise aradaki eleman
miktarini verir. O

Ornek 31.17. 64-bit bir sistemde double tiiri 8 bayttur.

double arr[5];
double *ptrl = &arr[1];
double *ptr2 = &arr[4];

ptrl’in saysal bellek adresi 021000 (onluk sistemde 4096 ) olduguna gére:

a) ptr2’nin saysal bellek adresi kagtir?

b) ptr2 - ptri isleminin sonucu kagtir?

Cézim. a) ptrl adresi arr[1]’e, ptr2 adresi ise arr[4]’e aittir. Tki eleman arasimda
4 — 1 = 3 elemanlik fark bulunur. Her double elemani 8 bayt oldugundan:

Adres(ptr2) = 4096 + (3 x 8) = 4096 + 24 = 4120

Onaltilik tabanda: 4120 = 4096 + 24 = 021000 + 0x18 = 0z1018.

b) Pointer farki dogrudan aradaki eleman adedini iiretir:

4120 — 4096 24
ptr2—ptrl=78 =§=3

Bu iglemin sonucu bayt cinsinden degil, eleman sayisi cinsinden bir tam sayidir.
O
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31.3.3 Dizi ve Pointer ikiligi (Duality)
C dilinde dizi adlar: ile pointer’lar arasinda dogrudan bir bag bulunur.

Teorem 31.18 (Dizinin Pointer’a Bozunumu (Array Decay)). Bir ifadenin ige-
risinde dizi ismi gectiginde (sizeof ve & operatirleri harig), dizi ismi otomatik
olarak ilk elemanan bellek adresine doniisiir:

A = &A[0)]
Bu 6zelligin sonucu olarak dizi erigimi ile pointer aritmetigi birbirine denktir:
Ali] < *(A+1)
Toplama igleminin degisme 6zelligi (A + ¢ = ¢ + A) nedeniyle su esitlik gegerlidir:
Ali) = #(A+1) = %(i + A) = i[4]

Dolayisiyla C dilinde A[3] ifadesi ile 3[A] ifadesi derleyici nezdinde ayni iglemi
ifade eder.

Ornek 31.19. Asagidaki C kodunun ekran ¢iktising bulunuz:

#include <stdio.h>
int main() {
int arr[] = {10, 20, 30, 40, 50};

int *p = arr;

printf( , *¥(p + 2));

printf( , 2larr]);
printf( , *p + 2);
return 0;

Coziim. Adimlar inceleyelim:

1. p, arr’nin ilk elemaninin adresini tutar (&arr[0]). *(p + 2) ifadesi, 2 ele-
man ilerideki degeri okur; bu da arr[2] = 30’dur.

2. 2[arr] ifadesi derleyici tarafindan *(2 + arr) = *(arr + 2) bi¢iminde ¢6-
ziiliir; deger yine 30’dur.

3. *p + 2 ifadesinde operator 6nceligi devreye girer. * operatoriiniin 6nceligi +
operatoriinden yiiksektir. Once *p degerlendirilir (arr [0] yani 10), ardindan
bu degere 2 eklenir: 10 + 2 = 12.

Program ¢iktisi: 30 30 12 olur. O
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31.3.4 Kritik Soru Tipi: Artirma Operatorleri ve Pointerlar

Siavlarda siklikla kargilagilan kaliplardan biri *p++, (kp)++, *++p ve ++*p gibi
artirma, ifadelerinin olusturdugu yan etkilerdir. Bu ifadeleri dogru yorumlamak
i¢in operator onceligi ve son ek/6n ek ayrimim iyi kavramak gerekir.

Tanim 31.20 (Operatér Onceligi Tablosu). Tekli son ek operatérleri (++, -=) en
ylksek oncelige sahiptir ve soldan saga isletilir. Tekli on ek operatérleri (*, &, on
ek ++, on ek —=) aym oncelik dizeyindedir ve sagdan sola degerlendirilir.

Bu dort temel durumu kargilagtiralim:

1. *p++: Son ek ++ operatorii p’ye uygulanir. Son ek oldugundan ifadenin degeri
p’'nin mevcut halidir; isaret edilen deger okunur ve ardindan p bir sonraki
adrese ilerletilir.

2. (xp)++: Parantez nedeniyle 6nce p’nin igaret ettigi deger okunur. Ardindan
bu sayisal deger 1 artirilir. Pointer'in tuttugu adres degismez.

3. #++p: On ek ++ 6nce p’yi bir sonraki adrese tasir. Ardindan * operatérii yeni
adresteki veriyi okur.

4. ++xp: Sagdan sola 6ncelik kurali uyarmca 6nce *p hesaplanir (isaret edilen
deger). Ardindan bu deger 6n ek ++ ile 1 artirihir ve yeni deger islenir.

Ornek 31.21. Asagqidaki C kod bloju cahstirmldiginda dizinin elemanlarinan son
durumu ve ekrana basilan degerler ne olur?

#include <stdio.h>

int main() {
int arr[] = {10, 20, 30F};
int *p = arr;

int z = *p++;
int y (*p)++;
int z = *++p;

printf( s T, Y, 2);
printf( , arr[0], arr[1], arr[2]);
return 0;

Cozim. Bellek durumunu adim adim takip eden bir izleme tablosu (trace table)
olusturalim:

1. Baglangicta: arr = {10, 20, 30}. p, arr[0] hiicresini gosterir (xp = 10).

2. int x = *pt++;
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e p’nin gegerli adresindeki deger alinir: x = 10.

 Yan etki: p bir eleman ilerler, artik arr[1]’i gosterir.
3. int y = (xp)++;

o psu anda arr[l] hiicresini gostermektedir; buradaki deger 20’dir.
e Son ek artirma nedeniyle y’ye mevcut deger atanir: y = 20.

o Yan etki: arr[l] hiicresindeki deger 1 artarak 21 olur. Pointer adresi
degismez.

4. int z = *++p;
« Once p bir sonraki adrese kaydirihr: p artik arr[2] hiicresindedir.

o Ardindan bu adresteki deger okunur: arr[2] = 30, dolaysiyla z = 30.

Ekrana yazdirilan sonuglar:

x=10, y=20, z=30
arr: 10 21 30

31.3.5 Pointer Dizileri ile Dizi Pointer’lar1 Arasindaki Ayrim

Koseli parantez ile isaret¢i bildiriminin birlesimi dikkat gerektiren iki ayri yapi
olugturur.

Tanmim 31.22 (Pointer Dizisi vs. Dizi Pointer’1). Asagidaki iki bildirim farkh
tiirleri ifade eder:

1. int *a[5]; —> Pointer Dizisi (Array of Pointers): Kiseli parantezin
onceligi yldizdan yiksek oldugundan bu ifade 75 elemanly bir dizidir, her
elemans int* tirindendir” seklinde yorumlanar.

2. int (*¥b)[5]; = Dizi Pointer’s (Pointer to an Array): Paran-
tez onceligi belirler. Bu ifade 7”5 elemanly bir int dizisini gosteren tek bir
pointer’dir” anlamina gelir.

Aralarindaki aritmetik fark belirleyicidir:

e a bir pointer dizisi oldugunda, a + 1 ifadesi bir sonraki pointer adresine
(sizeof(int*) kadar) ilerler (genellikle 4 veya 8 bayt).

e bise 5 elemanl bir diziye igaret ettiginden, b+ 1 ifadesi tam bir dizi boyutu
kadar, yani 5 x sizeof(int) = 20 bayt birden ilerler.

Ornek 31.23. Asaqidaki program parcasvmn ¢iktisine belirleyiniz:
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#include <stdio.h>

int main() {
int matris[3][4] = {
{1, 2, 3, 4},
{5, 6, 7, 8%,
{9, 10, 11, 12}

F;

int (*ptr)[4] = matris;

printf( , **ptr);

printf( , *(x(ptr + 1) + 2));
printf( , *(¥ptr + 5));
return 0;

(Céziim. ptr, 4 elemanlh bir tam say1 dizisini gosteren bir pointer’dir. Baglangicta
0. satir1 (matris[0]) isaret eder.

1. #*xptr: *ptr ifadesi 0. satirin baglangig adresini verir (&matris[0] [0]). Bas-
taki * ise o adresteki veriyi okur. Deger 1’dir.

2. *(x(ptr + 1) + 2):

o ptr + 1, bir satir atlayarak 1. satira gecer (matris[1]).

e *x(ptr + 1), 1. satirin baglangic adresidir.

o +2 eklemek, bu satirda 2 siitun saga kaydirir (j = 2).

e En digtaki * operatorii matris[1] [2] degerini okur. Bu deger 7°dir.

3. *(*ptr + 5):

e *ptr, 0. satirin baglangici olan &matris[0] [0] adresidir.

e Bu eleman adresine dogrudan +5 eklenmistir. Satir genigligi 4 eleman
oldugundan 5 adim ilerlemek 0. satir1 agarak 1. satirin 1. indisine (5 =
1 x4+ 1) ulagir.

e Okunan eleman matris[1] [1]’dir ve degeri 6’dir.
Programin ¢iktisi: 1 7 6 olur. O
31.3.6 Fonksiyonlara Parametre Aktarimi: Deger ile mi, Referans
ile mi?

C dilinde fonksiyon argiimanlari kural olarak degeriyle ¢agrilir (call by value).
Bir fonksiyona degisken gonderildiginde bellekte o degiskenin bir kopyasi olus-
turulur ve fonksiyona bu kopya iletilir. Fonksiyon igerisindeki degisiklikler asil
degiskeni etkilemez.
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Ornek 31.24 (Klasik Hatali Swap). Asagidaki takas fonksiyonu iki degiskenin
degerini neden degistiremez?

void swap_hatald(int a, int b) {
int temp = a;
a = b;
b temp;

Aciklama. Fonksiyon cagrildiginda yiginda a ve b isimli yerel degiskenler ayrilir
ve argiimanlarin degerleri buraya kopyalanir. Degisiklik yalnizca bu yerel kopya-
lar tizerinde gercgeklesir. Fonksiyon tamamlandiginda yerel degiskenler bellekten
silinir; cagiran taraftaki degiskenlerin degerleri ayni kalir. O

Bir fonksiyonun ¢agiran taraftaki degigkenleri giincelleyebilmesi i¢in o degisken-
lerin bellek adreslerini parametre olarak almasi gerekir:

void swap_dogru(int *a, int *b) {
int temp = *a;
*a = *b;
*b = temp;

Cagr1 swap_dogru(&x, &y); biciminde yapilir. Fonksiyon dogrudan verilen ad-
reslerdeki verileri takas ettiginden cagiran taraftaki x ve y kalici olarak yer degis-
tirir.

Tanim 31.25 (Dizilerin Fonksiyonlara Aktarimi ve Boyut Yitimi). Bir fonksiyon
parametresi olarak dizi tanymlandiginda:

void f(int arr[]) // veya woid f(int arr[100])

derleyici bu ifadeyi otomatik olarak bir pointer bildirimine déniistirir:

void f(int *arr)

Bu nedenle fonksiyon icinde stizeof (arr) islemi yapildiginda dizinin boyutu degil,
pointern boyutu (64-bit sistemlerde 8 bayt) elde edilir. Dizinin eleman sayist
fonksiyon icinde dogrudan bilinemeyeceginden, C’de diziler aktariirken boyut bil-
gisi de genellikle ek bir parametre olarak (int n) fonksiyona verilir.

Ornek 31.26. Asagidaki C kodunun ekran ¢iktising adim advm belirleyiniz:

#include <stdto.h>

void gizemli(int *p, int **q) {

P = *q;
*p = 40;
*kq = 50;
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}

int main() {

int a = 10, b = 20;
int *pl = &a;
int *p2 = &b;

gizemli(pl, &p2);

printf( , a, b, *pl, #p2);
return O;

Cozim. ki seviyeli pointer (int**) mekanizmasini ve deger aktarimi kurallarmi
adim adim takip edelim.

1. Baglangic Durumu (main yigini):
e a=10,b=20.

e pl, a’mn adresini tutar (&a).

e p2, b'nin adresini tutar (&b).

2. Fonksiyon Cagrisi: gizemli(pl, &p2) Fonksiyonun yerel parametreleri

tahsis edilir:

e Yerel p pointer’s, pl’in bir kopyasidir ve a’nin adresini tutar.

o Yerel ¢ pointer’1 ise p2’nin adresini saklar (¢ = &p2). Dolayisiyla *q ifadesi
dogrudan main’deki p2 pointer'ina kargilik gelir.

3. Fonksiyon Go6vdesi:

e p = *q;: *q, main’deki p2’dir ve degeri &b’dir. Yerel p artik b'nin adresini
tutar. Bu atama yalnizca yerel p iizerinde etkilidir; main’deki pl pointer’s
degismez.

e xp = 40;: p su an b’yi gosterdiginden b’nin degeri 40 olur.

e xxq = 50;: ¢, p2’yi; p2 ise b’yi gostermektedir. Dolayisiyla bu satir b’nin
degerini 50 yapar.

4. Fonksiyon Bitisi ve Degerler:

e a degigkeni degistirilmemistir; degeri 10’dur.

e b degigkeni fonksiyon i¢inde giincellenerek 50 olmugtur.
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e pl halen a’y1 gostermektedir; dolayisiyla *pl = 10’dur.
e p2 halen b’yi gostermektedir; dolayisiyla xp2 = 50°dir.

Programin ¢iktisi:

a=10, b=50, *pl1=10, *p2=50

31.3.7 Vahsi ve Sarkan Pointer Tehlikeleri
Bellek giivenligi agisindan iki kavrama dikkat edilmelidir:

Tanim 31.27 (Vahsi Pointer (Wild Pointer)). Tanwmlanmas fakat gegerli bir ad-
resle ilklendirilmemis (uninitialized) pointer’lara vahgi pointer denir:

int *p; // p rastgele bir cop adres tutmaktadir!
#p = 100; // TANIMSIZ DAVRANIS! Cok tehlikeli bir bellek bolgesint
bozabilir.

Pointer tanimlandiginda dogrudan gegerli bir adrese atanmali veya en azindan
NULL ile ilklendirilmelidir.

Tanim 31.28 (Sarkan Pointer (Dangling Pointer)). Gegerli bir nesneyi géste-
rirken o nesnenin omri sona erdikten sonra (6rnegin yerel degiskenin bulundugu
fonksiyondan ¢ikildiginda veya tahsis edilen alan serbest birakildiginda) eski adresi
tutmaya devam eden pointer’a sarkan pointer denir:

int* hatali_fonksiyon() {

int = 10;

return &z; // HATA! z fonksiyon bitince yok olur.
}

Bu fonksiyonun dondirdigi adrese erismeye ¢calismak tanimsiz davranisa yol acar.
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Bitwise Operatorler ve Struct

Bilgisayar biliminde veriyi temsil etmenin ve iglemenin iki temel boyutu vardir: en
alt diizeyde, donanimin dogrudan anladig: bitler (0 ve 1) iizerinde yiiksek bir hizla
caligsabilmek; daha st diizeyde ise birbiriyle iligkili verileri mantiksal bir biitiin
halinde paketleyip soyutlayabilmek.

TUBITAK 1. Asama smavlarindaki algoritmik problemler siklikla bu iki yak-
lagim1 bir arada gerektirir. Kimi zaman bir kiimenin tiim altkiimelerini tek bir
tamsayinin bitleriyle kodlayip birkac adimda taramak, kimi zaman da iki boyutlu
diizlemdeki noktalar: koordinatlar1 ve ek bilgileriyle tek bir nesne olarak takip
etmek gerekir. lk olarak donanimin temel yapitaglar: olan bitwise islemleri (bit-
wise operatorler), ardindan C dilinde karmagik veri modelleri kurmamizi saglayan
yapilar: (struct) ele alacagz.

32.1 Bitwise Operatorler

32.1.1 Motivasyon ve Sayilarin Bellekteki Temsili

Bolim 29’da temel veri tiplerini ve aritmetik operatorleri gordiik. Orada +, —,
%, / gibi iglemlerle sayilar1 onluk tabandaki degerleri iizerinden igliyorduk. Ancak
Boliim 15’te inceledigimiz iizere, modern bir iglemcinin yazmagclarinda (register)
saklanan her tamsay ikili tabanda (2 tabaninda) dizilmis bitlerden olugur.

Ornegin, 8 bitlik bir isaretsiz tamsay1 olarak 43 sayisini ele alalim. 43 = 32 +
8+2+1=25+23+ 2! + 20 oldugundan, ikili tabanda (43)19 = (00101011)
seklinde yazilir. Buradaki her bir basamaga bit adi verilir. En sagdaki basamaga
en 6nemsiz bit (least significant bit - LSB, 2° basamag1), en soldaki basamaga ise
en 6nemli bit (most significant bit - MSB) denir.

Iste bitwise operatorler, sayilar: bir biitiin olarak degil, bu bit dizilimlerin-
deki her bir biti bagimsiz bicimde ya da kaydirarak dogrudan yonetmemizi saglar.
Bu operatorler donanim seviyesinde tek bir iglemci gevriminde (cycle) yuriitiil-
diigiinden son derece hizlidir. Dahasi, mantiksal durumlar: ve altkiimeleri bitler
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araciligiyla kodlamaya imkan tanir.

32.1.2 Temel Bitwise Operatorler

C dilinde 6 temel bitwise operator bulunur:

o & (Bitwise VE / AND)
« | (Bitwise VEYA / OR)
~ (Bitwise OZEL VEYA / XOR)
~ (Bitwise DEGIL / NOT - Bir’e tiimleyen)
o << (Sola Kaydirma / Left Shift)
o >> (Saga Kaydirma / Right Shift)

Tanim 32.1 (Bitwise VE, VEYA, XOR ve DEGIL). a ve b aynt uzunluktaki iki
bit dizisi olsun. Her i. bit icin:

o Bitwise VE (a & b): Ancak ve ancak hem a’nin hem de b’nin i. biti 1 ise
sonug bit 1 olur; aksi halde O ’dur.

e Bitwise VEYA (a | b): a veya b’nin i. bitinden en az biri 1 ise sonug bit
1 olur; her ikisi de 0 ise O’dar.

o Bitwise XOR (a ~ b): a ve b’nin i. bitleri birbirinden farklhysa sonug bit
1, aynwysa O olur.

e Bitwise DEGIL (~ a): Tekil (unary) bir operatordiir. Saywmin her 0 bitini
1, her 1 bitini 0 yapar.

Somut bir 6rnekle bu iglemleri gérelim. A = 12 ve B = 10 sayilarimi 8 bitlik
ikili tabanda yazalim:

A =12 =(00001100)2, B =10 = (00001010),
Simdi operatorleri basamak basamak uygulayalim:

A & B = (00001100), & (00001010)5 = (00001000)y = 8
A | B = (00001100)5 | (00001010)5 = (00001110), = 14
= (00001100)5 ~ (00001010)5 = (00000110)5 = 6

~ A =~ (00001100)5 = (11110011),

x pozitif bir tamsayr ve k > 0 olsun:
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Tanmim 32.2 (Bit Kaydirma Operatorleri: << ve >>). Sola Kaydirma
(v < k): x’in tim bitleri k pozisyon sola kaydurilur. Sagdan bosalan k adet
basamaga 0 yazlir. Tasma (overflow) olmadigu siirece bu islem sayuyp 2% ile
carpmaya denktir:

r<k=q 2

o Saga Kaydwrma (r > k): x’in tim bitleri k pozisyon saga kaydiriar.
Sagdan tasan k adet bit atilir. Say isaretsiz (unsigned) ise soldan agilan ba-
samaklara 0 yazhr. Bu islem sayuyp 2% 'ye tam bolmeye (asagr yuvarlamaya)
denktir:

> k= |z/2"]

Ornegin z = 5 = (00000101)3 olsun:
z < 1= (00001010)y = 10 (5-2")

z < 3 =(00101000); =40 (5-23)
x> 1 = (00000010)2 =2 (|5/2])

32.1.3 Temel Hileler ve Pratik Teknikler

1. Teklik—Ciftlik (Parite) Testi: Bolim 17’de ele aldigimiz parite kavramini
hatirlarsak, normalde bir n sayisinin tek mi ¢ift mi oldugunu anlamak icin n %
2 == 1 kontrolii yapariz. Ancak 2’ye bélme igleminde kalan, sayimin ikili gosteri-
mindeki son biti (2 basamag1) tarafindan belirlenir. Cift sayilarm son biti 0, tek
sayilarin son biti 1’dir. Dolayisiyla:

e (n& 1) 1 ise n tektir.

e (n & 1)

0 ise n ¢ifttir.

Bitwise VE iglemi iglemcide bélme/mod isleminden belirgin gekilde daha ucuzdur.

2. Ikiyle Carpma ve B6lme: n << 1 ifadesi 2n, n >> 1 ifadesi |n/2| degerini
verir.

3. k. Biti Okuma, A¢ma (1 Yapma), Kapatma (0 Yapma) ve Tersleme:
Sadece k. biti 1, diger tiim bitleri 0 olan say1 1 < k seklinde elde edilir. Bu sayiya
maske (mask) denir.

e n’in k. bitini kontrol etmek: (n >> k) & 1 veyan & (1 << k).

e n’in k. bitini 1 yapmak: n = n (1 « k)|.

e n’in k. bitini 0 yapmak: n = n & ~(1 << k).

e n’in k. bitini terslemek (0 -+ 1,1 =+ 0):n =n =~ (1 << k).
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4. 2’nin Kuvveti Olma Kontrolii: Bir n > 0 tamsayisinin 2’nin tam bir
kuvveti olup olmadigim dogrudan bit yapisindan anlayabiliriz. Ornegin n = 8 =
(1000)2. Bir eksigine bakalim: n — 1 = 7 = (0111)2. Bu iki sayiy1 VE islemine
sokarsak:

8 & 7= (1000)2 & (0111)3 = (0000)2 = 0

Genel kural olarak: n bir 2’nin kuvveti ise tek bir biti 1’dir. n — 1 hesaplandiginda
o bit 0 olur ve sagindaki tiim bitler 1’e doniigiir. Ortak higbir 1 biti kalmaz.

Teorem 32.3. Pozitif bir n tamsayist i¢in n ancak ve ancak (n & (n - 1)) ==
ise 2’nin bir tam kuvvetidir.

5. En Sagdaki 1 Bitini Temizleme ve Izole Etme: Yukaridaki gézlem sunu
gosterir: n & (n - 1) islemi, n sayisinin ikili gésterimindeki en sagda bulunan 1
bitini siler. Ote yandan, negatif sayilarm ikinin tiimleyeni (two’s complement)
gosteriminde saklandigini hatirlarsak, —n =~ n+1 olur. Buradan ¢ikan kullanigh
bir 6zdeslik sudur:

En sagdaki 1 biti izole etmek = n & (—n)
Ornegin n = 12 = (00001100)5 ise, —n = (11110100)3 olur. VE iglemi yapilirsa:
(00001100) & (11110100)s = (00000100)s = 4

En sagdaki 1 bitini tek bagina elde etmis oluruz.

Ornek 32.4. Verilen bir n tamsayrsinan ikili yazmanda kag tane 1 biti (popcount
/ niifus sayisi) oldugunu bulan etkin bir algoritma tasarlayinz.

Coziim. 1lk akla gelen yaklagim sayiy1 siirekli 2’ye boliip (n >>= 1) son bitini (n &
1) sayaca eklemektir. Bu yontem toplam bit sayis1 (6rnegin 32 bit tamsayilar igin
32) kadar adim siirer. Ancak sayida az miktarda 1 biti varsa 32 adim gereksizdir.

Daha 6nce gordiigiimiiz n = n & (n - 1) Ozelligini kullanalim: Bu iglem her
adimda en sagdaki bir adet 1 bitini yok eder. Dongiiyli say1 0 olana kadar ca-
Listirdigimizda, adim sayisi dogrudan sayidaki 1 bitlerinin sayisina egit olur. Bu
yontem Brian Kernighan Algoritmas: olarak bilinir.

int bit_sayisi(unsigned int n) {
int sayac = 0;
while (n > 0) {
n=né& (n-1); // en sagdakt 1 bitini siler
sayac++;
}
return sayac;

3

Bu algoritmanin karmagikhigr O(k)’dir; burada k, n’deki 1’lerin sayisidir. En kot
durumda bile iglem sayis1 O(logn) mertebesinde kalir. O
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32.1.4 Kiimelerin Bitmask Olarak Temsili

Olimpiyatlarda bitwise operatorlerin en etkili kullanim alanlarindan biri kiime
temsilidir. S = {0,1,2,...,n — 1} kiimesinin herhangi bir A C S altkiimesini n
bitlik tek bir tamsay1 ile temsil edebiliriz:

1 € A <= maskenin 7. biti 1’dir.

Ornegin n = 4 elemanl S = {0, 1,2,3} evrensel kiimesini ve A = {0, 3} altkiime-
sini ele alalim. 0. ve 3. bitler 1, digerleri 0 olmalidir:

mask =20 +2% =14+ 8 =9 = (1001),
Bu egleme sayesinde kiime iglemleri dogrudan bit operatorleriyle ifade edilir:

o Kesisim (AN B): maskA & maskB

Birlesim (AU B): maskA maskB]|

Simetrik Fark (AAB): maskA ~ maskB

Tiimleyen (S\ A): ((1 << n) - 1) ~ maskA
« Bos kiime (): 0
o Evrensel kiime S: (1 < n)—1

Ornek 32.5. n elemanl bir kiimenin toplam 2" adet altkiimesi vardur. Bir dizi-
deki tim altkiimelerin eleman toplamlarini ekrana yazdiran bir program parcasing
bitmask kullanarak kurunuz.

(Céziim. Her altkiime 0 ile 2™ — 1 arasinda tek bir tamsay: ile birebir eglenir. Bir
dongiiyle mask degerini 0’dan 2" — 1’e kadar ilerletip, her mask i¢in hangi bitlerin
1 olduguna bakarak ilgili dizi elemanlarini toplamak yeterlidir.

void altkume_toplamlari(int arr[], int n) {
int toplam_altkume = 1 << n; // 2™
for (int mask = 0; mask < toplam_altkume; mask++) {
int toplam = O;
for (int 1 = 0; i < n; i++) {
if ((mask >> i) & 1) { // 7. eleman kumedeyse
toplam += arr[i];
}
}
printf( , mask, toplam);

}

Bu yaklagim, n < 20 civarindaki arama ve kombinatorik problemlerde altkiimeleri
dolagmanin en pratik ve diizenli yoludur. O
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Ornek 32.6. Size verilen bir dizide, biri hari¢c her eleman tam olarak iki kez
gegmektedir. Yalnizca bir eleman tek bir kez gegmistir. Bu elemans O(n) zamanda
ve O(1) ek bellek kullanarak bulunuz.

Cézim. Elemanlarin frekansim saymak igin ek bir dizi tutmak O(n) ek bellek
gerektirir. Oysa XOR operatoriniin temel cebirsel ézellikleri bize bellek kullan-
madan bir ¢bziim sunar:

1. x =z = 0 (Bir saymin kendisiyle XORu sifirdir.)
2. 7 0=z (Sifir etkisiz elemandir.)

3. XOR iglemi degismeli (commutative) ve birlesmelidir (associative).

Dizideki tiim elemanlar: sirayla XOR’larsak, ¢ift sayida gelen elemanlar birbirini
sifirlar (z ~ @ = 0). Geriye yalnizca tek bir kez gegen eleman kalir.

int yalniz_eleman(int arr([], int n) {
int sonuc = 0;
for (int i = 0; i < n; i++) {
sonuc "= arr[i];

}

return sonuc;

Ornegin dizi {4,1,2,1,2} olsun.
47172°172=4"(1"1)"(272)=4"0"0=4.

Sonug dogrudan 4 olarak elde edilir. O

En Sik Yapilan Hatalar

1. Operator Onceligi: C dilinde kargilastirma operatorleri (==, =,<,>)
bitwise operatorlerden (&, |, ~) daha yiiksek éncelige sahiptir. Ornegin: if (
x & 1 == 0) yazildiginda C derleyicisi bunu if (x & (1 == 0)) yani if (x
& 0) olarak yorumlar. Dogru kullanim igin mutlaka parantez kullanilmalidir:
if ((x & 1) == 0).

2. Tagsma (Overflow) ve 64-bit: Sola kaydirma yaparken 1 << 40 yazilirsa
tanmmsiz davranig (undefined behavior) olugur; ¢iinkii 1 sabiti 32-bit tamsay:-
dir (int). 30’dan biiyiik kaydirmalar i¢in 1LL << 40 (long long) yazilmaldir.
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32.2 Struct (Yapilar)

32.2.1 Motivasyon: Iligkili Verileri Gruplama

Simdiye kadar gordiigiimiiz temel tiplerde (int, double, char) her degisken bagim-
s1z bir bellek hiicresiydi. Ancak gergek hayatta veya geometri/graf problemlerinde
veriler parcalanamaz kiimeler halinde gelir.

Ornegin, 2 boyutlu Kartezyen diizlemde N adet nokta oldugunu varsayalim.
Her noktanimn bir = koordinati, bir y koordinat1 ve bir de etiket ismi (6rnegin bir
karakter) olsun. Noktalar1 saklamak i¢in ayr1 ayr1 diziler agabiliriz:

double x[100];
double y[100];
char isim[100];

Buna "paralel diziler” (parallel arrays) yaklagimi denir. Ancak bu modelleme bi-
¢imi hata yapmaya ¢ok aciktir:

e Noktalar1 = koordinatina goére siralamak istedigimizde z, y ve isim dizi-
lerinin elemanlarini ayni anda tek tek takas (swap) etmemiz gerekir. Biri
atlandiginda veri bitiinligi bozulur.

e Bir fonksiyon bir noktay1 parametre alacaksa fonksiyona ii¢ ayri argiiman
gondermek gerekir: void yazdir(double x, double y, char isim).

Iste struct (yap1), birbiriyle iligkili farkli tiirdeki degiskenleri tek bir cat1 altinda
toplayarak kullanici taniml yeni bir veri tipi olusturmamaizi saglar.

32.2.2 Struct Tanimi ve Kullanimi

Tanim 32.7 (Struct Tanimi). Bir struct asagidaki sézdizimi ile bildirilir:

struct Nokta {
double z;
double y;
char isim;

};

Buradaki z, y ve isim yapwya ait alanlar (field ya da member) olarak adlandurilur.
Artik struct Nokta ifadesi, tipkr int gibi bir tir adidar.

Bu yapidan degigken olugturmak ve alanlarina erigmek icin nokta (.) operatorii
kullanilir:

struct Nokta pil;
pl.x = 3.0;

pl.y = 4.0;
pl.isim = 'A';
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// Veya suslu parantezle dogrudan tlklendirme (initialization):
struct Nokta p2 = {0.0, 0.0, '0'};

typedef ile Kolaylastirma

Her defasinda struct Nokta yazmak kod kalabaligi yaratabilir. C dilindeki typedef
anahtar kelimesi ile bu tiire dogrudan bir takma isim verilebilir:

typedef struct {
double x;
double y;

} Nokta;

// Artik dogrudan Nokta turunu kullanabiliriz:
Nokta p = {1.5, 2.5};

Ornek 32.8. Diizlemde iki nokta arasindaki Oklid mesafesini hesaplayan fonksi-
yonu Nokta yapisine kullanarak yaziniz.

Coziim. ki nokta Py = (x1,y1) ve Py = (x2,y2) arasindaki uzaklhk formiilii séyle-
dir:

d= /(21— 22)% + (y1 — ¥2)?

Fonksiyonumuza dort ayri skaler parametre yerine iki Nokta nesnesi géndermek
kodun okunabilirligini ve yonetimini belirgin bicimde kolaylagtirir.

#include <math.h>

typedef struct {
double x;
double y;

} Nokta;

double mesafe(Nokta pl, Nokta p2) {
double dx = pl.x - p2.x;
double dy = pl.y - p2.y;
return sqrt(dx * dx + dy * dy);

32.2.3 Struct Dizileri ve Isaretgiler

Struct nesneleri de tipki temel tipler gibi dizilerde saklanabilir. Ornegin 100 kisilik
bir 6grenci listesi igin:
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typedef struct {
int id;
int puan;

} Ogrenci;

Ogrenci liste[100];
liste[0].id = 101;
liste[0] .puan = 85;

Bir fonksiyona struct tiiriinde bir degiskeni deger olarak (by-value) gectigimizde
yapinin tamami kopyalanir. Struct ¢ok sayida alan iceriyorsa bu kopyalama iglemi
gereksiz maliyet olugturabilir. Boliim 31’de inceledigimiz igaretgileri (pointer) kul-
lanarak struct’in yalnizca bellek adresini fonksiyona aktarabiliriz.

Isaretci {izerinden bir alana erigirken (*#ptr).alan sozdizimi kullanilir. C dili bu
yazimi sadelegtirmek adina ok operatoriinii (->) sunar:

ptr->alan <= (*ptr).alan

Ornek 32.9. Bir olimpiyat takumindaki é¢rencilerin puanlarime tutan ve puant
en yuksek olan ogrenciyi bulan bir program yaziniz.

(Cé6ziim. Bir Ogrenci dizisi lizerinde tek bir gegis yaparak en yiiksek puana sahip
olan 6grenciyi belirler ve yapinin kendisini saklariz.

#include <stdio.h>

typedef struct {
int id;
int puan;

} Ogrenci;

Ogrenci en_basarili(Ogrenci ogrenciler[], int n) {
Ogrenci en_iyi = ogrenciler[0];
for (int i = 1; i < n; i++) {
if (ogrenciler[i] .puan > en_iyi.puan) {
en_iyi = ogrenciler[i];
}
¥
return en_iyi;

}

Fonksiyonlar geriye bir struct nesnesi de dondiirebilir. Boylece tek bir cagriyla
birbiriyle iligkili birden fazla veri geri iletilmig olur. O

32.2.4 Struct ve Bellek Hizalamas1 (Padding)

Struct’lar hakkinda teorik sinavlarda siklikla kargilagilan bir ayrinti, bir yapinin
bellekte kapladigi alandir (sizeof). Ilk bakista yapmin boyutunun, icindeki ele-
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manlarin boyutlariin toplamina esit olmasi beklenir. Ancak iglemciler bellek ad-
resleri 4’iin veya 8’in kat1 oldugunda verilere daha hizl erigir. Bu nedenle derleyici,
alanlar arasina goriinmez bogluklar (padding) yerlegtirir.

Ornegin:
struct Test {
char c; // 1 bayt
int x; // 4 bayt

};

Burada sizeof (struct Test) degeri 1 +4 = 5 bayt degildir; ¢ogu modern 32/64-
bit derleyicide 8 bayttir. Cilinkii char’dan sonra islemcinin int verisine 4 baytlik
hizali adresten ulagabilmesi igin 3 baytlik bogluk eklenir.

Ornek 32.10. Kesirli sayplar (a/b) temsil etmek ve iki kesirli sayupn carpmak
i¢in bir struct yapisi tasarlayiniz. Sonucu sadelestirilmis bicimde saklayiniz.

Cézim. Bir kesir iki bilegenden olusur: pay (a) ve payda (b). Carpma kurali dog-
rudan paylarin ve paydalarin kendi aralarinda ¢arpilmasidir:

Sadelestirme adimi icin Boliim 13’te ele aldigimiz Oklid algoritmasiyla pay ve
paydanin en biiyiikk ortak bolenini (ged) bulur, ardindan her iki degeri de bu
EBOB’a boleriz.

#include <stdio.h>

typedef struct {
long long pay;
long long payda;
} Kesir;

long long ebob(long long a, long long b) {
while (b != 0) {
long long t = b;

b=al b;
a=t;

}

return a;

3

Kesir kesir_carp(Kesir k1, Kesir k2) {
Kesir sonuc;
sonuc.pay = kl.pay * k2.pay;
sonuc.payda = kl.payda * k2.payda;

long long g = ebob(sonuc.pay, sonuc.payda);
sonuc.pay /= g;
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sonuc.payda /= g;

return sonuc;

3

Bu yap1 sayesinde rasyonel sayilar tizerindeki igslemler modiiler ve tutarl bir cati
altinda toplanmig olur. O

En Sik Yapilan Hatalar

1. Struct Kopyalamasinda Atama vs Karsilagtirma: C dilinde k1 = k2;
gecerli bir ifadedir ve tiim alanlari kopyalar. Ancak if (k1 == k2) GECER-
SIZDIR. C dili iki struct nesnesini == ile dogrudan karsilastirmay1 destekle-
mez; alanlarin tek tek kargilagtirilmas: gerekir.

2. Noktali1 Virgiilii Unutmak: Struct tanimimmin kapanig parantezinden
sonra noktall virgiil (};) koymak zorunludur. Unutuldugunda derleyici

yaniltict s6zdizimi hatalar: tiretebilir.
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Boliim 33

Alistirmalar: Sayma

Kombinatorik ve sayma kuraminda ustalagsmanin en etkili yolu, 6grenilen soyut
ilkeleri farkli kurgularda smamak ve problem kargisinda dogru temsili (birebir
esleme, ¢ifte sayim, tersine diigiinme) kurabilmektir. Bu aligtirma setinde; Bélim
4 ve b’te gordiigiimiiz permiitasyon ve kombinasyon tekniklerini, Boliim 6’daki
binom 6zdegliklerini, Boliim 7’deki giivercin yuvasi ilkesini ve Boliim 8’deki igerme—
disarma yontemini bir araya getiren kapsamli problemleri ele alacagiz.

Her alt konudaki problemler; olimpiyat miifredatina uygun olarak [Kolay],
[Orta] ve [Zor]| diizeylerine ayrilmigtir. Coztimlerde yalmzca iglem adimlar: veril-
memig, her adimin ardindaki temel diigiince ve yontemin gerekcesi de agiklanmig-
tir.

33.1 Permiitasyon-kombinasyon alistirmalari

Sayma problemlerine baglarken ilk sorulmasi gereken soru sudur: “Elimizdeki nes-
neler birbirinden ayrt edilebilir mi, yoksa 6zdes mi? Siralama sonucu degistiriyor
mu?” Cogu olimpiyat sorusu, bu iki temel ayrimin tizerine ek kisitlar (6rnegin yan
yana gelmeme, belirli bir sirada bulunma veya alt—iist sinirlar) ekler.

Bu kisitlar1 yonetmek icin Boliim 4 ve 5’te ele aldigimiz iki temel yaklagim 6ne
cikar:

1. Baglama (Bloklama) Yontemi: Yan yana durmasi zorunlu olan nesneleri
tek bir “blok nesne” kabul edip siirece dahil etmek.

2. Bosluk (Ayirma) Yontemi: Hicbir ikisi yan yana gelmemesi gereken nes-
neleri disarida birakip, serbest nesneleri dizdikten sonra aralarinda olusan
bosluklara segilen nesneleri yerlegtirmek.

Ozdes nesnelerin ayirt edilebilir kutulara dagitiminda ise Boliim 5’te inceledi-
gimiz ayrag¢ (stars and bars) yontemi kullanilir.
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Teorem 33.1 (Ayra¢ Yontemi / Stars and Bars). n adet dzdes nesne, k adet
farkl kutuya:

1. Higbir kisit olmaksizin (kutular bos kalabilir) (”;ﬁ;l) farkl yolla,

2. Her kutuda en az bir nesne bulunmast kosuluyla (pozitif tam sayilarda ¢6zim)

(Zj) farkl yolla
dagitalor.

Ispat Taslagi. n 6zdes nesneyi yan yana dizelim. Bu nesneleri k gruba ayirmak icin
aralarina k — 1 adet ayrag yerlegtirmemiz gerekir. Bog kutu olabilecekse toplam
n + k — 1 konumdan k — 1 tanesini ayraclar i¢in seceriz: ("Zﬁ;l) Her kutu en az
bir eleman alacaksa, n nesnenin arasindaki n — 1 bogluktan k& — 1 tanesi segilir:

(:71)- O

Simdi kolaydan zora dogru kurgulanan ¢éziimli 6rnekleri inceleyelim.

Ornek 33.2 (Kolay: Kisith Dizilim ve Bosluk Yéntemi). 4 matematik¢i ve 5
bilgisayar bilimcisi diiz bir sira boyunca dizilecektir. Hicbir iki matematikginin yan
yana gelmedidi ka¢ farkl dizilim vardur?

(Céziim. Hicbir iki matematik¢inin yan yana gelmemesi kogulu, aralarina en az bir
bilgisayar bilimcisinin girmesini gerektirir. Bu nedenle 6nce serbest durumdaki
bilgisayar bilimcilerini dizip, ardindan matematikgileri olugan bosluklara yerlesti-
ririz.

1. Adim (Serbest nesnelerin dizilimi): 5 bilgisayar bilimcisi kendi arala-
rinda 5! = 120 farkh bigimde siralanir:

By _By B3 By DBs

2. Adim (Bosluklarin belirlenmesi): Bilgisayar bilimcilerinin sagi, solu ve
aralarinda toplam 5+ 1 = 6 adet bosluk olugur.

3. Adim (Kisith nesnelerin yerlestirilmesi): Hicbir iki matematik¢i aym
bosgluga giremez; aksi takdirde yan yana diiserler. Dolayisiyla bu 6 bogluktan 4 ta-
nesini secip matematikcileri bu bosluklara siralamaliyiz. 6 bogluk arasindan 4’inii
secip 4 matematikciyi yerlestirmenin yolu permiitasyon ile hesaplanir:

P(6,4) =6 x5 x4 x3=2360
4. Adim (Carpma kurali): Toplam gegerli dizilim sayisi:
5! x P(6,4) = 120 x 360 = 43200
olarak bulunur. O
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Ornek 33.3 (Orta: Alt ve Ust Siirhi Ayrac Yontemi). z; + z9 + 23 + 24 = 20
denkleminin, her i € {1,2,3,4} i¢in 1 < x; < 8 kosulunu saglayan kag¢ farkl tam
sayr ¢ozimi vardir?

Cozim. Alt smr (z; > 1), Bolim 5’teki ayrag yontemiyle dogrudan ¢oziilebi-
lir. Ancak st sir (z; < 8) ek bir kisittir. Burada en elverigli yaklagim; tiim
¢oziimlerden, en az bir degigkenin 8’1 agtigi durumlar1 Boliim 8’de gérdiigiimiiz
icerme—digarma ilkesiyle ¢ikarmaktir.

Once degisken déniisiimii yapalim: y; = z; — 1 dersek, 0 < y; < 7 ve toplam:
y1+y2+tys+ys=20—-4=16

olur. Problem, y; + y2 + y3 + y4 = 16 denkleminin 0 < y; < 7 araligindaki tam
say1 ¢ozlimlerini bulmaya doniigtii.
Evrensel kiime (U): Hicbir tist smir olmaksizin (y; > 0) ¢6ziim sayisi:

16+4—1 19\ 19 x 18 x 17
\Uk—( 41 )-—<3>—-(3_9w

Kisiti ihlal eden durumlar: A; durumu, y; > 8 olsun. Bir degigkenin y; > 8
olmasi i¢in y; = y; — 8 > 0 tamimlanir. Yeni toplam:

v+ y;=16—8=38
i#i

Her bir ¢ i¢in ¢6ziim sayisi:

A = 8+4-1 _ 11 :11><10><9:165
3 3 6

4 degisken oldugundan, > |A;| = 4 x 165 = 660.

iki degiskenin birden ihlal etmesi: ki degisken en az 8 olursa, harcanan
miktar en az 8 + 8 = 16 olur. y; > 8 ve y; > 8 (i # j) icin:

vityi+ D> pe=16-16=0
kt{ig}

Bu durumda ¢6ziim sayisi:

0+4-1 3
AN Aj| = =(7) =1
= (157 =)

(3) = 6 farkl ¢ift secilebileceginden, )" [A4; N A;| =6 x 1 =6.
Ucg degiskenin ayni anda > 8 olmas1 imkansizdir ciinkii 8 x 3 = 24 > 16.

Icerme-disarma formiiliinden gecerli ¢oziim sayisi:
N = U] =) |Ail + > 1AinA;| =969 — 660 + 6 = 315

bulunur. O
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Ornek 33.4 (Zor: Ozdes Elemanlar ve Dongiisel Ayriklik). 12 kisinin oturdugu
yuvarlak bir masadan rastgele 4 kisi secilecektir. Segilen hicbir iki kisinin masada
yan yana oturmuyor olma olasiligr kagtir?

Céziim. Diiz bir sirada yan yana gelmeyen nesneleri bogluk yontemiyle sayabili-
yoruz. Masanin dairesel olmasi nedeniyle 1. ve 12. kigiler de komgudur. Dairesel
simetriyi yonetmek adima belirli bir kigiyi (6rnegin 1 numarali sandalyedekini)
referans alarak problemi iki duruma ayiririz: bu kiginin segildigi ve secilmedigi

durumlar.
12 sandalyeyi saat yoniinde 1, 2, ..., 12 olarak numaralandiralim. Toplam se¢im
sayisl:
12 12x11x10x9
S| = = =495
5] ( 4 ) 24

Simdi hicbir ikisi ardisik olmayan 4 kisilik secimleri iki ayrik duruma ayiralim:

Durum 1: 1 numarali kisi se¢ilmistir. 1 secildigine gére komsulari olan 2 ve
12 secilemez. Geriye kalan {3,4,5,6,7,8,9,10, 11} kiimesinden (ardigik 9 kigi) yan
yana gelmeyen 3 kigi se¢meliyiz. Bu, diiz bir sirada 9 kigiden yan yana gelmeyen
3 kigi se¢gme problemidir. Segilmeyen 9 — 3 = 6 kisi diiz bir siraya dizildiginde

6 4+ 1 = 7 bogluk olugur:
7 7TxX6x5b5
=———=23)
(5) ="

Durum 2: 1 numarali kisi se¢ilmemistir. Bu durumda geriye kalan
{2,3,4,...,12} kiimesinden (ardigik 11 kisi) diiz bir sirada yan yana gelmeyen 4
kisi se¢meliyiz. Segilmeyen 11 — 4 = 7 kigi dizildiginde 7 + 1 = 8 bogluk olusur:

8 8XTX6xXDH
<4)_ 24 =10

Toplam gecerli se¢im sayisi:

35+ 70 =105
Istenen olasilik:
105 7
P = — = —
495 33

O]

Ornek 33.5 (Zor: Monoton Fonksiyonlar ve Cifte Sayim). A = {1,2,3,4,5}
ve B = {1,2,3,...,10} olsun. Her x < y i¢in f(x) < f(y) sartinz saglayan
ve kiimesinde tam olarak 3 farkly deger alan (yani |f(A)| = 3 olan) kag¢ farkl
f i A— B fonksiyonu vardir?

Cézim. Fonksiyon monoton artandir (f(1) < f(2) < f(3) < f(4) < f(5))
ve gorintli kiimesinde tam 3 farkli eleman bulunmalidir. Bu goériintii kiimesi
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{y1,y2,y3} C B (y1 < y2 < y3) olsun. Tamim kiimesindeki 5 elemani, artanlik
sirasinl bozmadan bu 3 degere paylastirirken her degerin en az bir kez kullanilma-
s saglamaliyiz.

1. Adim (Goriintii kiimesinin se¢imi): 10 elemanl B kiimesinden 3 farkli
deger se¢meliyiz:
10 10 x 9 x 8
= —— =120

Segilen bu degerleri kiigiikten biiyiige y1 < y2 < y3 olarak siralariz (siralama tek
tirlidir).

2. Adim (Girdilerin paylastirilmas1): f(1), f(2), f(3), f(4), f(5) dizisi zay:f
artan oldugundan, ilk c¢; tanesi y;, sonraki cy tanesi yo, son c3 tanesi y3 degerini
almalidir. Burada her deger en az bir kez kullanilacagindan:

c1+co+c3=5 ve c,c0,c3>1
olmalidir. Bu denklem, 5 nesnenin arasina 2 ayrac koymakla egdegerdir:
5—-1 4
pu— pu— 6
(5-1) - ()

3. Adim (Bilegke): Her goriintii kiimesi se¢imi i¢in 6 gegerli fonksiyon yazlabil-
diginden, toplam fonksiyon sayisi:

(130> X (;l) =120 x 6 =720

olur. O

#include <stdio.h>
#include <stdbool.h>
#include <string.h>

bool is_valid(const char *arrangement, int length) {
for (int i = 0; i < length - 1; i++) {
if (arrangement([i] == 'M' && arrangement[i + 1] == 'M') {
return false;
}
}
return true;

}

void swap(char *a, char *b) {
char temp = *a;
*a = *b;
*b = temp;
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void reverse(char *arr, int start, int end) {
while (start < end) {
swap (&arr[start], &arr[end]);
start++;
end——;

}

bool next_permutation(char *arr, int length) {
int i = length - 2;
while (i >= 0 && arr[i] >= arr[i + 1]) {
i--;

}

if (i < 0) {
return false;

}

int j = length - 1;
while (arr[j] <= arr[il) {

j==s
+
swap (&arr[i], &arr[jl);
reverse(arr, i + 1, length - 1);
return true;

}

long long factorial(int n) {
long long result = 1;
for (int i = 2; i <= n; i++) {
result *x= i;
}
return result;

3

int main(void) {
char objects[] = ;
int length = 9;
int valid_count = 0;

do {
if (is_valid(objects, length)) {
valid_count++;
}
} while (next_permutation(objects, length));

long long total = valid_count * (factorial(4) * factorial(5));
printf( , total);

return O;

478




Bolim 33. Aligtirmalar: Sayma

En sik yapilan hata: Bosluk yonteminde, bogluk sayisini serbest nesne sayisina
esit almak yaygin bir dikkatsizliktir. £ nesne diiz bir siraya dizildiginde her zaman
k + 1 adet bogluk olusturur. Dairesel dizilimde ise bogluk sayisi tam olarak k
adettir.

33.2 Binom ve giivercin yuvasi alistirmalari

Bolim 6’da gordiigiimiiz binom teoremi ve kombinatorik 6zdeglikler cebirsel ifa-
delerin katsayilarini sayma argiimanlariyla ¢ozmeyi saglarken; Boliim 7’de igledi-
gimiz Giivercin Yuvasi Ilkesi (GYT), belirli bir biiyiikliige ulagan veri kiimelerinde
aranan bir yapinin ya da ¢akigmanin kaginilmaz olarak var oldugunu garanti eder.

Tanmim 33.6 (Giivercin Yuvasi Ilkesi / Pigeonhole Principle). n ve k pozitif tam
sayilar olsun. n adet nesne k adet yuvaya dagitildiginda, en az bir yuvada en az
[n/k] nesne bulunur. Benzer bi¢imde, en az bir yuvada en fazla |n/k| nesne yer
alur.

Olimpiyatlarda giivercin yuvasi ilkesini uygularken en kritik asama sudur: Gii-
vercinler nedir, yuvalar nedir? Yuvalar genellikle modiiler siniflar (Boliim 14),
geometrik bolgeler veya toplamlari/farklar: sabit olan say ¢iftleri olarak tasarla-
nir.

Teorem 33.7 (Vandermonde Ozdesligi). m,n,r € N ve r < m + n olmak fizere:

i m n _(m+n
kE)\r—k) r
k=0
Ispat Taslagi. m erkek ve n kadindan olusan m + n kisilik bir gruptan r kisilik
bir kurul secilecektir. Toplam secim sayisi (m:'")’dir. Kuruldaki erkek sayisini k

(0 < k < r) olarak sabitlersek, m erkekten k, n kadindan r — & kisi segilir. Toplama
kurali geregi iki taraf birbirine egittir. O

Ornek 33.8 (Kolay: Boliinebilirlik ve Giivercin Yuvasi). Rastgele segilen 6 tam
sayr arasindan, farklary 5 ile tam boliinen en az iki sayinin mutlaka bulunacagin
gosteriniz.

Coziim. Bolim 11 ve 14’te gordiigiimiiz iizere iki sayimin farkinin 5 ile tam bo-
liinmesi, bu iki sayimnin 5 ile boliimiinden kalanlarinin egit olmasi anlamina gelir.
Olas: kalan sayisi sinirh oldugundan, segilen say1 adedi kalan tiirlerinin sayisini
astiginda en az iki sayinin ayni kalani vermesi zorunludur.

1. Adim (Yuvalarin tanimi): Bir tam saymmn 5 ile bélimiinden kalanlar
{0,1,2,3,4} kiimesinin elemanlaridir. Dolayisiyla k£ = 5 farkli yuva mevcuttur.

2. Adim (Giivercinlerin dagitimi): Segilen 6 tam sayiy1 giivercin olarak
alalm (n = 6). Her sayiy1, 5 ile boliimiinden kalanin temsil ettigi yuvaya yerlegti-
relim.
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3. Adim (GYI uygulanmasi): n = 6 > k = 5 oldugundan, Giivercin Yuvasi
Ilkesi geregi en az bir yuvaya en az 2 say1 diiser. Bu iki say1 a ve b olsun. a = b
(mod 5) oldugundan, a —b =0 (mod 5), yani 5 | (a — b) elde edilir. O
Ornek 33.9 (Orta: Cifte Sayim ile Binom Toplami). n > 1 i¢in asadidaki esitligi
kombinatorik bir hikdaye kurarak (¢ift sayma yontemiyle) ispatlayiniz:

n 2
n 2n —1
k =
() ()
k=1
(Cozim. Bolim 10’da inceledigimiz ¢ifte sayim yontemini uygulayalim. Sol tarafta
k‘(Z)z =k(})(,",) ifadesi yer alir. Buradaki k ¢arpam gruptan bir bagkan segildi-

gine, (Z) (nﬁ k) carpimi ise toplam 2n kisiden n kisilik bir kurul olusturulduguna
isaret eder.

Hikayemizi kuralim: n erkek ve n kadindan olusan toplam 2n kigilik bir topluluk
olsun. Bu topluluktan n kisilik bir komite ve bu komitenin icinden bir kadin baskan
segecegiz.

1. Yontem (Once komiteyi, sonra bagkani se¢gmek): Komitedeki kadm
saywisini k (1 < k < n) olarak belirleyelim.

« n kadmn arasimdan k kadm: (}) yolla,

o Kalan n — k kisi erkeklerden: (")) = (}) yolla,

e Segilen k kadin arasindan bagkan: k yolla segilir.

Tim k degerleri iizerinden toplarsak:
n n 2

k
> k()
k=1

2. Yontem (Gnce bagkani, sonra komitenin geri kalanini se¢mek):

e Once n kadin arasindan baskan olacak 1 kisiyi secelim: n farkhi secenek
vardir.

o Bagkan belirlendikten sonra, komiteye n — 1 kisi daha secilmelidir.

e Geriye kalan adaylar: n — 1 kadin ve n erkek olmak tizere toplam 2n — 1
kisidir.

2n—1

e Bu 2n —1 kisi arasindan geriye kalan n — 1 komite tiyesi secilir: (n_l

) yolla.

Carpma kurali geregi toplam durum sayisi:

2n —1
" n—1

Her iki sayim da ayni nesneleri (bagkani kadin olan n kisilik komiteleri) saydigin-
dan egitlik ispatlanmigtir. O
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Ornek 33.10 (Zor: Erdés Boliinebilirlik Teoremi ve Giivercin Yuvasi).
{1,2,3,...,2n} kimesinden segilen herhangi n + 1 elemanls bir altkiimede,
biri digerini bolen en az iki sayinan mutlaka bulunacagine ispatlayiniz.

Cozim. Bolim 11 ve 12’de gordiigiimiiz tizere boliinebilirlik (a | b), sayilarin
carpan yapisiyla dogrudan iligkilidir. Pozitif her tam sayi, 2'nin bir kuvveti ile
bir tek saymin carpimi olarak tek tiirlii yazilabilir: z = 2% - m (m tek say1). Eger
segilen sayilardan ikisinin tek kismi (m) ayni olursa, biiyiik say1 kiigiik saymin
2’'nin bir kuvveti kadar kati olacagindan biri digerini mutlaka boler.

1. Adim (Tek kisimlar1 yuva yapmak): Her = € {1,2,...,2n} sayisim
x = 2¥.m biciminde yazalim; burada k > 0 bir tam say1 ve m € {1,3,5,...,2n—1}
bir tek sayidir.

2. Adim (Yuvalar1 saymak): 1’den 2n’ye kadar olan sayilar arasinda tam
olarak n adet tek say1 vardir:

1,3,5,....2n — 1

Her tek say1 bir yuvay1 temsil etsin. Toplam yuva sayis1 n’dir.

3. Adim (Giivercinleri yerlegtirmek): Kiimemizden n + 1 adet say1 segil-
mistir. Her sayiy1 kendi tek kismi olan m yuvasina atayalim. Giivercin sayisi n+ 1,
yuva sayisi n’dir.

4. Adim (Sonug): Giivercin Yuvasi Ilkesi geregi, en az bir yuvada birden fazla
(en az iki) say1 bulunmalidir. Bu sayilar  ve y olsun (z < y). Tek kisimlar1 ayni
oldugundan:

z=2"m ve y=2"-m

Burada z < y oldugundan a < b olmalidir. Dolayisiyla:

b
2 ‘m: b—a

ez"
20 .m

Y
T

Yani z | y saglanir. O

Ornek 33.11 (Zor: Diizlemde Kafes Noktalar1 ve Orta Nokta). [ki boyutlu Kartez-
yen diizlemde koordinatlar: tam sayr olan noktalara kafes noktasy denir. Diizlemde
segilen herhangi 5 kafes noktast arasinda, birlestiren dogru parcasinin orta noktast
da bir kafes noktasi olan en az iki noktanin mutlaka bulundugunu gésteriniz.

Cozim. A(xy,y1) ve B(xe,y2) noktalarimin orta noktas:

1+ 22 Y1+ Y2
M =
(05"

koordinatlarina sahiptir. M’nin bir kafes noktasi olmasi icin z1 + z9 ve y1 + yo
toplamlarinin ¢ift olmasi gerekir. Béliim 17°de ele aldigimiz parite ilkesi uyarinca,
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iki tam saymin toplami ancak ve ancak teklik—ciftlik durumlar: ayni oldugunda
cifttir.

1. Adim (Parite simiflari): Bir tam saymin paritesi 2 farkli deger alabilir:
Tek (T) veya Cift (C). Bir noktanin koordinat ikilisi (x,y) i¢in 4 olasi parite siifi
vardir:

(©,Q), (C,T), (T, T)

Bu 4 simf bizim yuvalarimizdir (k = 4).

(T, C),

2. Adim (Giivercinler): Diizlemden n = 5 kafes noktas: secilmistir.

3. Adim (GYI): 5 > 4 oldugundan, Giivercin Yuvasi Ilkesi geregi en az 2 nokta
ayni parite simifina ait olmalidir. Bu iki nokta P;(z1,y1) ve Pa(x2,y2) olsun. 1 =
zo (mod 2) = z1+ 22 =0 (mod 2) = ZIE2 € Z y; = g (mod 2) =
y1+y2 =0 (mod 2) = UI2 7,

Boylece P, ve Po’nin orta noktasi kesinlikle bir kafes noktasidir. O

#include <stdio.h>

int get_odd_part(int x) {
while (x % 2 == 0) {

x /= 2;
}
return Xx;
}
int main(void) {
int sample_set[] = {2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 12};
int size = sizeof(sample_set) / sizeof (sample_set[0]);
int slots[100] = {0};
for (int i = 0; i < size; i++) {
int number = sample_set[i];
int m = get_odd_part (number) ;
if (slots[m] != 0) {
printf('1g 11 , slots[m
], number, m);
int min_val = (slots[m] < number) ? slots[m] : number;
int max_val = (slots[m] > number) 7 slots[m] : number;
printf ( , min_val, max_val, (max_val %
min_val == 0) ? );
break;
}
slots[m] = number;
}
return O;
}
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En sik yapilan hata: Giivercin yuvas: kurgulanirken yuva sayisini gereginden
biiyiik secmek ilkeyi calismaz hale getirir. Ornegin kafes noktasi probleminde koor-
dinatlarin mod 3 veya mod 4 degerlerine bakilsaydi yuva sayisi ¢cok biiytik ¢ikacak
ve 5 nokta i¢in gakigma garanti edilemeyecekti. En kaba (en kiigiik) ortak ozellik
paritedir (mod 2).

33.3 Icerme-digarma ve 1zgara yollar1 aligtirmalar:

Boliim 9’da inceledigimiz 1zgara yollari, iki temel hareketin (S: Saga, Y: Yukar:)
dizilimleriyle ifade edilir. (0,0) noktasindan (m,n) noktasina gitmek, m tane S
ve n tane Y adimindan olusan m + n uzunlugundaki bir tekrarli permiitasyon
sayisina esittir: (m;r”)

Yol tizerinde engeller (yasakli noktalar) bulundugunda ya da simir ¢izgilerinin
(y = = kosegeni gibi) agilmamas istendiginde gu iki yontem devreye girer:

1. icerme-Digarma ilkesi (B6liim 8): Birden fazla engelin bulundugu du-
rumlarda yasakli noktalardan gecgen yollar: sistematik olarak ayiklamak.

2. André Yansmma Ilkesi: Smir cizgisini agan yollar1, simetrik bir bitis nok-
tasina giden yollarla birebir eglemek (Boliim 10).

Teorem 33.12 (Igerme Digsarma Ilkesi / Inclusion-Exclusion). Sonlu

Ay, Ag, ..., A kimeleri i¢in birlesim kiimesinin eleman sayise:
k k
i=1 i=1 1<i<i<k
+ Z |AiﬂAjﬂAl|—-'-+(—1)k_1|A1ﬂ---ﬂAk]
1<i<j<i<k

Ornek 33.13 (Kolay: Tek Engelli Izgara Yolu). Bir robot (0,0) noktasindan (6,5)
noktasina her adimda yalnizea 1 birim saga (+x) ya da 1 birim yukar (+y) giderek
ulasacaktir. Robotun (3,2) noktasindan ge¢gmeden (6,5)’e ulasabilecegi kag farkl
yol vardwr?

(Coziim. Yasakl noktadan gegmeyen yollar: dogrudan saymak yerine, tiim yollarin
sayisindan bu noktaya ugrayan yollarin sayisini gikarmak (tiimleyen sayma) iglemi
belirgin bi¢imde kolaylagtirir.

1. Adim (Tiim yollar): (0,0)’dan (6,5)’e toplam 6+5 = 11 adim atilmahdir;
bunlarin 6’s1 saga, 5’i yukaridir:

7| = 11y 11x10x9x8x7
~\5/) 120

= 462

2. Adum ((3,2) noktasindan gegen yollar): Bir yolun (3,2) noktasindan gec-
mesi, hareketin iki bagimsiz etaba boliinmesi demektir:
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e (0,0)dan (3,2)'ye: 3 sag, 2 yukann = (*1%) = (}) = 10.

o (3,2)’den (6,5)’e: Kalan mesafe 6 —3 = 3 sag, 5—2 = 3 yukarn — (3'53) =

Carpma kurali geregi (3,2)’den gegen yol sayisi:

4] = (Z) x <§> — 10 x 20 = 200

3. Adim (Tiimleyen kurali): (3,2)’ye hi¢ ugramayan yol sayist:
IT| — |A| = 462 — 200 = 262
bulunur. O

Ornek 33.14 (Orta: Tki Engelli Izgara ve Icerme-Disarma). (0,0) noktasindan
(7,6) noktasina yalnizca saga ve yukary advmlarla gidecek olan bir hareketli, P(2,2)
ve Q(4,4) noktalarinan hicbirinden gecmemek sartiyla bu hedefe kag farkl yolla
varabilir?

Coziim. Iki ayr1 yasakh nokta (P ve Q) bulunmaktadir. P’den gecen yollar kiime-
sini A, (Q’dan gecenleri B ile gosterirsek, aranan deger |(AU B)¢| = |T| — |AU B
olur. Her iki noktaya birden ugrayan yollar (AN B) iki kez ¢ikarilacagindan, Bolim
8’deki icerme—digarma ilkesi geregi bir kez eklenmelidir.

1. Adim (Tim yollar 7): (0,0) — (7,6): Toplam 13 adim (7 sag, 6 yukar1):

= 1716

]T|— 13 _13><12><11><10><9><8
- \6) 720

2. Adim (P(2,2)’den gegenler, A):

Al = 2;2) X <(72()3fé62)> = (;l) x (Z) =6 x 126 = 756

3. Adim (Q(4,4)’ten gegenler, B):

|B| = <4I4> X <(7_4é_46_4>> = (i) X (2) =70 x 10 = 700

4. Adim (Hem P’den hem ’dan gegenler, ANB): (0,0) — (2,2) — (4,4) —
(7,6):

_l’_

* (0,0) = (2,2): (3) =6,
e (2,2) = (4,4):4—2=2sag, 4—2=2yukar1 = (}) =6,
e (4,4) = (7,6): T—4 =3 sag, 6 —4 =2 yukan = (}) = 10.
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|ANB| =6x6x 10 = 360

5. Adim (Birlesim ve sonug): Icerme-digarma ilkesinden en az bir engele car-
pan yol sayisi:

|AUB| = |A| + |B| —|AN B| = 756 4+ 700 — 360 = 1096
Hicbir engele carpmayan gegerli yollarin sayisi:
|T| —|AU B| = 1716 — 1096 = 620
olarak elde edilir. O

Ornek 33.15 (Zor: André Yansima Ilkesi ve Késegeni Asmama). Bir parcacik
(0,0) noktasindan (n,n) noktasina saga ve yukary birim advmlarla ilerlemektedir.
Par¢acigin y = x dogrusunun kesinlikle tizerine ¢ikmadigr (yani her adimda
y < x kaldiqr) kag farkl yol vardur?

Coziim. Bu kurgu, klasik Dyck yolu ve Catalan sayilari problemidir. Istenen kosul
her adimda y < x kalmaktir. Kurali ihlal eden bir yol, en az bir noktada y = x+1
dogrusuna temas eder. André’nin yansima ilkesi; bu ilk temas noktasindan sonraki
yol parcasini y = x + 1 dogrusuna gore simetrigine doniigtiirerek Boliim 10’daki
birebir egleme fikrini kullanir.

1. Adim (Tiim yollar): (0,0)’dan (n,n)’ye kisitsiz tiim yollarin sayisi:

- ()

2. Adim (Yasakli dogrunun belirlenmesi): Yolun y < z bolgesinden gikmasi
demek, en az bir noktada y = x + 1 dogrusuna temas etmesi demektir. Yasakl
dogru: L:y=x+ 1.

3. Adim (Yansima bijeksiyonu): L dogrusuna en az bir kez dokunan bir
yol ele alalim. Bu yolun L dogrusuna ilk dokundugu noktayr K (x,yy) olarak
isaretleyelim. Burada yi = x + 1’dir. Yolun K’dan bitig noktas1 B(n,n)’ye kadar
olan kismini L dogrusuna gore yansitalim. B(n,n) noktasimin y = x+ 1 dogrusuna
gore simetrigi nedir? Dogru denklemi y — z = 1’dir. (n,n) noktasinin bu dogruya
gore yansimast B'(n — 1,n + 1) noktasidir.

4. Adim (Eslemenin gegerliligi): (0,0)’dan baslayip L’ye degen her yol,
yansitildiktan sonra (0,0)’dan B’(n — 1,n + 1) noktasima giden bir yola déniigiir.
Tersine, B'(n — 1,n+ 1) noktasina giden her yol, baglangigta y < x tarafinda bas-
layip sonunda y > z tarafina gectigi i¢in y = x 4+ 1 dogrusunu kesmek zorundadir.
Dolayisiyla L’ye degen kotii yollar ile (0,0) — (n—1,n+1) yollar1 arasinda birebir
esleme (bijeksiyon) vardir!

5. Adim (Kotii yollarin sayis1 ve ¢gikarma): (0,0)’dan (n—1,n+1)’e giden
yollarin sayisi:
-1 1 2
K otii] = (n—1)+(n+1) _ n
n—1 n—1
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Gegerli yollarin sayisi:

2 2
C, = |T| — | Kotil| = ( ”>—< " )
n n—1
Bu ifadeyi acarsak:

() - () - (=) () == ()

Bu sayilar matematikte Catalan sayilar (Cy) olarak bilinir. O

Ornek 33.16 (Zor: Kisith Say1 Dizilimlerinde Icerme-Disarma). {1,2,3,4,5,6}
kiimesinin elemanlaryla yazilabilecek 6 basamakl rakamlar: farkly saylardan kag
tanesinde:

o “1” rakami hemen “27nin ardindan gelmez (yani “217 alt dizisi bulunmaz),
o “37 rakami hemen “}”in ardindan gelmez (yani “43” alt dizisi bulunmaz),

o “57 rakami hemen “6”nin ardindan gelmez (yani “65” alt dizisi bulunmaz)?

(Céziim. Soruda ti¢ ayri yasakli durum tamimlanmigtir: By = 21, By = 43 ve
Bs = 65 bloklari. Bu bloklarin hicbirinin yer almadigi durumlar1 bulmak icin
Boliim 8’deki igerme—digarma ilkesini uygulariz. Bloklar1 baglama yontemiyle tek
bir nesne kabul ederek kesigim kiimelerinin eleman sayilarini hesaplayabiliriz.

Evrensel Kiime (U): 6 farkh rakamin dizilimleri:
U| = 6! = 720

Ajq: “217 blogunun bulundugu dizilimler, As: “43” blogunun bulundugu dizilimler,
As: “65” blogunun bulundugu dizilimler.

1. Derece Kesigimler (> |A;|): A icin {(21),3,4,5,6} olmak tizere 5 nesne
vardir:

|A1| = |Ag| = |A3] = 5! = 120
> " JAi =3 x 120 = 360

2. Derece Kesigimler (3 |A4;NA;|): Ornegin A;NAs igin {(21), (43), 5,6} olmak

iizere 4 nesne vardir:
|[A1 N Ag| = A1 NA3| =]A2N A3 =41=24
(3) = 3 ¢ift oldugundan:
D AN Aj =3 x24 =72
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3. Derece Kesigim (|41 N Ay N A3]): Ug blok da mevcuttur: {(21), (43), (65)}.
Toplam 3 nesne vardir:
|[A1 N A2 N A3 =3=6

Icerme-Digsarma Formiilii: Istenen kosullar1 saglayan permiitasyon sayisi:
N =U] =) |Ail + D 1AinAj| — [A1 N Ay 0 A3
N =720 - 360 + 72 — 6 = 426

bulunur. O

#include <stdio.h>
#include <stdbool.h>

typedef struct {
int x;
int y;

} Point;

long long count_paths_with_obstacles(int width, int height, const Point
obstacles[], int obstacle_count) {
long long dplwidth + 1] [height + 1];
bool blocked[width + 1] [height + 1];

for (int x = 0; x <= width; x++) {
for (int y = 0; y <= height; y++) {
dplx] [yl = 0;
blocked[x] [y] = false;

3

for (int i = 0; i < obstacle_count; i++) {
int ox obstacles[i] .x;
int oy = obstacles[i].y;
if (ox >= 0 &% ox <= width && oy >= 0 && oy <= height) {
blocked[ox] [oy] = true;

}
}

dp[0] [0] = 1;
for (int x = 0; x <= width; x++) {

for (int y = 0; y <= height; y++) {
if (blocked[x][y]) {

dplx] [yl = 0;
continue;

}

if (x> 0) {

dplx] [yl += dplx - 11[y];
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}
if (y > 0) {

dplx] [yl += dplx]lly - 1];
}

}

return dp[width] [height];

int main(void) {
int width = 7;
int height = 6;
Point obstacles[] = {{2, 2}, {4, 4}};
int obstacle_count = sizeof (obstacles) / sizeof(obstacles[0]);

long long result = count_paths_with_obstacles(width, height,
obstacles, obstacle_count);

printf( 11 , result);

return O;

En sik yapilan hata: Izgara iizerinde birden fazla engel varken, engeller ara-
sindaki yollari1 ¢carparken goreli koordinatlar1 almak yerine mutlak koordinatlar:
almak en yaygin hatadir. (x1,y1) noktasindan (xe,y2) noktasma giderken adim
sayist xg + yo degil, (z2 — x1) + (y2 — y1) dir ve kombinasyon ((m_xa}gfgryl))
bi¢iminde yazilmahdir. Ayrica o < x1 veya yo < yp ise o iki engel arasinda hig

yol bulunamaz (yol sayisi 0’dir).
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Bolim 34

Alistirmalar: Sayilar ve
Teknikler

Sayilar teorisi ve problem ¢ozme teknikleri boyunca edindigimiz kuramsal altya-
piy1, TUBITAK Bilgisayar Olimpiyat1 1. Asama smavinda ve benzeri yarismalarda
kargimiza ¢ikan Ozgiin sorular lizerinde sinayacagiz. Bir matematiksel araci yal-
nizca tanimakla yetinmeyip yarigma ortaminda dogru anda devreye sokabilmek
ayr1 bir problem ¢ozme aligkanligr gerektirir.

Bu sezgiyi geligtirmek adina ele aldigimiz tiim problemler [Kolay], [Orta],
[fleri Diizey] ve [Olimpiyat] zorluk seviyeleriyle etiketlenmistir. Her soruda
yalnizca sonuca ulagmakla kalmayip ¢oziimiin arkasindaki temel diigiinceyi, ¢ikis
noktalarim ve sik¢a diiglilen tuzaklar da inceleyecegiz.

34.1 Boliinebilme ve Modiiler Alistirmalar

Boélim 11 ve Boliim 12’de gordiiglimiiz boliinebilme kurallar: ile Béliim 14’te ele
aldigimiz modiiler aritmetik araglari, algoritma analizinden kriptografiye kadar
bilgisayar biliminin bir¢ok alaninda temel rol oynar. Kargimiza ¢ikan bir boli-
nebilme sorusunda ilk adim genellikle cebirsel carpanlara ayirma veya uygun bir
modiil altinda denklik aramak olmalidir. Dogru modiilii belirlemek cogu zaman
¢Ozlim yolunu dogrudan acar.

Ornek 34.1 (Zorluk: Kolay). n bir pozitif tamsay: olmak iizere, n® — 5n3 + 4n
ifadesinin her zaman 120 ile boliindigini gosteriniz.

Céziim. 120 = 23 -3 -5 = 5! olduguna dikkat edersek, Boliim 11’den hatirlana-
cagl lizere ardigik k& tam saymin carpimi daima k! ile tam bdéliniir. Dolayisiyla
ifadeyi ardigik 5 tam sayimin ¢arpimi bigiminde yazmaya caligmak en dogrudan
yaklagimdir.
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Verilen cebirsel ifadeyi ortak garpan parantezine alarak carpanlarina ayiralim:

n® —5n3 +4n = n(n* — 50 + 4)
=n(n? —1)(n* — 4)
=n(n—1)(n+1)(n—2)(n+2)

Carpanlar kiiclikten biiyiige siraladigimizda:
n—=2)(n—1nn+1)(n+2)

carpimini elde ederiz. Bu ifade ardigik 5 tamsayinin carpimidir.

Ardigik 5 sayidan:

e En az iki tanesi 2’ye boliiniir ve bunlardan biri en az 4’e boliiniir; dolayisiyla
carpim 2 - 4 = 8 ile tam béliiniir (22 | 120).

o En az bir tanesi 3 ile tam bolintr (3 | 120).

o En az bir tanesi 5 ile tam boélintr (5 | 120).

ged(8,3) = ged(24,5) = 1 oldugundan, ifademiz 8 - 3 -5 = 120 ile daima tam
boliiniir. O

Ornek 34.2 (Zorluk: Orta). p bir asal say olsun. 8p® + 1 saysiman da bir asal
saye oldugu bilindigine gore, 8p* — 1 sayusinan asal olup olmadiginy belirleyiniz.

Céziim. Asal sayilar iceren polinom ifadelerinde kii¢iik modiilleri incelemek, 6zel-
likle de Boliim 14’te ele aldigimiz  (mod 3) aritmetigini kullanmak iyi bir bag-
langictir. Tam kareler mod 3 altinda yalnizca 0 veya 1 degerini alabildiginden
(#2=0,1 (mod 3)), bu kisit ifadenin davranigi dar bir arahiga hapseder.

p asal sayisin1 mod 3 altinda inceleyelim:
1. Durum p = 3 ise:
8p? +1=8(3%)+1=8-9+1=73
73 gercekten bir asal sayidir. Bu durumda:
8pP —1=8(3%)-1=72-1="71
71 sayis1 da asaldir.

2. Durum p # 3 ise: p asal ve 3’'ten farkh oldugundan ged(p,3) = 1’dir. Dola-
yistyla p = 1 veya p = 2 (mod 3) olur. Her iki durumda da p? = 1 (mod 3)
elde edilir.

Bu denklikten hareketle 8p? + 1 ifadesini mod 3’te inceleyelim:

8p°+1=2-(1)+1=3=0 (mod 3)

490



Bolim 34. Aligtirmalar: Sayilar ve Teknikler

Bu durumda 8p? + 1 sayis1 3 ile tam boliiniir. Ancak soruda 8p? + 1’in bir
asal say1 oldugu verilmigtir. 3’iin kat1 olan yegane asal say1 3’iin kendisidir.
Fakat p > 2 icin 8p? +1 > 8(4) + 1 = 33 > 3 oldugundan bu ifade asla 3
olamaz; dolayisiyla asal olamaz. Bu durum bir celigkidir.

Demek ki sart1 saglayan yegane asal p = 3’tiir ve bu deger icin 8p? — 1 = 71 olup
asaldir. O

En Sik Yapilan Hata: p # 3 durumunda p? = 1 (mod 3) bagintisim fark edip
8p? 4 1'in 3 ile béliindiigiinii bulan baz1 égrenciler, “o halde 8p? —1=2-1—-1=1
(mod 3) olur, demek ki 3’e boliinmez, o zaman asaldir” yanilgisina digerler. Bir
sayinin 3’e boliinmemesi onun asal oldugunu gostermez (6rnegin 25 veya 49 gibi).
(6ziimiin anahtar, p # 3 durumunun soru kosuluyla tamamen celistigini (8p® + 1
asal olamaz) fark edip tek ¢oztimiin p = 3 oldugunu gérmektir.

Ornek 34.3 (Zorluk: Ileri Diizey). p ve q iki asal say olmak fizere,

plg*—1 wve qlp—1

kosullar saglanmaktadir. Bu kosulu saglayan tim (p,q) asal sayu ikililerini bulu-
nuz.

Cozim. ki yonlii boliinebilme bagintilarinda esitsizlik kurmak veya carpanlara
ayirmak temel yaklagimdir. fkinci kosul olan ¢ | p — 1, p — 1 > 0 oldugu icin
dogrudan g < p — 1 < p egitsizligini verir; yani kesinlikle ¢ < p’dir.
Simdi ilk kogula dénelim:
pla®=1=(g—-1)(¢"+q+1)

p bir asal sayidir. Boliim 12’de gordiigiimiiz Oklid lemmasima gére, p bir carpimi
boliiyorsa carpanlardan en az birini bélmek zorundadir:

plg—1) veya p|(®+q+1)

Fakat az 6nce ¢ < p, dolayisiyla ¢—1 < p oldugunu bulmugtuk. Pozitif bir tam say1
kendisinden kesinlikle biiyiik bir sayiya boliinemez. O halde pt (¢ — 1) olmalidir.

Buradan zorunlu olarak:
plé®+q+1

sonucuna variriz. Bu ise bir tamsay1 k > 1 i¢in:
¢ +q+1=k-p

anlamina gelir.
Diger yandan ¢ | p — 1 verildiginden, bir pozitif m tamsayisi i¢in p — 1 = mgq,
yani p = mq + 1 yazabiliriz. Bunu yukaridaki egitlikte yerine koyalim:

CHqg+l=kimg+1)=kmq+k
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Esitligi mod ¢ altinda incelersek:
1=k (mod q)
elde edilir. k£ > 1 pozitif tamsayisi icin iki temel ihtimal vardir:

1. k = 1 durumu: Eger k = 1 ise, ¢> + ¢ + 1 = p olur. Ayrica p = mq + 1
oldugundan:

CHg+l=mg+1 = F+q=mqg = qlg+1)=mqg = m=q+1
Bu durumda p = ¢ + ¢ + 1 olmaldir. Kiiciik asallar1 deneyelim:
2 — p=2242+1 =7 p = 7 asaldir. Kontrol edelim:

q =

7]23—1=7 (saglar) ve 2| 7 — 1 =6 (saglar). Ikili: (7,2).

=3 = p=3243+1=13. p = 13 asaldir. Kontrol: 13 | 3° —1 = 26
(saglar) ve 3 | 13 — 1 = 12 (saglar). Ikili: (13, 3).

e g > 3 tek asal ise: ¢ = 1 veya ¢ = 2 (mod 3) olabilir mi? Asallig: test
edebiliriz; 6rnegin ¢ = 5 = p = 31 asaldir; 31 | 124 = 4 x 31 ve
5 | 30. Genel olarak ¢ 4 ¢+ 1 asal oldugu siirece her (¢> +¢q+1, q) cifti
bir ¢6ziim adayidir. Ancak k'min diger degerlerini de aragtirmaliyiz.

2. k> 1durumu: £ =1 (mod q) ve k > 1 oldugundan en az k > g+1 olmalidur.
Fakat k > ¢ + 1 olursa:

k-p>(qg+Dp>(g+1)g=q¢"+q

Hatta p > ¢ oldugu i¢in p > ¢ + 1’dir (biri tek biri ¢ift veya ikisi de tek).
Eger p > q+ 2 ise:

kp2(q+1)(Q+2):q2+3q+2>q2+q+1

olur ki bu kp = ¢ + g+ 1 esitligiyle celigir! Sadece p = ¢ + 1 olabilir mi? Iki
ardigik asal yalmizca ¢ = 2,p = 3 iken mtimkiindiir. Ama ¢ = 2,p = 3 i¢in
¢®>+q+1=717,3147 oldugundan saglamaz.

Dolayisiyla tek olasi aile k = 1, yani p = ¢ + ¢ + 1 ailesidir. Problem belirli
ikilileri sordugunda, sorunun baglamina gore tiim coziimler ¢ ve p = ¢ + ¢ + 1’in
her ikisinin de asal oldugu ikililerdir. O

Ornek 34.4 (Zorluk: Olimpiyat). n > 1 bir tamsay: olsun. n | 2" — 1 kosulunu
saglayan hicbir n > 1 tamsayisinin bulunmadigine ispatlayinaz.

Céziim. Bu problem, yarisma matematiginde “en kiiciik asal bélen” arglimaninin

en ogretici ve bilinen 6rneklerindendir. n | 2™ — 1 ifadesinde n’nin asal ¢arpan-
larinin tiimii yerine yalnizca en kiigiik asal bolen p’ye odaklanmak, Bélim 14’te
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gordiigiimiiz Fermat'nin Kiiclik Teoremi sayesinde giiclii bir mertebe kisit1 kurma-
miz1 saglar.

Olmayana ergi (celigki) yontemini kullanalim. n > 1 i¢in n | 2" — 1 oldugunu
varsayalim.

n > 1 oldugundan n’nin en az bir asal boleni vardir. n’nin en kiiciik asal
bolenine p diyelim.

e 2™ — 1 daima tek bir say1 oldugundan, onu boélen n de tek say1 olmalidir.
Dolayisiyla p tek bir asal sayidir (p > 3).

e p|lnven|2" -1 oldugundan, béliinebilmenin gegisme ozelliginden:

pl2"—1 = 2"=1 (mod p)

Simdi 2'nin mod p’deki mertebesini (yani 2¢ = 1 (mod p) sartii saglayan en
kiigiik pozitif d tamsayisini) ele alalm ve buna d = ord,(2) diyelim.

Mertebenin temel teoremine gore:
2"=1 (modp) = d|n
Ayrica Fermat'nin Kiigiikk Teoremi geregince ged(2,p) = 1 oldugundan:
2"1=1 (modp) = d|p—1
elde edilir. Demek ki d, hem n’yi hem de p — 1’i bolen bir tamsayidir:
d|ged(n,p—1)
Simdi dikkatle diigiinelim:

e d > 1midir? Eger d = 1 olsaydi, 2! =1 (mod p) = p | (2—1) = 1 olurdu;
bu imkansizdir ¢iinkii p > 3 bir asaldir. O halde d > 1’dir.

e d > 1 olduguna gore d’nin en az bir asal boéleni vardir; bu asal bolen ayni
zamanda n’yi de boler (¢iinkii d | n).

o Fakat d | p— 1 oldugundan, d < p — 1 < p olmaldur!

Bu durum agik bir celigkidir: d’nin asal ¢arpani hem n’yi boler hem de p’den
kesinlikle kiigiiktiir. Oysa biz p’yi n’nin en kii¢iik asal boleni olarak segmigtik!

Bu geligki varsayimimizin yanhs oldugunu kanitlar. Demek ki n | 2" — 1 sartim
saglayan hicbir n > 1 tamsayisi yoktur. O

Asagidaki C kodu, kiiciik n degerleri i¢in bu imkansizligi deneysel olarak dog-
rulamakta ve adaylarin mertebe davranigini simiile etmektedir:
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#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

long long power_mod(long long base, long long exp, long long mod) {
long long result = 1;
base %= mod;
while (exp > 0) {
if (exp % 2 == 1) {
result = (result * base) % mod;

}
base = (base * base) % mod;
exp /= 2;

}
return result;

3

int* check_divisibility(int limit, int* count) {
int* solutions = (int*)malloc(limit * sizeof(int));
*xcount = 0;
for (int n = 2; n <= limit; ++n) {
if (power_mod(2, n, n) == 1) {
solutions[(*count)++] = n;
}
}
return solutions;

3

int main(void) {
int count = 0;
int* solutions = check_divisibility(10000, &count);

printf( );
for (int i = 0; i < count; ++i) {
printf( , solutions[i], (i == count - 1) 7 : )
}
printf ( );

free(solutions);
return O;

34.2 EBOB/EKOK ve Tam Say1 Denklem Aligtirma-
lar:

Boliim 13’te inceledigimiz iizere, tam say1 ¢oziimleri aradigimiz denklemlerde en
sik bagvurulan yontemler sunlardir:
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1. Carpanlara Ayirma: Denklemi (A)(B) = C formatina getirip C’nin bo-
lenlerini esitlemek.

2. Modiiler Kisitlama: Esitligin her iki tarafinin belirli bir modda (¢ogun-
lukla 3, 4, 8) alabilecegi degerlerin uyusmadigimi gostererek ¢oztim olmadi-
gin ispatlamak.

3. Esitsizlik ve Sikigtirma: Bir bilinmeyeni digerinin ardigik kareleri veya
kiipleri arasina sikistirarak aralik daraltmak.

Ornek 34.5 (Zorluk: Kolay). Her n pozitif tamsayst igin
ged(2n+ 1, 9n + 4)
ifadesinin alabilecedi degerleri bulunuz.

Coziim. Boliim 13’te gordiigiimiiz Oklid algoritmasmin temel kurali ged(a,b) =
ged(a, b — ka) ozelligidir. Buradaki amag, n degiskenini yok edecek katsayilari
belirlemektir.

d = ged(2n + 1,9n + 4) olsun. Boliinebilme tanimi geregi:
d|(2n+1) ve d|(9In+4)

Lineer kombinasyon aldigimizda n’li terimleri yok etmek icin birinciyi 9, ikinciyi
2 ile carpip ¢ikaralim:
d|[2(9n+4) —9(2n +1)]

Parantez icini acarsak:
2n+4)-92n+1)=18n+8—-18n —9=—1

Buradan d | —1, yani d | 1 elde edilir.
EBOB tanimi geregi pozitif bir tamsay1 oldugundan, her n > 1 igin:

ged(2n+1,9n+4) =1
olmak zorundadir. Ifade yalmizca 1 degerini alabilir. O

Ornek 34.6 (Zorluk: Orta). = ve y pozitif tamsaylar olmak iizere,

1 11
r oy 2024

denklemini saglayan ka¢ farkl (z,y) swraly ikilisi vardur?

(C6ziim. Rasyonel ifadeler igeren bu tiir denklemler payda esitlenerek standart bir
carpim bicimine dontigtiiriilebilir. Bu yontem olimpiyat literatiiriinde Simon’in
Carpanlara Ayirma Ozdesligi adiyla da anilir.
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Denklemde payda esitleyelim:

Tty 1
= — = 2024 —2024x — 2024y =
o 5094 = ay =2024(z +y) = zy — 20242 — 2024y =0

Her iki tarafa 20242 ekleyerek sol tarafi carpanlarma ayiralim:

zy — 2024z — 2024y + 20242 = 20242

(z — 2024)(y — 2024) = 20242

u = x — 2024 ve v = y — 2024 déntisimi yapahm. z,y > 0 ve 1/x < 1/2024
oldugundan x > 2024, yani u > 0 ve benzer gekilde v > 0 olmak zorundadir.

O halde (z,y) ikililerinin say1s1, 20242 sayismin pozitif bolen sayisina esittir.

Simdi 2024 sayisini asal carpanlarina ayiralim:
2024 = 23253 = 2% .11 - 23
Bunun karesini alirsak:
20242 = (23 - 111 . 231)2 = 26. 112 . 232

Bir sayinin pozitif bolen sayisi, asal ¢arpanlarinin iislerinin birer fazlasinin garpi-
midir:

d(2024%*) = (6 +1)(2+1)(2+1)=7-3-3 =63

Dolayisiyla denklemi saglayan tam 63 farkli (z, y) pozitif tamsay ikilisi vardir. [

Ornek 34.7 (Zorluk: Ileri Diizey). 22 4+ 3 = y3 denkleminin tamsayilarda hicbir
cozimiinidn olmadigine kamitlayiniz.

Céziim. Bu problem bir Mordell egrisi (y* = 224 k) tipindedir. Modiiler kisitlama
ararken kiiplerin ve karelerin mod 8, mod 4 veya mod 9’daki davranigina bakariz.
Kiipler mod 8’de 0,1, 3,5, 7 degerlerini alabilirken kareler sadece 0, 1,4 degerlerini
alabilir.

y’nin paritesini inceleyelim:
1. Eger y cift ise: y =0 (mod 2) = 3 =0 (mod 8) olur. Denklemden:
> +3=9y"=0 (mod8) = z’=-3=5 (mod8)
Fakat tam karelerin mod 8’deki denkligi yalmzca 2% = 0,1,4 (mod 8) olabi-
lir. 22 =5 (mod 8) denkleminin hicbir tamsay1 ¢oziimii yoktur! Demek ki y

¢ift olamaz.
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2. O halde y tek tamsay1 olmalidir. y tek ise y3 de tektir. 22 4+ 3 tek olduguna
gore x? cift, yani z cift olmaldir. z ¢ift oldugundan x = 2k yazabiliriz.
Buradan:

22=0 (mod4) = 3> =22 +3=3 (mod 4)
Tek sayilarin kiipleri mod 4’te incelenirse:

=1 (mod 4)
33=27=3 (mod 4)

Dolaysiyla y = 3 (mod 4) veya denk olarak y = —1 (mod 4) olmalidur.

Simdi denklemi su sekilde yeniden diizenleyelim:
A=y +1=(y+ 1) -y+1)
y =3 (mod 4) oldugundan ikinci ¢arpani inceleyelim:
P —y+1=32-34+1=9-3+1=7=3 (mod 4)

y? —y + 1 sayis1 4k + 3 formunda tek bir sayidir.

4k + 3 formundaki her sayimin, yine 4k 4+ 3 formunda en az bir p asal bo-
leni olmak zorundadir (¢iinkii tiim asal ¢arpanlari 4k + 1 formunda olsayd:
carpimlar: da 4k + 1 formunda olurdu).

O halde p = 3 (mod 4) sartin saglayan bir p asali vardir dyle ki:
Pl —y+1) = p|@@*+4) = 2°=-4 (modp)
Her iki tarafin (p — 1)/2. kuvvetini alirsak (Fermat’nin Kiigiik Teoremi):
(22)P=D/2 = (—4)P=D/2 (mod p)

Sol taraf zP~1 = 1 (mod p)'dir (pfz ¢iinkiip |2 = p|4 = p=2,
geligki). Sag taraf ise:

(—4)P=1)/2 — (—1)P=1D/2 . (92)P=1)/2
= (=1)P=D/2.op=1 = (_1)P=D/2 (;m0d p)

p = 3 (mod4) oldugundan (p — 1)/2 bir tek sayidir; dolayisiyla
(=1)P=1/2 = _1’dir.
Buradan 1 = —1 (mod p) = p | 2 elde edilir ki bu p = 3 (mod 4)

olmasiyla celisir!

Her iki durumda da celigki elde edildiginden denklemin hichir tamsay1 ¢éziimii
yoktur. O
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Ornek 34.8 (Zorluk: Olimpiyat).
1:4—|—x3+x2+:17—|—1:y2
denklemini saglayan tim (x,y) tamsaye ¢iftlering bulunuz.

(Céziim. Dordiincii dereceden bir polinomun tam kareye esit olmas: istendiginde
en etkili yontem, ifadeyi ardisik iki tam kare arasina sikistirmaktir. 4 4+ 23 + ...
ifadesi (22 + ax + b)? acihmma yakindir. Polinomu iki komsu tam kare arasina
hapsettigimizde, arada bagka bir tam kare yer alamayacagindan ¢oziimler yalnizca
siir egitliklerinden gelebilir.

Sol tarafi kesirlerden kurtulmak adina 4 ile ¢arpalim:
4y? = ot + 42 + 42% + x4+ 4
Bu ifadeyi (222 + z)? ile kargilagtiralim:
(222 + 2)? = 4 + 423 + 22
Acikca 4x* + 423 4 422 4 4w + 4 > 42* + 423 + 22 esitsizligi:
32 +4z+4>0

durumunda gegerlidir. Bu ifadenin diskriminant1 A = 16 — 4(3)(4) = —32 < 0
oldugundan, her = € R icin 322 4+ 42 + 4 > 0’dir. Demek ki her tamsay1 z icin:

(202 + 2)% < 49°

esitsizligi kesin olarak saglanir.

Simdi bir sonraki kareyi, yani (222 + x + 2)? ifadesini deneyelim:
(222 + 2+ 2)? = da* + 42 + 922 + 4o + 4
Bizim ifademiz 4y? = 4z* + 423 + 422 + 42 + 4 idi. Fark: alirsak:
(222 + 2 +2)% — 4y?* = 522 > 0
Buradan su esitsizlik zincirini kurariz:
(222 + 2)% < (2y)* < (22° 4+ 2 + 2)?

(2y)? bir tamsaymin karesidir ve (222 +x)? ile (222 +x+2)? arasimda yer almaktadir.
Bu iki sinir arasindaki yegane tamsay1 kareler sunlar olabilir:

1. (2y)? = (222 + o + 1)?

2. (2y)2 = (222 +2+2)2

498



Bolim 34. Aligtirmalar: Sayilar ve Teknikler

Bu iki durumu ayr1 ayri inceleyelim:
Durum 1: 432 = (222 + 2 + 1)?

4ot 4423 +4? +dx+ 4 =42t + 423 + 522 + 20+ 1
4o + 4z +4 =52 + 2z + 1
2 —2r-3=0
(x=3)(x+1)=0

Buradan iki kok gelir:
crx=-1= YP=1-1+1-1+41=1 = y=+1.
e 1 =3 = P =814+27T+9+3+1=121 = y==+11.

Durum 2: 4y = (222 + z + 2)? Az 6nce gordiigiimiiz iizere bu esitlik ancak
aralarmdaki fark sifir oldugunda, yani 52> = 0 = 2 = 0 iken miimkiindiir:

Tim ¢oziimleri toplarsak, denklemi saglayan (z,y) ikilileri:
(07 1)’ (07 _1)7 (_1’ 1)7 (_1’ _1)’ (37 11)7 (37 _11)

olmak tlizere 6 tanedir. OJ

34.3 Invaryant, Uc¢ Deger, Tersine Calisma Aligtirma-
lari

Boéliim 17 (Parite), Béliim 18 (Invaryant) ve Béliim 19’da (Ug Deger) inceledigimiz
iizere, ayrik siireclerde dogrudan sonuca gitmek yerine durum uzayinin yapisal
ozelliklerine odaklaniriz:

+ Degismez (Invaryant): Sistem adimlarla degisse de sabit kalan bir biiyiik-
lik (¢ogunlukla parite veya modiiler toplam).

o Yari-Degismez (Monovariant): Her hamlede tek yonde kesin olarak ar-
tan ya da azalan ve alttan/iistten sinirh olan bir nicelik; siirecin duracagini
(terminasyon) kanitlar.

« Ug Deger ilkesi (Extremal Principle): Kiimenin en kiiciik/en biiyiik
elemanina odaklanarak celigki iiretme veya yapiy1 ¢cézme yontemi.

o Tersine Calisma (Working Backwards): Ozellikle oyun teorisinde hedef
veya kayip durumundan geriye dogru kazanan/kaybeden konumlar: etiket-
leme.
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Ornek 34.9 (Zorluk: Kolay - Degismez). Bir tahtada 1,2,3,...,2025 saylar.
yazihdur. Bir ogrenci tahtadan rastgele iki a ve b sayisina silip yerlerine |a — b
farkiny yaziyor. Bu islem tahtada tek bir say kalana kadar tekrarlaniyor. Tahtada
kalan son sayinin 0 olamayacagine gosteriniz.

Coziim. 1ki say1 silinip yerine mutlak farklar yazildiginda toplamin paritesinin
(Bolum 17) nasil degistigine bakalim. a ve b yerine |a — b| yazildiginda, tahtadaki
sayilarin toplami S olsun. Degisim miktar:

AS =la—b| — (a+b)

Mutlak deger tammindan bagimsiz olarak, her a,b tamsayisi i¢in |a — b =a — b
(mod 2)’dir. Dolayisiyla:

AS=(a—b)—(a+b)=-2b=0 (mod 2)

Yani her hamlede tahtadaki sayilarin toplaminin paritesi degismez (invariant).

Her hamlede AS = 0 (mod 2) oldugundan tahtadaki sayilarin toplamimin pa-
ritesi korunur. Benzer bicimde, tahtadaki tek sayilarin adedi her hamlede ya 2
azalir ya da degismez; ¢iinki iki tek sayinin farks ¢ift, iki ¢ift sayinin fark ¢ift, bir
tek ile bir ¢iftin fark: tektir. Dolayisiyla tek say1 adedinin paritesi (ve aym sekilde
toplamin paritesi) degismez.

1’den 2025’e kadar olan tek sayilarin adedi (2025 + 1)/2 = 1013 tanedir ve bu
tek bir sayidir. Baglangi¢ toplami

2025 - 202
50:1+2+3+-~+2025:w:2025~1013

olup tek sayidir (Sop =1 (mod 2)).
Parite bir degismez oldugundan ve sonucta tahtada tek bir say1 kalacagindan
bu say1 tek olmak zorundadir; 0 ¢ift oldugu igin son say1 asla 0 olamaz. 0

Ornek 34.10 (Zorluk: Orta - Tersine Cahgma / Kombinasyonel Oyun). [ki
oyuncu bir masa tzerindeki 50 adet madeni para ile bir oyun oynamaktadir. Si-
rasy gelen oyuncu masadan 1, 2 veya 4 adet para alabilir (3 para almak yasaktir).
Son parayr alan oyuncu oyunu kazanwr. Her iki oyuncu da kusursuz oynarsa, ilk
baslayan oyuncunun mu yoksa tkinci oyuncunun mu kazanma stratejisi vardir?

(C6ziim. Tersine galigma yontemiyle kiigtik n degerleri i¢in durumlar: K (Kazanma
konumu - sirasi gelen kazanir) ve Y (Yitirme/Kaybetme konumu - sirasi gelen
kaybeder) olarak adim adim etiketleyelim.

e 0 para: Hamle yapacak para kalmadigindan, sirasi gelen kaybetmistir —
Y.

e 1 para: 1 para alip 0 birakir = K.
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e 2 para: 2 para alip 0 birakir —= K.

o 3 para: Yapilabilecek hamleler 1 veya 2 almaktir. 1 alirsa 2 birakir (K), 2
alirsa 1 birakir (K). Her iki durumda da rakibe K konumu kalir. Rakibine
sadece K birakabilen konum Y'dir = Y.

e 4 para: 4 para alip 0 birakir — K.

e 5 para: 2 para alip 3 birakabilir (3 bir Y konumudur!). Rakibe Y birakan
konum K’dir = K.

e 6 para:

— 1 alirsa 5 kalir (K)
— 2 alirsa 4 kalir (K)
— 4 alirsa 2 kalir (K)

Tim hamleler rakibe K biraktig: icin 6 = Y konumudur!

Olusan deseni 6zetleyelim:

n |0|1]2]3]4]|5]|]6]|7
Durum | Y K| K| Y K| K|Y | K

Desen agik¢a goriilmektedir: Konum ancak ve ancak n = 0 (mod 3) oldugunda
bir Kaybetme (Y) konumudur; aksi halde Kazanma (K) konumudur.

Bunu timevarimla kanitlayalim:

o Eger n =0 (mod 3) ise: Yapilabilecek hamleler 1, 2 veya 4 almaktir. n—1 =
2 (mod 3), n —2 =1 (mod 3), n — 4 = 2 (mod 3). Gortildiigii gibi kalan
paralarin hicbiri 3’in kat1 olamaz. Yani Y konumundan yapilan her hamle
rakibe zorunlu olarak bir K konumu verir.

o Eger n #0 (mod 3) ise:

— n =1 (mod 3) ise oyuncu 1 veya 4 para alarak kalam 3’tin kat1 yapa-
bilir (n —1 =0 veyan —4 =0).

— n = 2 (mod 3) ise oyuncu 2 para alarak kalam 3’in kati yapabilir
(n—2=0).

Her iki durumda da oyuncu rakibine bir Y konumu birakabilir.
Baslangictaki para sayis1 n = 50’dir.
50=3-164+2 = 50=2 (mod 3)

50 # 0 (mod 3) oldugundan 50 bir Kazanma (K) konumudur.
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Dolayisiyla birinci oyuncunun kesin kazanma stratejisi vardir. Ilk oyuncu
ilk hamlede 2 para alarak masada 48 (3’in kat1) para birakmali ve sonrasinda
ikinci oyuncu ne yaparsa yapsin onun aldigi para sayisini 3’e tamamlayan hamleler
yapmalidir. O

Ornek 34.11 (Zorluk: ileri Diizey - Ug Deger Ilkesi). Bir ilkede sonlu sayida sehir
vardir ve baz sehir ciftleri arasinda tek yonli yollar bulunmaktadir. Herhangi iki
sehir arasinda en fazla bir tek yonli yol vardir ve hicbir iki sehir arasinda karsilikl
yol yoktur. Herhangi bir sehirden c¢ikan yol sayst ile o sehre giren yol sayist
birbirine esittir. Bu tlkede bir sehirden baslaywp yollarin yonini takip ederek tekrar
aym sehre donen bir kapaly rotanan (yonli déngiinin) var oldugunu kanitlayiniz.

(C6ziim. Sehirler ve yollar yonli bir graf (G = (V, E)) olusturur. Bolim 19’da
ele aldigimiz ug deger ilkesini (extremal principle) kullanmanin dogal bir yolu,
graftaki en uzun basit yonlii yolu se¢mektir.

Sehirler kiimesi sonlu oldugundan, grafta kendisini tekrar etmeyen (ayni gehir-
den iki kez gegmeyen) en uzun yonli yolu ele alabiliriz. Bu en uzun yol:

P=(v; >vy—v3— - — )

olsun.

Simdi bu yolun sonlandig1 vy sehrine odaklanalim:

e Soruda verilen kogula gore her gehrin ¢ikis derecesi girig derecesine egittir.
v sehrine yol boyunca vi_1’den en az bir girig yapilmigtir (d;,(vg) > 1).

o Dolaysiyla doyt(vg) = din(vg) > 1 olmahdir; yani vy sehrinden ¢ikan en az
bir yol bulunmalidir.

o vi’den ¢ikan bir yolun hedefi olan gehre u diyelim (vg — ).
u sehri nerede olabilir?

1. Eger u, P yolunun tuzerinde olmayan bir gehir olsaydi: P yolunu vy — u
kenar ile uzatarak v; — --- — wvp — u yolunu elde ederdik. Bu yolun
uzunlugu k kenar olurdu. Fakat biz P’yi en uzun yol olarak se¢mistik! Bu
bir geligkidir.

2. O halde wu gehri kesinlikle P yolunun iizerinde daha 6nce ziyaret edilmis bir
sehir olmalidir:

u € {v1,v9,..., 051}
Demek ki bir 1 <147 < k — 1 i¢in v = v;’dir. Bu durumda:
Vi —> Vig1 — - —> Vg — U;

rotasi, yonleri takip ederek basladigl v; sehrine geri donen bir yonli dongii olus-
turur. Ispat tamamlanir. ]
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Ornek 34.12 (Zorluk: Olimpiyat - Yar-Degismez (Monovariant)). Diizlemde
sonlu sayrda n adet nokta isaretlenmistir. Baz nokta ciftleri dogru parcalaryla
birlestirilmistir. Her adimda kesisen iki dogru parcast AB ve CD segilmekte; bu
ki parca silinip yerlerine AC' ve BD parcalar cizilmektedir. Bu siirecin sonlu
sayrda adim sonra zorunlu olarak duracagini ispatlayiniz.

Cézim. Bir stirecin duracagim (terminasyonunu) kanitlamak igin adimlar bo-
yunca tek yonde kesin olarak degigen (artan ya da azalan) ve alttan veya tist-
ten sinirli olan bir biiyiikliik aramaliyiz. Bu biiytikliige Boliim 18’de ele aldigimiz
tizere yari-degismez (monovariant) denir.

Burada dogru parcalarinin uzunluklar: toplamini takip etmek dogal bir yakla-
simdir. Mevcut dogru parcalarinin uzunluklar: toplamimi L ile gosterelim:

L=3"¢

eck
Bir adimda kesisen AB ve C'D parcalar segilsin. Bu parcalarin kesigim noktasina
X diyelim.
Ucgen esitsizligini kullanalim: X noktasi hem AB hem de CD iizerinde yer

aldigindan:
|AB| = |AX|+|XB| ve |CD|=|CX|+|XD|

Silinen iki parcanin uzunluklar1 toplamai:
|AB| 4+ |CD|=|AX|+ |XB|+ |CX|+|XD| = (|AX |+ |CX]) + (| XB| + | XD|)

Simdi yeni ¢izilen parcalara bakalim: AC ve BD. AXC ve BXD iiggenlerinde
(noktalar dogrusal degilse) kesin tiggen esitsizligi gegerlidir:

|AX| + |XC| > |AC| ve |BX|+|XD|> |BD|

(Noktalar dogrusal olsa bile kesigen farkl iki dogru pargasi durumunda toplam
uzunluk kesinlikle azalir).

Bu iki egitsizligi taraf tarafa toplarsak:
|AC| + |BD| < (|AX|+ |CX]|)+ (| XB|+|XD|) = |AB| + |CD|

Goriildigi gibi, her hamlede silinen iki parcanin yerine gelen iki yeni parganin
uzunluklar: toplami kesin olarak daha kiigiiktiir!
Dolayisiyla tiim dogru parcalarimin uzunluklar: toplami olan L, her adimda
kesin olarak azalir:
Lyeni < Leski

Peki bu azalma sonsuza kadar siirebilir mi? n nokta arasindan secilebilecek olasi
tiim dogru parcalarinin kiimesi sonludur ((g) adet parga vardir). Dolayisiyla bu
parcalardan olusturulabilecek olasi parca konfigiirasyonlariin sayisi da sonludur

(en fazla 2(3) adet).
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Sonlu sayida durum oldugundan, L toplaminin alabilecegi farkli degerlerin sa-
yis1 da sonludur. Bir biiyiikliikk sonlu bir kiime i¢inde her adimda kesin olarak
azaliyorsa sonsuza kadar devam edemez; eninde sonunda minimum degerine ulag-
mak ve durmak zorundadir.

O halde bu kesigim giderme siireci kesinlikle sonlu adimda sonlanir. O

Asagidaki C programi, monovariant fikrini pekistirmek i¢in 1D ¢ubuk {izerin-
deki parcaciklarin carpigsma ve yon degistirme siirecindeki yari-degismezi simiile
eder:

#include <stdio.h>

/* Parcaciklarin carpismasinda enerjinin (veya monovariantin)
azalmasini takip eden ornek fonksiyon */
int simulate_step(int arr[], int n) {
int modified = 0;
for (int i = 0; i < mn - 1; i++) {
/* Eger ters yonde hareket eden iki komsu varsa yer degistir */
if (arr[i] == 1 && arr[i+1] == -1) {
arr([i] = -1;
arr[i+1] = 1;
modified = 1;
i++; /* Bu cifti atla */
X
b
return modified; /* Degisiklik yapildiysa surec surer */

3

int main() {
int particles[] = {1, 1, -1, 1, -1, -1};
int n = 6;
int steps = 0;

/* Inversiyon sayist her adimda azalir (momovariant) */
while (simulate_step(particles, n)) {
steps++;

3

printf ( , steps);
return O;

Boliim Ozeti ve Problem Cézme Rehberi

Bu boliimde ele aldigimiz soru tiplerinde bagariya ulagmak igin su kontrol listesini
aklinizda tutunuz:
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. Modiil Se¢imi: Kareler i¢in mod 4 ve mod 8; kiipler i¢in mod 7 ve mod 9;
genel asallik kisitlar: i¢in  (mod 3) ilk duraklarimiz olmahdir.

. En Kiigiik Asal Bélen: n | a” £ 1 gibi iistel boliinebilmelerde n'nin en
kiiciik asal bolenine p deyip ord,(a) incelemek en giiclii aragtir.

. Sikigtirma (Sandvig) Yontemi: Polinom bigimindeki tam say1 denklemle-
rinde cebirsel ifadeyi ardigik iki tam kare arasina sikigtirarak bilinmeyenleri
kii¢iik bir aralikta yakalayabilirsiniz.

. Degismez ve Yari-Degismez: Adimh oyunlarda veya simiilasyonlarda
“Ne sabit kaliyor?” (parite, kalan) ve “Ne tek yonde degisiyor?” (toplam
uzunluk, inversiyon sayisi) sorularimi ilk saniyeden itibaren sorun.
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Boliim 35

Alistirmalar: Algoritma ve C

TUBITAK 1. Asama Bilgisayar Olimpiyati sinavinda sorularn énemli bir béliimii,
algoritma analizi ve C dilinin derinliklerine dair dogrudan kod okuma becerisini
olger. Bu sinavlarda derleyici ya da hata ayiklayic1 (debugger) bulunmaz; zihniniz
hem bir C derleyicisi hem de bir iglemci gibi ¢aligmak zorundadir. Karmagiklik
analizinde gizli kalan adimlar1 sezmek, igaretcilerin bellekteki hareketini bir bellek
haritasi lizerinde hatasiz izlemek ve verilen soyut bir matematiksel problemi birkag
satirlik sade bir koda doniistiirebilmek, olimpiyat bagarisinin temel taglaridir.

Onceki béliimlerde ele aldigimiz asimptotik analiz (Boliim 21), C dilinin bellek
modeli, igaret¢i aritmetigi (Boliim 31) ve temel algoritma kaliplarini bu aligtirma-
larda ¢oziimlii 6rneklerle pekistirecegiz. Her soruda once problemin ¢oziimiinde
izlenecek yaklagimi ele alacak, ardindan adim adim ¢bziime gegecegiz.

35.1 Karmasiklik Okuma Ahgstirmalar:

Algoritma analizinde en sik diigiilen tuzak, i¢ ige gegmis dongiilerin sayisini sayip
dogrudan O(n?) veya O(n?) hitkmiine varmaktir. Oysa dongii degiskenlerinin bir-
birine bagimli oldugu, adim biiyiikliiklerinin sabit kalmadig1 veya dongii gévdesi-
nin her adimda farkli maliyetle ¢aligtigi durumlarda bu kaba yaklagim gecerliligini
yitirir. Karmagikligi dogru okumak; algoritmik siireci matematiksel bir toplama
(3>°) doniigtiirme ve bu toplamin asimptotik biiytime hizim dogru belirleme bece-
risidir.

Tanim 35.1 (Baskin Terim ve Asimptotik Denk Biiytiklik). Pozitif reel diziler
f(n) ve g(n) igin, lim, % =c (0 <c<o0)ise f(n) =0O(g(n)) denir. Eger

n)
% =0 ise f(n) = o(g(n)) olur ve asimptotik olarak g(n) fonksiyonunun

f(n) ye baskin oldugu soylenir.

limy, 00

Karmasiklik analizi yaparken su ti¢ temel aractan siklikla yararlaniriz:

1. Harmonik Toplam: "I ; + =Inn+~+ O(1/n) = ©(logn).
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2. Geometrik Toplam: r > 1 icin S.F (7 = O(r%); r < 1 igin 72,7 =
o(1).

3. Integral ile Yaklagim: Monoton artan veya azalan f (z) fonksiyonlar: i¢in

Sa f@) = O ([ flw)de).

Ornek 35.2. Asagida verilen C kod parcacigiman zaman karmasiklgime Big O
cinsinden belirleyiniz:

int sayac = 0;
for (int % = 1; 4 <= n; i++) {
for (int j = 1; j <=mn; 7 += 1) {
sayac++;

}

Cozim. Dig dongii i = 1,2,...,n degerlerini alir. I¢ déngii ise 1’den n’ye kadar
sabit bir adimla degil, i’ser i’ser artarak ilerler. Dolayisiyla i¢c déngii her ¢aligti-
ginda adim sayisi n degil, dogrudan i’ye baglidir. I¢ dongiiniin kag kez dondugiinii
i cinsinden ifade edip tiim ¢ degerleri {izerinden toplamaliyiz.
I¢ dongii degiskeni j; 1,1 414,14 2i,... degerlerini alir ve j < n oldugu siirece

caligir. Bu dongiideki adim sayisi:

n

H

kadardir. O halde toplam iglem sayis1 T'(n):

n

- S

=1
Burada tavan fonksiyonunu agarsak:
" n " n "1
Dermy <Y (B41)=nd -

Harmonik seri toplamimm )" % = Inn 4+ ©(1) oldugunu bildigimize gore:
T(n)=n-(lnn+06(1))+ O(n) =nlnn + O(n) = O(nlogn)

Kod pargasimin zaman karmagikligi O(nlogn) olur. O

Ornek 35.3. Asagidaki fonksiyonun T(n) zaman karmasikhging bulunuz:

void gizemls(int n) {
int 7 = 1;
while (¢ <= mn) {
for (int j = 1; j <= 4; j++) {
// 0(1) maliyetlsi islem
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Coziim. 1¢ dongii i adim calismaktadir. Ancak i her adimda 1 artmaz; 2 ile car-
pilarak katlanir. Bu durum bir geometrik dizi olusturur. Dig dongiiniin kag kez
calisacagini bulup geometrik serinin toplamini hesaplayalim.

Dig dongiide ¢ degiskeninin aldig1 degerler kiimesi:
{1,2,4,8,...,2%}

burada 2¥ < n < 281 yani k = |logy n | dir.
Her bir : = 2™ (m = 0,1, ..., k) degeri igin i¢teki dongii tam olarak ¢ = 2™ kez
caligir. Toplam iglem sayisi:

k
T(”)Z22m220+21+22_|_...+2k:2k+1_1

m=0
k = |logyn| olduguna gore:
2]€+1 —9. 2\_log2 nj S m

ve 21 > p’dir. Dolayisiyla T'(n) = ©(n) bulunur.

Dig doéngii logn adim, i¢ déngi ise en fazla n adim galigtig1 i¢in kaba bir st
siirla O(nlogn) denebilirdi; fakat geometrik seri toplami en biiyiik terimin mer-
tebesinde kaldigindan gergek asimptotik karmagiklik ©(n)’dir. O

Ornek 35.4. Asagida verilen rekiirsif (rekiirsif) fonksiyonun zaman karmasikl-
gine belirleyiniz:
T(n) =3T(n/4) + nlogyn

Cézim. Bu bagmt1 T'(n) = aT'(n/b) + f(n) bigimindedir; dolayisiyla Master Te-
oremi’ni dogrudan uygulayabiliriz. Parametreler: a = 3, b =4 ve f(n) = nlogyn.

Kritik tissii hesaplayalim:
Ckritik = logy a = log, 3 ~ 0,793
Simdi f(n) fonksiyonunu n'°&® = nlo8s3 ile kiyaslayalim. f(n) = nlog,n fonk-

siyonu, n'’den hizh biiyiimektedir. 1 > log, 3 oldugundan ¢ = 1 —log;3 > 0
secilebilir. Bu durumda:

fln) =Q (nlog4 3+e>
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kogulu saglanir. Master Teoremi’nin 3. durumunun gegerli olabilmesi i¢in diizenli-
lik (regularity) kogulunu da kontrol etmeliyiz: Yeterince biiyiik n degerleri ve bir
¢ < 1 sabiti i¢in af(n/b) < cf(n) olmahdir:

n

af(n/b)=3- (glogQ (Z>> = Zn(loan -2) < anoan =

¢ = 3/4 < 1 secildiginde diizenlilik kogulu tiim n > 4 i¢in saglanir.

3
Zf(n)

Master Teoremi’nin 3. durumu geregince toplam maliyeti baskin terim olan
f(n) belirler:

T(n) = ©(f(n)) = O(nlogn)
O

Ornek 35.5. Asagidaki fonksiyonlarn asimptotik biyime hizlarin kiigikten bii-
yige siralayiniz:

fi(n) = '8 fo(n) = (logyn)' 82", fa(n) =287, fy(n) = nl

Cézim. Farkli taban ve tislere sahip fonksiyonlar: karsgilagtirmanin en giivenli yolu,
her birinin 2 tabaninda logaritmasini alarak biiyiime hizlarini incelemektir:

—_

. fi(n) = nlog2loe2n —; og, f1(n) = (logy logy n) - (logy n).

[\)

. fa(n) = (logyn)°82™ — log, fo(n) = (logyn) - log,(logy n). Goriildiigii
tizere log, f1(n) = logy fa(n), dolaywsiyla f1(n) = fo(n)’dir.

3. fz(n) = 2VIe2n — Jog, f3(n) = \/logy n.

4. fa(n) =n! = Stirling yaklagimi ile logy(n!) = O(nlogyn).

Simdi bu logaritmalarin biiyiime hizlarini kiyaslayalim: 4/log,n degeri,
(logy n)(logy logy n)’den ¢ok daha yavag biiyiir. Bu ikinci ifade ise n log, n’den ¢ok

daha yavag biiyiir (n terimi log, log, n’e baskindir).

O halde asimptotik biiylime siralamasi:

f3(n) < fi(n) = fa(n) < fa(n)
seklinde elde edilir. ]
Tanim 35.6 (Sik Yapilan Hata: Logaritma Tabanlar1 ve Ustel Ifadeler).

O(logyn) = O(logign) esitligi dogrudur ¢iunkii taban degisimi sabit bir carpan

., _ logyn
getirir (log, n = Tos.a

). Ancak iistel fonksiyonlarda taban ihmal edilemez:
2" £ O(3") we 22" =4"#£ 0(2")
Benzer bigimde O(n) siiren bir igslemi O(logn) kez cagirmak O(nlogn) maliyet

tiretir; fakat ic dongiiniin degisken adimlar toplame her zaman déngii derinlikle-
rinin carpime anlamina gelmez.
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35.2 Iz Siirme ve Cikt1 Bulma Alstirmalari

TUBITAK 1. Asama smavinda en sik karsilagilan soru tiplerinden biri, kisa bir
C programinin ekran ¢iktisini belirlemektir. Bu sorular iglem &nceligi, yan etkiler
(side effects), isaretgi-dizi iligkisi, statik degigskenlerin 6mrii ve rekiirsiyon ¢agri
yigi (call stack) mekanizmalarini sinamak tizere kurgulanir.

Bu tir sorularda tahmin yiiriitmek yerine kagit tizerinde bir iz siirme g¢izel-
gesi (trace table) ve rekiirsiyon agaci olugturmak hata payim ortadan kaldirir.

Ornek 35.7. Asagidaki C programa calistirildiginda ekrana ne yazar?

#include <stdto.h>

int f(int #*p, int n) {
if (n <= 0) return O;
return *p + f(p + 1, n - 2);

int main() {
int of] =43, 7, 2, 9, 5, 1, 8};
printf( s, fla, 7);

return 0;

(C6ziim. Fonksiyon bir isaret¢i (int *p) ve bir tamsayi (n) almaktadir (Bolim
31’de inceledigimiz isaret¢i aritmetigini animsayimz). Her rekiirsif ¢agrida isaretgi
1 birim ileri kaydirilmakta (p + 1), fakat n parametresi 2 azaltilmaktadir (n -
2). Fonksiyonun her adimda hangi dizi elemanina baktigin1 ve durma kogulunu
listeleyelim.

Dizinin elemanlar: ve indeksleri:
al0] =3, a[l]=7, al2]=2, al3]=9, ald =5, alb]=1, al6]=38

Baslangig gagrisi: f(&al0],7)

1. f(&al0],7): n =7 > 0. Dondiiriilen: *a[0] + f(&a[1],5) = 3 + f(&a[l], 5).
2. f(&a[l],5): n =5 > 0. Dondiiritlen: *a[1] + f(&a[2],3) = 7 + f(&a[2], 3).

3. f(&a[2],3): n =3 > 0. Dondiiriilen: *a[2] + f(&a[3],1) = 2 + f(&a[3], 1).

4. f(&a[3],1): n =1 > 0. Dondiriilen: *a[3] + f(&al4], —1) = 9+ f(&a[4], —1).
5. f(&a[4],—1): n = —1 < 0. Taban durumu devreye girer ve 0 déndiiriir.

Degerleri geriye dogru toplayalim:
Toplam =3+7+24+9+0=21

Program ekrana 21 yazar. O
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Ornek 35.8. Statik dejisken iceren asagidaki programan ¢iktisina bulunuz:

#include <stdio.h>

int gizem(int n) {
static int = = 1,
if (n <= 1) return z;
T =z +n;
return gizem(n - 1) + x;

}

int main() {
printf( , gizem(4));
return O;

Céziim. static int x = 1; tamimi yalnizca program bagladiginda bir defaya
mahsus igletilir. Sonraki tiim ¢agrilarda x degiskeni bellekteki ayni adresi korur;
bir cagrida z’e yapilan degisiklik diger cagrilar1 da baglar. ifade gizem(n - 1) +
x bi¢gimindedir.

Cagr1 adimlarini sira ile takip edelim:

e n=4: 12 =1+4 =05 olur. Hesaplanan ifade: E; = gizem(3) + z.
e n=23: 2z =>5+3 =8 olur. Hesaplanan ifade: E5 = gizem(2) + =.
o n=2: 1z =28+ 2 =10 olur. Hesaplanan ifade: E» = gizem(1) + x.

e n=1:n <1 saglandigindan taban durumu ¢aligir ve o anki x degeri déndii-
riilliir. Su an & = 10’dur; dolayisiyla gizem(1) = 10 doner.

Rekiirsiyon yiginindan geri dontigleri izleyelim. z statik bir degisken oldugundan
degeri cagrilar tamamlanirken degismez, hep 10 kalir:
gizem(2) = gizem(1) + = = 10+ 10 = 20
gizem(3) = gizem(2) + = = 20+ 10 = 30
gizem(4) = gizem(3) + = = 30+ 10 = 40
Program ekrana 40 yazar. O

Ornek 35.9. Asaqidaki isaretci ve dizi aritmetidi iceren programan ¢iktisiny belir-
leyiniz:

#include <stdto.h>
int main() {
int diz<[] = {10, 20, 30, 40, 50, 60};

int *p = dizi;
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int a = *p++;
int b = *++p;
int ¢ = ++*p;

printf( s a, b, ¢, *p);
return O;

(C6ziim. Burada C dilinin operator énceligi ve birlesme yonii (associativity) kural-
lar1 sinanmaktadir:

e *pt++: ++ soneki * igaret¢i operatériinden daha yiiksek 6ncelige sahiptir; fa-
kat sonek artirma, ifadenin degeri okunduktan sonra gerceklesir. Dolayisiyla
ifadenin degeri *p olur, ardindan p sonraki elemana geger.

o *++p: Onek ++ ile * aym onceliktedir ve sagdan sola birlesirler. Once p bir
ileri kaydirilir, ardindan ulagilan adresteki deger okunur.

o ++xp: Sagdan sola birlesir. Once *p okunur, ardindan o adresteki deger 1
artirilir.

Adim adim izleyelim:
1. Baglangicta p dizinin bagina isaret eder: p — &dizi[0] (degeri 10).

2. int a = *p++;: Ifade degeri p'nin gosterdigi yerdeki degerdir, yani a = 10.
Ardindan p bir eleman ilerler: p — &dizi[1] (degeri 20).

3. int b = *++p;: Once p ilerletilir: p — &dizi[2] (degeri 30). Ardindan isa-
retci ¢oziiliir: b = 30.

4. int ¢ = ++xp;: p hilad &dizi[2] adresindedir ve oradaki deger 30’dur. Bu
deger 1 artirihir, dizi[2] eleman: 31 olur ve ¢ = 31 degerini alir.

5. Son olarak xp degeri okunur; p hala &dizi[2] adresinde oldugundan xp =
31°dir.

Ekrana yazilan ¢ikti: 10 30 31 31 olur. O

Ornek 35.10. Asagqidaki bitwise (bitwise) islem yapan fonksiyonun ¢iktisina bu-
lunuz:

#include <stdto.h>
int islem(int n) {

int ¢ = 0;
while (n > 0) {
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ct+;
n=n&(n-1);
}

return c;

}

int main() {
printf( , islem(157));
return 0;

Coziim. n & (n - 1) ifadesi bilgisayar bilimlerinde Brian Kernighan algoritmasi
olarak bilinen temel bir kaliptir (Boliim 32’de inceledigimiz bit igslemlerini hatir-
laymiz). Bir saymin ikili (binary) agilimindaki en sagdaki (en diigiik basamakl)
1 bitini sifirlar. Fonksiyon, say1 0 olana kadar kag defa 1 bitinin temizlendigini
sayarak ikili agithmdaki 1’lerin toplam adedini (popcount) bulur.

157 sayisin1 Boliim 15’teki taban doniigtiirme yontemiyle ikili tabana ¢evirelim:
157=128+ 16 +8+4+1=2"+ 2% + 2% + 22 - 2°
ikili gosterimi:
(157)10 = (10011101)4
Bu sayida tam 5 adet 1 biti bulunmaktadir.

Dongii adimlar: soyle ilerler:

1. 157 = (10011101)2 = n & (n — 1) = (10011100)2 = 156, ¢ = 1.
2. 156 = (10011100) = n & (n— 1) = (10011000)2 = ,c=2.
3. 152 =(10011000) = n & (n — 1) = (10010000)9 = 144, ¢ = 3.
4. = (10010000)2 = n & (n — 1) = (10000000) = ,c=4.
5. 128 = (10000000)2 = n & (n — 1) = (00000000) = = 5.
Dongii sonlanir ve ¢ = 5 degeri dondiiriiliir. Programin ¢iktis1 5’tir. O

Tanim 35.11 (Sik Yapilan Hata: Kisa Devre Degerlendirmesi (Short-Circuit)).
Mantiksal €€ ve [ | operatorlerinde C dili kisa devre degerlendirmesi yapar:

o A &4 B ifadesinde ejer A yanhs (0) ise, B ifadesi asla ¢alistirilmaz.

o A || B ifadesinde ejer A dogru (sifirdan farklh) ise, B ifadesi asla g¢alig-
tirilmaz.

Ornegin (xz == 0) || (y++ > 0) ifadesinde x == 0 dogruysa y++ yan etkisi ger-
ceklesmez ve y artmaz. Kod izleme sorularinda bu kurala ozellikle dikkat edilmelidir.
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35.3 Kiicgiikk C Kodu Alistirmalar:

Olimpiyatta algoritma tasarlarken teorik yaklagimi en az satirla, tagma (overf-
low) yagatmadan ve ug¢ durumlar1 dogru yoneterek koda aktarabilmek gerekir. Bu
boliimde temel tekniklerin C dilindeki uygulamalarini inceleyecegiz.

35.3.1 Hizh Us Alma (Binary Exponentiation)

a® (mod m) degerini basit bir déngiiyle hesaplamak O(b) adim siirer ve b ~ 10'®
oldugunda pratik olarak imkansizdir. Béliim 14’te ele aldigimiz modiiler aritmetik
ozellikleri sayesinde ikili iis alma yontemi bu siireyi O(logb) adima indirir.

Diisiinsel Yaklagsim (invaryant ilkesi, bkz. Boliim 18): a® ifadesini he-
saplarken su degismezi koruruz:

b 1 b;
SONUC - Ggincel = Gilk  (mod m)

Eger b tek say1 ise iissii bir azaltip tabani sonuca ¢arpariz (b < b—1). Eger b ¢ift
say1 ise iissii yariya indirip tabanin karesini alinz (b + b/2,a < a?).

Ornek 35.12. Biiyiik iisler i¢in a® (mod m) degerini O(logb) siirede hesaplayan
tasmasiz C fonksiyonunu yaziniz.

Coziim. 1ki 64-bitlik tamsayinin carpimu gecici olarak 264 sinirin1 agabileceginden,
ara ¢arpimlarda unsigned long long veya long long tiirii dikkatle kullanilma-
lidar.

#include <stdio.h>

long long mod_us(long long taban, long long us, long long mod) {
long long sonuc = 1;
taban %= mod; // Taban moddan buyukse kucult

while (us > 0) {
// Us tek sayi tse tabani sonuca dahtl et
if (us & 1) {
sonuc = (sonuc * taban) % mod;
}
// Tabanin karesini al ve ussu yariya indir
taban = (taban * taban) % mod;
us >>=1; // us = us / 2
}

return sonuc;

Ayni algoritmanin, {is bitini bit iglemleri yerine aritmetik operatorlerle sinayan
egdeger bir C gergeklemesi de soyledir:
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long long mod_pow(long long base, long long exp, long long mod) {
long long result = 1;
base %= mod;
while (exp > 0) {
if (exp % 2 == 1) {
result = (result * base) % mod;

}
base = (base * base) % mod;
exp /= 2;

3

return result;

O]

35.3.2 Diziyi O(1) Ekstra Bellek ile Dondiirme (Reversal Algo-
rithm)

n elemanl bir diziyi k pozisyon saga dairesel olarak kaydirmak istiyoruz. Ekstra
dizi agmadan (O(1) ek bellek) ve her elemana tam iki kez dokunarak O(n) stirede
bu iglemi gerceklestirebiliriz.
Diigiinsel Yaklagim: Diziyi A (ilk n — k eleman) ve B (son k eleman) olarak
iki parcaya ayiralim:
D =[A]B]

Bizden istenen [B | A] dizisidir. Ters ¢evirme iglemini (-)¥ ile gosterelim. Matris
cebirindeki (AB)~! = B~'A~! kuralina benzer bicimde:

(ARBRYR — (BRYR(AR)R — A
Bu 6zdeslik aradigimiz algoritmay1 dogrudan verir:
1. 1k n — k eleman1 kendi icinde ters cevir (A — A%).
2. Son k elemam kendi icinde ters gevir (B — BF).
3. Biitiin diziyi bagtan sona ters cevir ((A®B®) — BA).

Ornek 35.13. Bir tamsay: dizisini yerinde (in-place) k adim saga kaydiran C
kodunu yazimiz.

Cézim.
#include <stdio.h>

void ters_cevir(int *dizi, int bas, int son) {
while (bas < son) {
int gecici = dizi[bas];
dizil[bas] = dizil[son];
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dizi[son] = gecici;
bas++;
son--;

3

void saga_dondur(int *dizi, int n, int k) {
if (n <= 1) return;
k=% %mn; // k> n durumunu onle
if (k == 0) return;

// 1. Itk n - k elemani cevir
ters_cevir(dizi, 0, n - k - 1);
// 2. Son k elemani cevir
ters_cevir(dizi, n - k, n - 1);
// 3. Tum diziyt cevir
ters_cevir(dizi, 0, n - 1);

}

Toplam iglem sayis1 (n — k) + k + n = 2n yer degistirmedir. Zaman karmagikligi
O(n), ek bellek karmagikligi O(1)’dir. O
35.3.3 Hollanda Bayragi Algoritmasi (3-Yollu Boliimleme)

Dijkstra tarafindan 6nerilen bu klasik problemde; yalmzca 0, 1 ve 2 degerlerinden
olusan bir diziyi tek bir gegiste (O(n) zaman ve O(1) ek bellek) siralamamiz istenir.

Diisiinsel Yaklagim (Dongii Degismezi): Diziyi dort bolgeye ayiracak iig
isaretgi (distik, orta, yitksek) tanimlariz:

o [0,disiik — 1]: Kesinlikle 0’lar bolgesi.

o [diisiik, orta — 1]: Kesinlikle 1’ler bolgesi.

o [orta,yiiksek]: Heniiz iglenmemis (bilinmeyen) elemanlar.
o [yiiksek + 1,n — 1]: Kesinlikle 2’ler bolgesi.

Her adimda orta isaretgisinin gosterdigi elemana bakariz:

e () ise: diigiik ile takas yap, her iki igaret¢iyi de bir ilerlet.
e 1 ise: zaten ait oldugu yerdedir, yalnizca ortayi ilerlet.

o 2 ise: yiiksek ile takas yap, sadece yiiksek isaret¢isini bir geri ¢ek (takastan
gelen eleman heniiz incelenmedigi i¢in orta ilerlemez).

Ornek 35.14. 0, 1 ve 2’lerden olusan diziyi tek geciste siralayan C fonksiyonunu
Yaziniz.
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Cézim.
void dutch_national_flag(int arr[], int size) {
int low = 0;

int mid = 0;
int high = size - 1;

while (mid <= high) {
if (arr[mid] == 0) {

int temp = arr[low];
arr[low] = arr[mid];
arr[mid] = temp;
low++;
mid++;

} else if (arr[mid] == 1) {
mid++;

} else {

int temp = arr[mid];
arr[mid] = arr[high];
arr[high] = temp;
high--;

Her dongii adiminda ya orta bir artar ya da yuksek bir azalir. Dolayisiyla

dongii en fazla n adimda sonlanir. Zaman karmagikhigt O(n), alan karmagiklig:
O(1)dir. O

35.3.4 Two Pointers Teknigi: Sirali Dizide Toplam

Sirali bir dizide toplamlar1 hedef bir S degerine esit olan iki elemani bulmak is-
tiyoruz. I¢ ice iki dongii O(n?) siire alir. Béliim 22’de gordiigiimiiz two pointers
teknigiyle, dizinin sirali olmasindan faydalanarak bu problemi O(n) zamanda ¢6-
zebiliriz.

Ornek 35.15. Kiiciikten biiyiige swralv bir A dizisinde A[i] + A[j] = S olacak
bigimde (i,7) indeks ¢iftini (i < j) bulan, yoksa bulunamadigine bildiren C kodunu
Yaziniz.

(Céziim. Aramaya dizinin iki ucundan baglayalim; bir igaretciyi dizinin bagima
(sol = 0), digerini sonuna (sag = n — 1) yerlestirelim:

o Eger A[sol] + A[sag] == S ise aradigimiz ¢ift bulunmustur.

e Eger toplam S’den kiigiikse toplami biiytitmek gerekir; dizi saga dogru art-
tigindan sol igaretcisini 1 artiririz.

e Eger toplam S’den biiyiikse toplami kiigiiltmek igin sag isaretcisini 1 azalti-
Iiz.

017




Bolim 35. Aligtirmalar: Algoritma ve C

#include <stdio.h>

int cift_bul(int *A, int n, int S, int *indeksl, int *indeks2) {
int sol = 0;
int sag = n - 1;

while (sol < sag) {
int simdiki_toplam = A[sol] + A[sagl;
if (simdiki_toplam == S) {
*indeksl = sol;
*indeks2 = sag;
return 1; // Bulundu
} else if (simdiki_toplam < S) {
sol++;
} else {
sag-—;
¥
}

return 0; // Bulunamadi

Her adimda arama aralig1 en az bir eleman daralir (sol artar veya sag azalir).
Toplam iglem sayisi en fazla n’dir. Zaman karmagikligi O(n), ek bellek ise O(1)’dir.
O

Tanim 35.16 (Sik Yapilan Hata: Tamsay1 Tagmas: (Integer Overflow)). Iki pozitif
tamsaywy toplarken veya carparken veri tipinin sinirlarina dikkat edilmelidir. 32-
bit isaretli tamsayilar (int) en fazla 231 —1 ~ 2x10° degerini alabilir. Ornegin two
pointers tekniginde Al[sol] + A[sag] ifadesinde elemanlar 107 mertebesindeyse
toplam 2 x 10° 'u asarak negatife tasabilir (overflow). Bu tir durumlarda toplam
gegici olarak long long tirine dondstirilmelidir:

long long simdiki__toplam = (long long) A[sol] + A[sag];
Benzer bir durum ikili aramada (Bélim 24) orta nokta hesabinda da yasanir: (sol

+ sag) / 2 yerine tasmayr onlemek icin sol + (sag - sol) / 2 yazimalidur.

35.4 Pekistirme Sorular1 ve Coziimleri

Ornek 35.17. Asagidaki fonksiyonun n girdi boyutu icin Big O karmasikhgina
bulunuz:

void parcala(int n) {
for (int © = 1; 4 <=n; ¢ *= 3) {
for (int j = 1; j <=n; j += 1) {
// 0(1) islem
}
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Coziim. Dig dongiide i degiskeni 3°,3%,3%,...,3" degerlerini alir; burada 3% <
n < 38+ olup k = |logs n | dir.

Her bir ¢ = 3™ adimu igin i¢ dongii:

kez doner. Toplam iglem sayisi:

[logz 7] n [logz 7] 1\™

=y [2]~n Y (b

3 3
m=0 m=0

Parantez i¢i, ortak ¢arpani r = 1/3 < 1 olan azalan bir geometrik seridir:

i @)m T —11/3 - g

m=0

Seri sonlu adimla simirlandirildiginda da toplam 3/2’yi agsamaz:

nST(n)<%n+log3n

Dolayisiyla toplam islem sayist ©(n)’dir. Ilk bakista O(nlogn) gibi goriinse de
geometrik kii¢iilme toplam maliyeti O(n) seviyesinde tutar. O

Ornek 35.18. Asaqidaki C programu calistirmldiginda ekrana hangi sayuye basar?

#include <stdio.h>

int f(int a, int b) {
if (b == 0) return 0;
if (b 4/ 2 == 0) return f(a + a, b / 2);
return f(a + a, b / 2) + a;

}

int main() {
printf( , f(7, 13));
return 0;

(Céziim. Fonksiyonun matematiksel iglevini adim adim inceleyelim:
e b =0 iken sonug 0.

o b cift iken: f(2a,b/2).

519




Bolim 35. Aligtirmalar: Algoritma ve C

o b tek iken: f(2a,b/2) + a.
Her iki durumda da a - b ¢carpimi korunmaktadir:
(2a)-(b/2) =a-b

ve b tek oldugunda:

(2a) - [b/2] +a=2a-

+a=alb-1)4+a=a-b

Bu fonksiyon, Rus Koylii Carpma Algoritmasi (Russian Peasant Multiplication)
olarak bilinen ikili tabanda ¢arpma yonteminin rekiirsif bi¢cimidir. Fonksiyon temel

olarak a X b iglemini gerceklestirir.

Girdiler a = 7 ve b = 13 oldugundan sonug:
7x13=091

olacaktir.

Adimlar1 dogrudan izleyerek de dogrulayalim:

F(7,13) = f(14,6) + 7

£(14,6) = f(28,3)

£(28,3) = £(56,1) + 28

£(56,1) = f(112,0) + 56
£(112,0) =0

Geriye dogru toplarsak:
f(56,1) =0+ 56 = 56

£(28,3) =56 + 28 = 84
£(14,6) = 84
F(7,13) =84+ 7 =91

Program ekrana 91 basar.

O]

Ornek 35.19. Verilen pozitif bir n tamsayisinan ikili agilvmindaki en yiiksek
basamakl (en soldaki) 1 bitinin konumunu ve sayisal degerini O(1) ek bellek ile
hesaplayan bir C islevi tasarlayimiz. Ornegin n = 18 = (10010)s i¢in sonu¢ 16 =

(10000)2 olmalidur.

Céziim. En yiiksek basamakli biti tek basima birakmak icin, bu bitin saginda

kalan tiim bitleri 1’e déniistiirebilirsek elimize 271 — 1 biciminde bir maske gecer.

Ardindan bu maskeden maskenin bir saga kaydirilmig halini ¢ikardigimizda geriye

yalnizca en yiiksek bit kalir.

Tiim sagdaki bitleri 1 yapmanin pratik bir yolu, bit kaydirma ve VEYA (1)

islemlerini basamak basamak yaymaktir (bit-smearing):
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1. n<n| (n>1) (En yiksek bitin hemen yanindaki biti 1 yapar; artik en az
iki tane 1 yan yanadir).

2. n<n| (n>2) (Yan yana olan bu iki 1’i 4 bite gogaltir).
3. n<n|(n>4) (4 biti 8 bite ¢ogaltir).

4. n <+ n|(n>8) (8 biti 16 bite ¢ogaltir).

(

5. n<n| (n>16) (16 biti 32 bite ¢ogaltir).

Bu islemlerin ardindan n’in en yiiksek bitinden sonraki tiim bitler 1 olur. Ornegin
(00010010)2 — (00011111)s.

En yiiksek biti elde etmek igin:
en_yuksek bit =n— (n>>1)

islemi yeterlidir.

#include <stdio.h>

unsigned int en_buyuk_kuvvet(unsigned int n) {

if (n == 0) return O;
nl=n> 1;
n|l=n > 2;
n |=n > 4;
n |=n > 8;
n |=n > 16;

return n - (n > 1);

3

Bu fonksiyon dongii icermez; 32-bitlik tamsayilar i¢in tam olarak 5 kaydirma ve
5 mantiksal iglemle O(1) zamanda kesin sonuca ulagir. O
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Boliim 36

Karma Coziimlu Problemler

TUBITAK Bilgisayar Olimpiyati birinci asama sinavinda karsimiza ¢ikan en belir-
leyici sorular, genellikle tek bir konunun sinirlari i¢ine hapsedilemeyen sorulardir.
Bir kombinatorik sorusunu ¢oézerken Boliim 14’teki modiiler aritmetik araclarina
ihtiyag duyabilir, bir graf probleminde prefix sums ile Boliim 17 ve 18’de ele aldigi-
miz parite ve degismezleri kullanarak sonuca gidebiliriz. Benzer gekilde, dinamik
programlama geciglerini kurarken Boliim 8’deki icerme-digarma ilkesinden veya
Bolim 24’teki ikili arama tekniginden faydalanmak gerekebilir.

Bu boliimde, 6nceki konularda edindigimiz kuramsal ve algoritmik birikimi sen-
tezleyecek; farkli disiplinlerin kesisim noktasinda duran, olimpiyat standardindaki
karma problemleri adim adim inceleyecegiz.

36.1 Konulararas1 Coziimlii Problemler

Bir problemi ¢ozerken ilk agama, sorunun arkasindaki matematiksel yapiy1 dogru
teghis etmektir. Bir tahta oyunu bir graf olarak modellenebilir mi? Bir dizilim
problemi, matris ¢garpimi veya bitwise iglemlerle optimize edilebilecek bir rekiirsi-
yon bagintisina indirgenebilir mi? Cozlimlerde su adimlar izleyecegiz:

1. Kiigiik Orneklerle Sezgi Kazanma: Formiile odaklanmadan énce n =
1,2, 3 gibi kiigiik parametrelerle durumu elle analiz etmek.

2. Degismez ve Yari1-Degismez Arama: Bolim 18’de gordiigiimiiz iizere
durum uzayinda sabit kalan veya tek yonli degisen biiyiikliikleri tespit et-
mek.

3. Koprii Kurma: Problemi bilinen soyut bir yapiya (graf, modiiler denklik
smufi, rekiirsiyon tablosu) dontigtiirmek.

4. Coziim ve Karmasiklik Analizi: Matematiksel ispati tamamlayip algo-
ritmanin zaman ve bellek karmagikligini belirlemek.
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36.1.1 Problem 1: Halka Uzerinde Diigme Degisimi ve Parite

Ornek 36.1. Dairesel bir masa etrafinda dizilmis n adet lamba bulunmaktadur.
Baslangigta lambalarin her biri a¢ik (1) ya da kapaly (0) durumdadur. Her adimda
tim lambalar ayne anda su kurala gore durum degistirir: i 'inci lamba (0 <i < n),
eger kendist ile saat yoniindeki komsusu olan (i+1) mod n ’inci lambanin durumlar:
birbirinden farkliysa yeni adimda agik (1), durumlar aynwysa kapal (0) héle gelir.

(a) n = 4 icin baslangicta tek bir lamba agik, digerleri kapaliysa en fazla kag
advm sonra tim lambalar ayni anda séner (hepsi 0 olur)?

(b) Hangi n pozitif tam sayilar: igin, baslangig durumu ne olursa olsun, sonlu
sayrda adim sonra tim lambalarin sénmesi garanti altindadir?

Soruda verilen kurali cebirsel olarak ifade edelim. ¢’inci adimdaki lambalarin
durumunu al(t) € {0, 1} ile gosterelim. Yeni durum:

(t+1) 1, ol # a(ﬁln mod n
Y% T 0 0 _ 0
y a0 = a(i+1) mod n

Bu kural, dogrudan iki tabaninda toplama, yani XOR iglemidir:

al™ = (az(t) + a(?

i (i4+1) mod n) mod 2

Islemin mod 2’de toplama olmasi, Boliim 14’teki modiiler aritmetik ve Boliim
6’daki binom agiliminin mod 2’deki 6zelliklerini akla getirir.

Somut olarak n = 4 i¢in tek bir lambanin agik oldugu durumu adim adim
yazalim. Baglangi¢ durumu (1,0,0,0) olsun:

t=0: (1,0,0,0)
t=1: (190,000,050,0® 1
t=2: (190,000,001,1a1
(1
(

= (1,0,0,1
1,0,1,0
1,1,1,1

0,0,0,0

t=3: (190,001,190,0®1
t=4: (1al,leL1lal 1l

~— ~— — —
o~~~ o~

)
)
)
= )

Goriildiigi tizere tam 4 adimda tiim lambalar kapandi. Peki bu her n i¢in gegerli
midir? n = 3 igin tek bir lamba agikken denersek: (1,0,0) — (1,0,1) — (1,1,0) —
(0,1,1) = (1,0,1) ... Sistem bir dongiiye girer ve hi¢bir zaman (0,0, 0) durumuna
ulagamaz.

Buradaki temel belirleyici, ¢ adim sonraki genel terimin katsayilarinin binom
katsayilar1 olmasidir.

Coziim. Islemi bir dogrusal operator olarak ele alabiliriz. Dairesel dizide bir adim
ilerleme operatoriint S ile gosterelim: (S-a); = A(i4+1) mod n- Bu durumda dontisiim
T =1+ (mod 2) seklindedir (burada I birim operatordiir).
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T’nin k'mc1 kuvvetini binom agilim ile yazarsak:

T = (14 8)F = zk: (’;) $ (mod 2)

J=0

Boliim 15'te gordiigiimiiz Lucas parite teoremine gore, eger k = 2™ (2'nin bir
kuvveti) ise, 0 < j < 2™ igin (23' ) ¢ift sayidir, yani:

<2Jm> —0 (mod2) (0<j<2m

Dolayisiyla mod 2 aritmetiginde:
" =" + 8% =1+8* (mod 2)
Eger halka uzunlugu n, 2’'nin bir kuvveti ise, yani n = 2™ secilirse:
S¥ =6 =1
olur; clinkii dairesel dizide n adim kaydirma diziyi kendisine gotiiriir. Buradan:
T"=T?"=14+1=2I=0 (mod ?2)

elde edilir. Bu sonug kritik bir gergegi ortaya koyar: Operatoriin n’inci kuvveti sifir
operatoriudiir. Yani n = 2™ oldugunda, hangi baslangic durumu segilirse secilsin,
en fazla n adim sonra tiim elemanlar 0 olmak zorundadir. n = 4 i¢in maksimum
adim sayis1 4’tir.

Peki ya n, 2'nin bir kuvveti degilse? O halde n = 2" -d (d > 1 tek say1) olarak
yazilabilir. Dizi iizerinde d uzunlugunda periyodik bir ériintii kurulabilir. Ornegin
tek bir lambanin sifirlanamadigr n = 3 dongiisiinii d periyodu olarak kullanirsak,
durum uzayinda sifir harici bir déngii mevcuttur. Cekirdek (kernel) analizi veya
polinomlarin ortak béleni incelendiginde, 2™ — 1 ile (1 + a:)k polinomlarinin mod
2’de ortak kok barindirmasi i¢in n’in 2’nin kuvveti olmasi sarttir.

Dolayisiyla tiim lambalarin her zaman sifirlanmasini garanti eden n degerleri
yalnizca n = 2™ (m > 1) bigimindeki sayilardir. O

Asgagidaki C kodu, verilen bir dizinin ka¢ adimda sifirlandigini simiile eder ve
periyot analizi yapar:

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>
#include <stdbool.h>
#include <string.h>

typedef struct {

int *state;
int step;
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} HistoryEntry;

char *simulate(const int *initial, int n) {
int *current = (int *)malloc(n * sizeof(int));
for (int i = 0; i < n; i++) {
current[i] = initiallil;

}

int capacity = 16;

int count = O;

HistoryEntry *history = (HistoryEntry *)malloc(capacity * sizeof(
HistoryEntry));

history[count].state = (int *)malloc(n * sizeof(int));
memcpy (history[count] .state, current, n * sizeof(int));
history[count].step = 0;

count++;

int step = 0;
int *next_state = (int *)malloc(n * sizeof(int));
char *result = (char *)malloc(128 * sizeof(char));

while (true) {
for (int i = 0; i < n; i++) {
next_state[i] = current[i] ~ current[(i + 1) % n];
}

step++;

for (int i = 0; 1 < n; i++) {
current[i] = next_statel[il;

3

bool all_zero = true;
for (int i = 0; i < n; i++) {

if (current[i] != 0) {
all_zero = false;
break;
}
}
if (all_zero) {
snprintf (result, 128, , step);
break;
}
int found_step = -1;
for (int i = 0; i < count; i++) {
if (memcmp(history[i].state, current, n * sizeof (int)) == 0)
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found_step = history[i].step;

break;

}
¥
if (found_step !'= -1) {

snprintf (result, 128,

found_step, step, step - found_step);

break;

}

if (count >= capacity) {
capacity *= 2;
history = (HistoryEntry *)realloc(history, capacity * sizeof(
HistoryEntry));
}

history[count].state = (int *)malloc(n * sizeof(int));
memcpy(history[count].state, current, n * sizeof(int));
history[count] .step = step;

count++;

}

for (int i = 0; i < count; i++) {
free(history[i] .state);

}

free(history);

free(current) ;

free(next_state);

return result;

int main(void) {
int initial4[] = {1, 0, 0, 0};
char *res4 = simulate(initial4, 4);
printf( , resd);
free(res4);

int initial6[] = {1, 0, 0, 0, O};
char *resb5 = simulate(initialb, 5);
printf ( , resb);
free(resb);

return O;

Tanim 36.2 (En Sik Yapilan Hata: Lineer Cebir Mantigini Goézden Kagirmak).
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Olimpiyatlarda bu tip durum ge¢isi sorularinda siklikla disilen yanilgr, birkac rast-
gele denemeyle genel kuraly tahmin etmeye calismaktir. Durum gecisi XOR veya
modiiler toplama iceriyorsa, sistem Fo tizerinde lineerdir. Matris ve operator ce-
biri ile binom katsayilarinin mod 2 ’deki 6zellikleri incelenmeden kesin ¢ikarimlara
ulasilamaz.

36.1.2 Problem 2: Graf Modellemesi ile Sayilar Teorisinin Kesi-
simi: Frobenius ve Modiilo Graflari

Ornek 36.3. Elinizde yalnizca a ve b grambik agirbklar bulunmaktader (ged(a, b) =
1). Bu iki agurliktan istendigi kadar (sifur veya daha fazla) kullamilarak tartilama-
yan en biytk agirlik nedir? Tartilamayan toplam kag farkl pozitif tam sayr agirlig
vardur?

Literatiirde Frobenius Madeni Para Problemi olarak bilinen bu klasik soru;
Bolim 11 ve 12’deki boliinebilme kurallari, Boliim 14’teki modiiler aritmetik ve
en kisa yol mantiginin kesigiminde etkili bir ¢ozlime sahiptir.

Once somut bir érnekle baglayalim: a = 3,b = 5. Kombinasyonlar: 3z + 5y
(x,y >0).

« 0:3(0) +5(0)

o 1,2: tartilamaz.

e 3:3(1) +5(0)

: tartilamaz.

: 3(0) +5(1)

1 3(2) +5(0)

: tartilamaz.

(1) +5(1)

(3) +5(0)

« 10: 3(0)

o 11: 3(2)
4

L]
© 0w N o U o

3(1)+5
:3(3)+5
+5(2)
+5(1)
e 12: 3(4) + 5(0)

Burada 8,9, 10 olmak iizere art arda {i¢ say1 elde edildigine dikkat edelim. a = 3
oldugundan, pes pese 3 say1 iiretildikten sonra bunlara istenen sayida 3 eklene-
rek sonraki biitiin tam sayilar olugturulabilir. Tartilamayan en biiyiik say1 7°dir.
Tartilamayanlar kiimesi: {1, 2,4, 7}, yani toplam 4 elemanhdir. Formiil uygulandi-
gimdaa=3,b=5i¢in3-5—3—-5="Tve W = % = 4 bulunur. Bu durum
genel bir teoremin sonucudur.
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Céztim. Problemi mod a kalanlar1 tizerinde diigiinelim. Ttim tam sayilar1 mod
a’daki denklik simiflarma (0,1,...,a — 1) ayirahm. Her bir r € {0,1,...,a — 1}
kalam icin, ax + by bigiminde yazilabilen en kiigiik sayiy1 bulmak isteriz.

Bir say1 az + by bigimindeyse:
ar +by =by (mod a)

olur. Bolim 13’te ele aldigimiz tizere ged(a, b) = 1 oldugundan, y € {0,1,...,a—1}
degerleri icin b - y (mod a) sonuglar1 0,1,...,a — 1 kalanlarinin her birini tam
olarak bir kez iiretir (bu bir bijeksiyondur).

Belirli bir r kalani i¢in en kiigiik deger, y’'nin 0 < y < a aralhgindaki tekil
degeriyle elde edilen m, = b-y sayisidir (z > 0 kogulunda sayiy1 en kiigiik yapmak
i¢in x = 0 segilir).

O halde r =b -y (mod a) smifindaki sayilar sunlardir:
b'y7 b'y+a7 by+2a’7

Bu simifta b-y’den kiiciik olup r kalanini veren hicbir pozitif say1 yazilamaz. Demek
ki bu smifta iiretilemeyen en biiyiik say::

b-y—a

olur. Tim kalan siiflar: tizerinden bu degerlerin maksimumunu ariyoruz. b-y —a
ifadesi y biiyiidiikce artar. y’nin alabilecegi en blyiik deger ise y = a — 1’dir.
Boylece tartilamayan en biiyiik sayi:

gla,b) =bla—1)—a=ab—a—->

olarak bulunur.

Simdi tartilamayan toplam say1 adedini hesaplayalim. Her bir y € {0,1,...,a—
1} i¢in, o smifta b - y degerinden kiigiik ve pozitif olan sayilar b -y — ka (k > 1)
formundadir. Bu formdaki pozitif say1 adedi L%yj tanedir. Toplam tartilamayan

say1 adedi:
a—1 b y
N = 2 J
> |
y=0

Bu toplami hesaplamak i¢in Béliim 10°da ele aldigimiz iki yoldan sayma ve simetri
mantigindan yararlanalim. y yerine a — 1 — y koyarsak:

e - 2 -

ged(a,b) = 1 oldugundan 1 < y < a — 1 i¢in %y hichir zaman tam say1 olamaz.
Gergel sayilar igin a ¢ Z iken |« 4+ |—a] = —1 esitligi gegerlidir. Buradan:
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elde edilir. 1 < y < a — 1 arahigindaki a — 1 terimi ikiserli eglersek, her ciftin
toplam1 b — 1 olur:
(a—1)(b—1)

2

Boylece ispat tamamlanir. O

IN=(a—1)(b—1) = N =

// 3 veya daha fazla degisken icin Frobenius Dijkstra ile O(a * log a)
#include <stdio.h>
#define INF 1000000000000000000LL

long long dist[100005];
int visited[100005];

long long frobenius_iki(long long a, long long b) {
// a ve b aralarinda asal ise
return a * b - a - b;

}

int main() {
long long a = 3, b = 5;

printf( , frobenius_iki(a, b));
printf ( , (a-1) x (b -1) / 2);
return O;

36.1.3 Problem 3: Prefix Sums ve Giivercin Yuvasi: Boliinebilir
Alt Diziler

Ornek 36.4. n elemanl pozitif tam sayilardan olusan bir A = [a1, a9, ..., an]
dizisi veriliyor.

(a) Toplama n ile tam bolinen ardisik bir alt dizinin (a;+ aj41+ -« -+ a, ) daima
var oldugunu ispatlayiniz (1 <1 <r <mn).

(b) Toplams n ile tam bolinen ardisik alt dizi sayisine O(n) zamanda bulan bir
algoritma tasarlayiniz.

Ardigik toplamlar: incelerken akla gelen ilk yontem, Boliim 22’de ele aldigimiz
prefix sums dizisidir. Sp =0 ve 1 <i <nigin S; = >_,_, aj diyelim. Herhangi
bir ardisik parcanin toplamai:

Z ag = Sy — 51
k=1

Bu toplamin n’e boliinmesi su anlama gelir:

Sy —=851-1=0 (modn) <= S, =5_1 (modn)
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Soru béylece su bigime déniigiir: Mod n’de ayni degere sahip iki farkl prefix sumin
varhigr garanti midir?

(Cézim. (a) Prefix sums dizisini siralayalim:
SO; Sla 527 .- '7Sn

Bu listede tam n 4 1 adet say1 bulunmaktadir.

Bu sayilarin mod n’deki kalanlarini inceleyelim. Mod n’de miimkiin olan kalan-
lar kiimesi {0,1,2,...,n — 1} olup tam n elemandan olugur.

Elimizde n 41 adet say1 ve n adet kalan sinifi vardir. Boliim 7’de inceledigimiz
Giivercin Yuvasi Ilkesi geregince, kalanlar: ayni olan en az iki indeks bulunmak
zorundadir. Yani dyle 0 < j < k < n indeksleri vardir ki:

Sp=5; (mod n)

Buradan S, —S5; = Z§:j+1 a; toplami n’in kati olur. [ = j+1 ve r = k secildiginde
1 <[ <r < n kosulu saglanir ve aranan alt dizi elde edilir.

(b) Boliinebilen tiim alt dizileri bulmak i¢in ayni kalan siifina diigen S deger-
lerini sayariz. Bir r € {0,1,...,n — 1} kalam i¢in, modu r olan ¢, tane prefix
sum varsa; bu siiftan segilecek herhangi iki indeks (5 < k), toplami n’e boliinen
gecerli bir alt dizi verir. Béylece toplam gecerli alt dizi sayisi:

n—1
Toplam = CT)
p ; (2
Diziyi bastan sona tek geciste tararken prefix sumi ve frekans tablosunu giincelle-
yebiliriz. Tek gegis O(n) siirer, frekanslarin kombinasyonunu hesaplamak da O(n)
zaman alir. Toplam zaman karmagikligy O(n), ek bellek karmagikligi mod dizisi
icin O(n)’dir. O

#include <stdio.h>

long long bolunebilen_alt_diziler(int arr[], int n) {
long long sayac[n];
for (int i = 0; i < n; i++) sayac[i] = 0;

// S_0 = 0 baslangicta mevcuttur

sayac[0] = 1;

long long toplam = O;

for (int i = 0; i < n; i++) {
toplam = (toplam + arr([i]) % n;
// Negatif mod durumunu onle
if (toplam < 0) toplam += n;
sayac [toplam]++;
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}

long long sonuc = 0;
for (int r = 0; T < n; r++) {
if (sayac[r] >= 2) {
sonuc += sayac[r] * (sayaclr] - 1) / 2;
}
}

return sonuc;

Tanim 36.5 (En Sik Yapilan Hata: Sy Baglangic Degerini Unutmak). Prefiz sums
dizistyle calisirken So = 0 durumunu goz ardy etmek, dizinin en basindan baslayan
(I = 1) ve tek basina n’e bolinen alt dizilerin saylmamasina yol agar. Frekans
tablosunda sayac[0] degeri baslangicta mutlaka 1 olarak ayarlanmalidur.

36.1.4 Problem 4: Agacta Yol Islemleri ve Bit Diizeyinde XOR
Ozellikleri

Ornek 36.6. n digimli bir ajacta her kenarn tzerinde pozitif bir tam saiy
agurlik bulunmaktader. Iki digim u ve v arasindaki basit yol tizerindeki kenarlarin
agurliklarinin XOR toplamine d(u,v) ile gosterelim. Tim 1 < u < v < n ¢iftleri
icin d(u,v) = 0 olan ¢iftlerin sayisine O(nlogn) veya O(n) zamanda bulan bir
algoritma gelistiriniz.

Bir agagta wu ile v arasindaki yol tekildir; u’dan en yakin ortak ataya (LCA)
¢ikar, oradan v’ye iner. Kenar agirliklarini tek tek toplamak karmasgik goriinse de,
islemimiz XOR (@) iglemidir. XOR isleminin temel 6zellikleri sunlardir:

1. x @« = 0 (Her say1 kendisini sifirlar).
2. 200=uz.

3. Degisme ve birlegsme o6zellikleri gegerlidir.

Rastgele bir kok secelim (6rnegin diigiim 1). Kokten herhangi bir w digiimiine
giden yol tizerindeki kenarlarm XOR toplamimi X [w] olarak tamimlayalim. w ile
v arasindaki yolu kok tizerinden ifade edebilir miyiz? w’dan kéke ¢ikip kokten
v’ye inen hayali bir yol diigtinelim. Kok ile LCA(u, v) arasindaki kenarlar iki kez
gecilecektir. XOR igleminde ¢ift sayida gegen kenarlar birbirini sifirlar:

d(u,v) = X[u] ® X[v]

Bu déniigim problemi 6nemli 6lgiide sadelegtirir; agag yapist tizerinde LCA arama
zorunlulugu tamamen ortadan kalkar. d(u,v) = 0 olmasi ne anlama gelir?

X[u] @ X[v] =0 <= XJu| = X[v]
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Problem, kokten tiim diigtimlere hesaplanan X|w| degerleri iginde birbirine egit
olan eleman ciftlerini saymaya doniisiir.

Céziim. Algoritma Adimlar::

1. Agagta 1 numarali diigimii kok kabul edelim.

2. Boliim 28’de gordiigiimiiz Derinlik Oncelikli Arama (DFS) ile her u diigiimii
i¢gin X[u] degerini hesaplayalim:

X[kok] =0, X[v]=X[u]® w(u,v)

3. Elde edilen X[1], X[2],...,X[n]| dizisini siralayalim (O(nlogn)) veya bir
hash table’a ekleyelim (O(n)).

4. Her bir farkh degerin kag kez tekrar ettigini (k) bularak (g) = k(k; L) deger-

lerini toplayalim.

Tim agaci DFS ile dolagmak O(n) stirer. Degerleri siralamak O(nlogn), frekans-
lar1 toplamak O(n) zaman alir. Toplam zaman karmagikhigr O(nlogn), ek bellek
karmagikligi O(n)’dir. O

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <stdbool.h>

typedef struct {
int u;
int v;
int w;

} Edge;

typedef struct AdjNode {
int to;
int weight;
struct AdjNode* next;
} AdjNode;

typedef struct {
int u;
int current_xor;
} StackItem;

static int compare_ints(const void* a, const void* b) {
int argl = x(const intx)a;

int arg2 = *(const int*)b;
if (argl < arg2) return -1;
if (argl > arg2) return 1;
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return O;

}

long long count_zero_xor_pairs(int n, const Edge* edges, int num_edges)
AdjNode** graph = (AdjNodex*)calloc(n + 1, sizeof (AdjNodex*));
for (int i = 0; i < num_edges; ++i) {
int u = edges[i].u;
int v edges[i] .v;
int w = edges[i].w;

AdjNode* nodel = (AdjNode*)malloc(sizeof (AdjNode));
nodel->to = v;

nodel->weight = w;

nodel->next = graphl[u];

graph[u] = nodel;

AdjNode* node2 = (AdjNode*)malloc(sizeof (AdjNode));
node2->to = u;
node2->weight = w;
node2->next = graphl[v];
graph[v] = node2;
}

int* X = (int*)calloc(n + 1, sizeof(int));

bool* visited = (bool*)calloc(n + 1, sizeof(bool));

StackItem* stack = (StackItem*)malloc((n + 1) * sizeof(StackItem));
int top = 0;

stack[top] .u = 1;
stack[top] .current_xor = 0;
topt+;

visited[1] = true;

while (top > 0) {
top——;
int u = stack[top].u;
int current_xor = stack[top].current_xor;
X[u]l = current_xor;

for (AdjNode*x curr = graph[u]; curr != NULL; curr = curr->next) {

int v = curr->to;
int w = curr->weight;
if (lvisited([v]) {
visited[v] = true;
stack[top] .u = v;
stack[top] .current_xor = current_xor ~ w;
topt++;
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}
gsort(&X[1], n, sizeof(int), compare_ints);

long long total_pairs = O;
long long count = 1;
for (int i = 2; i <= n; ++i) {
if (X[1] == X[i - 11) {
count++;
} else {
if (count >= 2) {
total_pairs += count * (count - 1) / 2;
}
count = 1;
}
¥
if (count >= 2) {
total_pairs += count * (count - 1) / 2;

}

for (int 1 = 1; i <= n; ++i) {
AdjNode* curr = graphl[il;
while (curr != NULL) {
AdjNode* temp = curr;
curr = curr->next;
free(temp) ;
}
}
free(graph) ;
free(X);
free(visited);
free(stack) ;

return total_pairs;

}

int main(void) {
Edge edges[] = {

{1, 2, 5},
{2) 33 5},
{3, 4, 2}

I
int n = 4;
int num_edges = sizeof (edges) / sizeof (edges[0]);

long long result = count_zero_xor_pairs(n, edges, num_edges);
printf ( , result);

return O;
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}

36.1.5 Problem 5: Uc¢ Deger Ilkesi ve Turnuva Graflar

Ornek 36.7. n kisinin katildiqr bir turnuvada her oyuncu dijer her oyuncuyla
tam olarak bir ma¢ yapmastir ve hicbir mag berabere bitmemistir. Bir oyuncunun
digerini yendigi durumlar yonli kenar olarak gosterelim (bu yapr bir turnuva grafi
olusturur).

Tim katilimeilar oyle bir p1,pa, ..., pn strasinda diziniz ki; her i (1 <i<mn)
i¢in p; oyuncusy piy1 oyuncusunu yenmis olsun (yonli Hamilton yolu). Boyle bir
dizilimin her zaman var oldugunu ispatlayip O(n?) zamanda bulan bir algoritma
veriniz.

Genel yonli graflarda Hamilton yolu bulmak NP-tam bir problemdir. Ancak
turnuva graflar1 tam graflardir; yani herhangi iki tepe arasinda mutlaka bir
yonde kenar bulunur. Bu yapisal 6zellik ¢oziimii dogrudan kolaylastirir. T{ime-
varim veya Boliim 19’da gordigiimiiz Ug Deger Ilkesi iizerinden diigiinelim:
Varsayalim ki k£ uzunlugunda bir yol kurduk: v; — vo — - -+ — v;. Disarida kalan
bir u tepesini bu yolun i¢ine dahil edebilir miyiz?

e Eger u, bastaki v;’i yeniyorsa: u — v — - -+ — v yaparak yolu baga dogru
uzatabiliriz.

o Eger sondaki v, u’yu yeniyorsa: v; — --- — v — u yaparak yolu sona
dogru uzatabiliriz.

e Peki ya v7 — u ve u — vg ise? Yani u bagtakine yenilmis, sondakini ise
yenmigse?

Bu durumda yol boyunca ilerlerken oklarin yon degistirdigi bir nokta bulunmalidir:
v; — u iken hemen ardindan u — v;41 olan ardigik iki tepe mutlaka vardir.

Céztiim. Ispati n lizerinden matematiksel tiimevarim ile kuralim.

Temel Adim (n = 2): Iki oyuncu arasinda tek bir ma¢ oynanmistir; yenen py,
yenilen po secilirse p; — p2 yolu dogrudan kurulur.

Tiimevarim Adimi: k£ oyunculu herhangi bir turnuvada yonli Hamilton yo-
lunun var oldugunu varsayalim: P = (v1,vs,...,vk). Sisteme (k 4 1)’inci bir u
oyuncusu ekleyelim. U¢ durum ortaya cikar:

1. u — vy ise: u, yolun en bagma eklenir: (u,v1,va,...,vk).

2. v — w ise: u, yolun en sonuna eklenir: (vy,va,..., vk, u).

935



Bolim 36. Karma Coztimlii Problemler

3. Yukaridaki iki durum da gegerli degilse, v1 — u ve u — v olmalidir. Yol
lizerindeki indisleri inceleyelim. v; — u kogulunu saglayan en biiyiik indisi
1 olarak secelim. v; — u oldugundan boyle bir ¢ > 1 mutlaka vardir. ¢ = k
olamaz; clinkii v — v oldugunu biliyoruz. Demek ki 1 < ¢ < k’dir. ¢’nin
maksimal secilmesinden 6tiirii v;+1 — w olamaz; graf bir turnuva oldugun-
dan mag¢ berabere bitemez, dolayisiyla zorunlu olarak u — ;41 olmalidir.
O halde u tepesini v; ile v; 41 arasina yerlestirebiliriz:

V1 — =V = U2 Vjp1 — " — VL

Her durumda (k 4 1) uzunlugunda gegerli bir yonlii yol elde edilir ve tiimevarim
tamamlanir.

Algoritmik Karmagiklik: Bu yontem, Bolim 23’te inceledigimiz Araya Ek-
leme Siralamas: (Insertion Sort) mantigiyla ortigiir. k'inci eleman: siralanmig k—1
elemanl yola yerlestirmek i¢in en fazla k kargilagtirma yapilir. Toplam iglem sayisi:

1

3
|

_n(n—-1)
1k:—2—O(nQ)

el
I

kargilagtirmadir. Tkili arama kullanilarak karsilagtirma sayist O(n logn) seviyesine
cekilebilir (dizi kaydirma maliyeti yine O(n?) kalir). O

#include <stdio.h>
#tinclude <stdlib.h>

// matris[i][5] = 1 ise i, j'yt yenmistir

void hamilton_yolu_bul(int n, int matris[100] [100], int yol[]) {
yol[0] = 0; // Ilk dugumle basla
int boyut = 1;

for (int u = 1; u < n; ut+) {
// Durum 1: uw en basa gelir mi?
if (matris[u] [yol[0]1) {
for (int j = boyut; j > 0; j--) yoll[j]l = yoll[j - 11;
yol[0] = u;
}
// Durum 2: u en sona gelir mi?
else if (matris([yol[boyut - 11]1[ul) {
yol[boyut] = u;
}
// Durum 3: Araya ekleme
else {
int pos = -1;
for (int i = 0; i < boyut - 1; i++) {
if (matris[yol[il][u] && matris([u] [yol[i + 1]1]1) {
pos =1 + 1;
break;
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}
}
for (int j = boyut; j > pos; j--) yol[j]l = yoll[j - 1];
yol[pos] = u;
}
boyut++;

36.1.6 Problem 6: Icerme-Disarma ve Dinamik Programlama: Ya-
sakli Pozisyonlu Permiitasyonlar

Ornek 36.8. 1,2,...,n saylarmn bir T permiitasyonunda hicbir i (1 <1i < n)
i¢in w(i) = i olmamast durumuna deranjman (dizensiz permitasyon) denir. Simdi
kwsity genigletelim: Boyutu n olan bir permiitasyonda her i i¢in hem w(i) # i hem
de m(i) # i+ 1 (1 < i < n) olmasim istiyoruz. Boyle permiitasyonlarn sayisine
hesaplayan bir yontem gelistiriniz.

Bu soru, klasik Probléme des ménages probleminin temel yapisidir. Kombinato-
rikte "hicbiri saglanmasin” kosulunu dogrudan saymak zordur; ¢ilinkii yasaklarin
birbiriyle ¢akigma ihtimalleri yiiksektir. Bunun yerine Boliim 8’de kurdugumuz
Icerme-Digsarma Ilkesi devreye girer:

n

N (higbiri) = > (=1)F -7y (n — k)!
k=0

Burada r, konulabilecek k& adet bagimsiz "yasakli pozisyonu” tahtaya yerlestirme
sayisidir. Yasaklar yerlegtirildikten sonra geriye kalan n— k serbest eleman (n—k)!
farkli bicimde dagitilir.

Yasakl hiicreleri bir n x n tahta tizerinde diiglinebiliriz: (7,7) ana kogegeni
ve (1,7 + 1) st yan kogegeni yasaktir. Toplam 2n — 1 adet yasakl kare vardir.
Bu karelerden ayni satirda veya ayni siitunda olmayan (yani birbirini kale gibi
tehdit etmeyen) k tanesini segmeliyiz. Bu karelerin dizilimi incelendiginde, ardigik
bagimliliklar bir yol olugturur. Bir dogru iizerinde yan yana olmayan elemanlari
se¢me problemi ise Boliim 5’teki temel se¢im teknikleriyle ¢oziilebilir.

Cézim. Yasakl kareleri siralayalim:
(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3),...,(n—1,n),(n,n)
Burada toplam M = 2n — 1 adet yasakli hiicre vardir:
e (1,1) ile (1,2) aym satirdadir, birlikte se¢ilemez.
e (1,2) ile (2,2) aym stitundadir, birlikte segilemez.

237




Bolim 36. Karma Coztimlii Problemler

Genel olarak, siralanan bu M karede yan yana gelen herhangi iki kare ya
ayni satirda ya da ayni siitundadir. Dolayisiyla ayni1 anda segilemezler.

Boylece soru su tanmidik probleme doniisiir: M = 2n — 1 elemanli bir sirada,
hicbir ikisi ardigik olmayan k eleman kag farkli bicimde secilebilir?

Bu secim sayisi yildiz-béliicii yontemiyle hesaplanir:

ry = (M _kk+1> _ <(2n—1)k—k+1> _ <2nk— k)

Secilen bu k yasakli karenin her biri farkli satir ve siitunda oldugundan, kalan
n — k eleman kendi aralarinda (n — k)! sekilde yerlesir.

Icerme-disarma ilkesi geregince, hicbir yasaklh kareye denk gelmeyen permiitas-

yonlarin sayist:
¥ 2n —k
P, = k§oj(—1)’“< ”k )(n — k)

olarak kapali formda elde edilir. Bu toplam O(n) adimda hesaplanabilir. O

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

long long power_mod(long long base, long long exp, long long mod) {
long long result = 1;
base %= mod;
while (exp > 0) {
if (exp % 2 == 1) {
result = (result * base) % mod;

}
base = (base * base) % mod;
exp /= 2;

}
return result;

3

void factorial_mod(int n, long long mod, long long *f) {
f[0] = 1;
for (int i = 1; i <= n; i++) {
f[i]l = (f[i - 1] * i) % mod;
}
}

long long binom(int n, int k, const long long *f, const long long *inv,
long long mod) {
if k<0 Il k>mn){
return O;
}
return (((£f[n] * inv[k]) % mod) * inv[n - k1) % mod;
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long long restricted_permutation(int n, long long mod) {

int

int max_val = 2 *x n + 1;
long long *f = (long long *)malloc((max_val + 1) * sizeof(long long));

long long *inv = (long long *)malloc((max_val + 1) * sizeof(long long

));
factorial_mod(max_val, mod, f);
inv[max_val] = power_mod(f[max_val]l, mod - 2, mod);

for (int i = max_val - 1; i >= 0; i--) {
inv[i] (dnv[i + 1] * (i + 1)) % mod;

}

long long total = 0;

for (int k = 0; k <= n; k++) {
long long choice = binom(2 * n - k, k, f, inv, mod);
long long remaining perm = f[n - k];
long long term = (choice * remaining perm) % mod;

if k% 2==1 {
total = (total - term + mod) % mod;
} else {
total = (total + term) % mod;
}
}

free(f);
free(inv);

return total;

main(void) {

long long mod = 1000000007

printf ( , restricted_permutation(4, mod));
return O;

36.1.7 Problem 7: Ikili Arama ve Yari-Degismezler: Medyanlarin

Medyanm1 Matrisi

Ornek 36.9. N x N boyutunda bir matrisin her satir, soldan saga, her situnu
yukaridan asagrya kesin artandir. Bu matrisin tim elemanlar tek boyutlu bir dizide
swralansaydy ortanca (medyan) eleman hangisi olurdu? Elemanlara yalmizea satir
ve stitun erigimi yapabildigimiz varsayimayla, matrisin medyanine O(N log(MAX—
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MIN)) zaman karmagikliginda bulan bir algoritma tasarlayiniz.

Matristeki toplam eleman sayis1t N2’dir. Medyan, kendisinden kiiciik veya esit
eleman sayisi en az [N?/2] olan en kiigiik degerdir. Tiim matrisi bir diziye akta-
r1ip siralamak O(N?1log N) zaman ve O(N?) bellek gerektirir; bu yaklagim biiyiik
boyutlu matrislerde verimsiz kalir.

Burada Boliim 24’te gordiigiimiiz cevap iizerinde ikili arama (binary search
on answer) tekniginden yararlanabiliriz: Belirli bir X sayisi i¢in matriste X ten
kiigiik veya esit kag eleman oldugunu hizla sayabilir miyiz? Matrisin satirlar ve
stitunlar sirali oldugundan, sayma iglemini O(/N) zamanda tamamlayabiliriz: Sol
alt kogeden ((N — 1,0)) baglariz. Eger bulunulan hiicredeki eleman < X ise, o
siitundaki iist elemanlarin tiimi de < X olmak zorundadir. O siitundaki katkiy1
dogrudan ekleyip saga (j++) gegeriz. Eger eleman > X ise, yukarn (i ——) gikariz.
Bu adim en fazla 2N hamle siirer.

(C6ziim. Monotonluk Dogrulamas:: f(X), matriste degeri < X olan elemanla-
rin sayist olsun. X degeri arttikca f(X) degeri de azalmaz (monotondur):

X1 <Xy = f(X1) < f(X2)

Dolayisiyla ikili arama uygulanabilir. Aranan medyan eleman, f(X) > % ko-
sulunu saglayan en kiiciik X tir.

Sayma Algoritmasi1 (O(N)):
1. i =N —1 (en alt satir), 7 = 0 (en sol siitun), adet = 0.

2. 1> 0ve j < N oldugu stirece:

o Eger M|[i][j] < X ise: Bu siitundaki 0’dan i’ye kadar olan tiim eleman-
lar (toplam i + 1 tane) kesinlikle < X’tir. adet+ = (i + 1) yapilir ve
sonraki siituna gegilir (5 + +).

o Eger M[i][j] > X ise: Bu eleman X ten biiyiiktiir, daha kiigiik eleman-
lar bulmak igin yukar1 satira ¢ikilir (i — —).

3. Dongii tamamlandiginda adet, matristeki < X olan eleman sayisini verir.

Her adimda ya ¢ bir azalir ya da j bir artar. Toplam adim sayis1 en fazla
2N’dir; dolayisiyla sayma iglemi O(N) karmagikliktadir. Ikili arama arahg:
[M0][0], M|N — 1][N — 1]] olup adim say1st log(MAX — MIN) kadardir. Toplam
zaman karmasgikligi:

O(N log(MAX — MIN))

Ek bellek karmagiklign ise yalnizca O(1)’dir. O
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#include <stdio.h>

// Belirli bir X degerinden kucuk veya esit eleman sayisini O(N)'de sayar

int

int

kucuk_esit_sayisi(int N, int M[100] [100], int X) {
int adet = 0;

int i = N - 1;

int j = 0;

while (i >= 0 && j < N) {
if (MIi1[031 <= X) {
adet += (i + 1);
jtts
} else {
i-—;
}
}

return adet;

matris_medyani(int N, int M[100] [100]) {
int sol = M[0] [0];

int sag = M[N - 1]J[N - 17];

int hedef_sira = (N *x N + 1) / 2;

int cevap = sag;

while (sol <= sag) {
int orta = sol + (sag - sol) / 2;
if (kucuk_esit_sayisi(N, M, orta) >= hedef_sira) {
cevap = orta;
sag = orta - 1; // Daha kucuk bir deger medyan olabilir mi?
} else {
sol = orta + 1;
}
}

return cevap;

36.1.8 Problem 8: Sayilar Teorisi ve Dinamik Programlama: Bo6-

liinebilirlik Grafinda En Uzun Yol

Ornek 36.10. S = {1,2,...,n} kiimesi veriliyor. Bu kiimeden segilen elemanlarla
oyle bir x1 < xo9 < - -+ < xy, dizisi olusturulacaktr ki; heri (1 < i < k)i¢inz; | x4

ﬂxh

xiy1 i tam béler) olacaktur.

(a) Boyle bir zincirin maksimum eleman sayisv (k) nedir?

(b) Bu maksimum uzunluga sahip ka¢ farkly zincir kurulabilir?
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Zincirdeki her eleman bir sonrakini tam bolmelidir (Bolim 11): z;41 = ¢ - x5
(¢; > 2 bir tam say1). Zinciri olabildigince uzatmak igin her adimda sayiy1 en
kiiciik tam say1 carpani olan 2 ile carpmak gerekir. Baglangicta x1 = 1 alirsak:

1,2,4,8,16,...,2m <n

Maksimum uzunluk dogrudan 2’nin kuvveti ile belirlenir: k = |log, n|+1. Peki bu
uzunlukta kag farklh zincir vardir? Yalnizca 2 ¢arpani mi kullanilabilir? Bir adimda
2 yerine 3 ¢arpan secilirse ne olur? Ornegin n = 12 i¢in: k = [logy 12|+1 = 3+1 =
4. Uzunlugu 4 olan zincirler:

e 1 —2—4— 8 (¢carpanlar: 2,2,2)
e 1 —+2—4— 12 (carpanlar: 2,2, 3)
e 1 —2—6— 12 (carpanlar: 2,3, 2)

e 13— 6— 12 (carpanlar: 3,2,2)

Carpanlar kiimesinde 3 ¢arpani yer alabilir; ¢linkii 2 -2 -3 = 12 < 12’dir. Ancak
2-3-3 = 18 > 12 oldugundan iki adet 3 carpani bulunamaz. Problem, carpanlarin
permiitasyonuna ve dinamik programlama sayimina donisiir.

(Céziim. Zincirin eleman sayisi k olsun. Zincirin son elemani x; < n olmaldir.
xi 'nin asal carpanlarina ayrilmis bigimi:
a1 a2

xp =pi'pg’ ..oy

olmak tizere, 1 = 1 kabul edildiginde zincirin uzunlugu ¢arpanlarin asal iislerinin

k:1+zr:ai
i=1

Bu toplami1 maksimize etmek i¢in en kii¢iik asal olan 2’yi se¢gmeliyiz. O halde:

toplaminin bir fazlasidir:

Emax = [logon| +1

olur. m = kmax — 1 = |logy n] diyelim.

En uzun zincirin son elemani x; < n su iki yapidan birinde olmalidir:

1. Sadece 2’lerden oluganlar: xj = 2™.

2. Tam olarak bir tane 3 asalina ve m — 1 tane 2 asalina sahip olanlar: x; =
2m=1.3 (2m~1.3 < n ise bu durum miimkiindiir; 2™2-3% > 2™ oldugundan
birden fazla 3 bulunamaz; ayrica 5 > 4 = 22 oldugundan 5 asal iki adet 2'nin
yerini tutamaz).

Simdi bu zincirlerin sayisini hesaplayalim:
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« Durum 1: Yalmizca 2 ¢arpanlar1 (z; = 2™-a): Ilk eleman z; = a olabilir
(a-2™ < n kosuluyla). Her a € [1,|n/2"|] i¢in a — 2a — 4a--- — 2™a
seklinde tek bir zincir kurulur. Buradan || adet zincir elde edilir.

o Durum 2: Bir adet 3 ve m—1 adet 2 carpani (z;, = 2™ !.3-a < n): Car-
panlar kiimesi {3,2,2,...,2} bigimindedir. 3 garpaninin hangi adimda kulla-
nilacagl serbesttir; toplam m adimdan herhangi birinde yer alabilir. Bélim
4’te ele aldigimiz tekrarl permiitasyon mantigiyla m farkh sira miimkiindiir:

(£)-»

Bu durumdaki her gecerli a (1 < a < |5mtrz]) icin m farkl zincir olusur,
Buradan m - | 57275 | adet zincir gelir.

Toplam zincir sayisi:

Toplam = LQ%J +m- Lﬁnﬁ '3J

olarak O(1) zamanda hesaplanir. O

#include <stdio.h>

typedef struct {
long long max_length;
long long count;

} Result;

Result longest_divisibility_chains(long long n) {
if (n == 1) {
Result r = {1, 1};
return r;

3

long long m = O;
while ((1ULL << (m + 1)) <= (unsigned long long)n) {
m++;

)

}

long long max_length = m + 1;
long long count = n / (1ULL << m);

if (m>= 1) {
unsigned long long threshold = (1ULL << (m - 1)) * 3ULL;
if (threshold <= (unsigned long long)n) {
count += m * (n / threshold);

}
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Result r = {max_length, count};
return r;

3

int main(void) {
Result resl2 = longest_divisibility_chains(12);
printf( , resl2.max_length, resl2.count);

Result res20 = longest_divisibility_chains(20);
printf( , res20.max_length, res20.count);

return O;

36.1.9 Boliim Ozeti ve Olimpiyat Icin Stratejik Tavsiyeler

Bu béliimde inceledigimiz problemler, olimpiyat sorularinin ayirt edici 6zelliklerini
acikca ortaya koymaktadir:

e Modiiler Doniisiimler ve Bit Aritmetigi: Toplama ve ¢ikarmanin mod
2’de XOR iglemine kargilik gelmesi, dairesel yapilar ile binom katsayilarinin
Boliim 15’teki Lucas parite teoremi iizerinden kurdugu bagi sikca kargimiza
cikarir.

e Graf Soyutlamasi: Dogrudan bir graf olarak verilmeyen durum uzaylari
(Frobenius madeni para problemi, turnuva siralamalari), tepe ve yonlii ke-
narlarla modellendiginde Dijkstra veya Hamilton yolu gibi standart algorit-
malara indirgenebilir.

¢« Kombinatorik Kisitlar1 Ayrigstirma: Yasakli permiitasyonlar ve dizi yer-
lesimlerinde dogrudan sayim yapmak yerine igerme-digarma ve bagimsiz
kiime dontigtimleri tercih edilmelidir.

« Monotonluk ve kili Arama: Bir optimizasyon veya sayma probleminde
aranan deger arttik¢a saglanan kosul tek yonlii (monoton) bir degisim gos-
teriyorsa, dogrudan deger uzayinda ikili arama kurgulanmalidir.
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Boliim 37

Ek Coziimlii Problemler ve
Ipuclar:

Onceki béliimlerde kurdugumuz teorik temeller, kurallar ve algoritmalar; smav
sorular1 karsisinda somut birer ¢6ziim aracina doniistiiklerinde anlam kazanir. Bir
problemi ilk denemede ¢ozememek bir eksiklik degil, zihnimizde heniiz kurulma-
mig bir baglantiy1 kesfetme firsatidir. Bu boéliimdeki problemler, 6nceki bo-
lilmlerde 6grendigimiz aracglari pekistirmek i¢in hazirlanmig ek ¢6ziimlii
sorulardir; konu bagliklarina gore (sayma, sayilar teorisi ve algoritma) ii¢ kisma
ayrilmigtir. Her ¢oziimiin sonunda benzer sorularda yol gosterecek ipuglar: da ve-
riyoruz.

Cozlimlerde yalnizca dogru yaniti vermekle yetinmeyip bir yarigmacinin soruya
yaklasirken yakalamasi gereken ipuclarini, olasi tuzaklar: ve sonuca ulagtiran akil
yiiritme adimlarini 6ne c¢ikariyoruz.

37.1 Ek Problemler: leri Sayma ve Kombinatorik

Sayma problemleri ilk bakista sade goriinse de kisitlar arttikca dogrudan listele-
mek olanaksiz hale gelir. Bu kisimda kisith dizilimler (Boliim 4), igerme-digarma
ilkesi (Boliim 8), ayrag yontemi (Bolum 5) ve giivercin yuvasi ilkesi (Boliim 7) gibi
tekniklerin tipik uygulamalar: tizerinde duruyoruz.

37.1.1 Kisith Siralama ve Ozdes Nesneler

Ornek 37.1. {1,2,3,4,5,6,7} kiimesinin elemanlar: kullamlarak yazilabilecek
tim 7 basamakl, rakamlary tekrarsiz saylarin kag tanesinde tek rakamlar kends
aralarinda kigikten biyige siralv (soldan saga 1,3,5,7 swrasinda), fakat ¢ift ra-
kamlar da kendi aralarnda biyiikten kiigige siraly (soldan saga 6,4,2 sirasinda)
yer alir?
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(Céziim. Soruda 7 farkli basamagin yerlegtirilmesi isteniyor. Eger tek basamaklar
(1,3,5,7) ve ¢ift basamaklar (2,4, 6) rastgele dagilsaydi 7! farkli durum olusurdu.
Ancak iki grup tzerinde de kesin bir sira gsart1 vardir. Teklerin kendi aralarindaki
1 < 3 < 5 < 7 siralamasi tek bir bigimde miimkiindiir; benzer gekilde ciftlerin
6 > 4 > 2 siralamasi da tek bir dizilim verir. Dolayisiyla bir grubun yerlerini
sectigimiz anda o grubun elemanlarinin yazilig sirasi tamamen belirlenir; geriye
kalan yerlere de diger grubun elemanlari zorunlu olarak tek bicimde yerlesir.

Adim adim kuralim:

1. Toplam 7 basamak pozisyonumuz var:

2. Bu 7 pozisyondan 4 tanesini tek sayilar icin secelim. Bu se¢im kombinasyon

ile yapilir:
7 7 X6 4
_ X 6 X H X _ a5
4 4x3x2x1

3. Secilen 4 yere tek sayilar 1,3,5,7 kural geregi yalnizca 1 farkli sekilde
(kiigiikten biiytige) yerlegtirilebilir.

4. Geriye kalan 7 — 4 = 3 pozisyona cift sayilar yerlesmelidir. Bu 3 pozisyon
i¢in ¢ift sayilarin siras1 da biiyiikten kiigiige (6, 4,2) olacak sekilde 1 farkl
bigimde zorunludur.

Carpma kurali uyarinca toplam gegerli dizilim sayisi:

7
1x1=235
(3) <1

Alternatif Bakis (Tekrarli Permiitasyon Sezgisi): Dort tek sayiy1 dzdes
T simgesiyle, ii¢ ¢ift sayiy1 6zdeg C simgesiyle temsil edelim. T, 7,7, T,C,C,C
harflerinin dizilig say1si 4,7—;,), = 35’tir. Herhangi bir dizilimde (6rnegin TCTTCCT)
soldan saga ilk T’ye 1, ikincisine 3, ti¢iinciisiine 5, doérdiinciisiine 7; ilk C’ye 6,
ikincisine 4, ti¢iinciisiine 2 yazmak zorundayiz. Dolayisiyla 6zdeg harf dizilimleri
ile aranan sayilar arasinda birebir esleme (Boliim 10) vardir. O

olarak bulunur.

En sik yapilan hata: Ciftlerin ve teklerin siralamasini da hesaba katip sonucu
yanliglikla (Z) x 4! x 3! = 7! ile karigtirmaktir. Siralama 6nceden belirlenmigse o
elemanlar arasindaki permiitasyon serbestligi 1’e diiser.

37.1.2 Icerme-Digarma Ilkesi ile Kisith Sayma

Ornek 37.2. A = {1,2,3,4,5} kiimesinden B = {1,2,3} kiimesine tanvmlanabi-
lecek orten (surjective) fonksiyonlarin sayisine bulunuz.
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Céziim. Bir fonksiyonun o6rten olmasi, deger kiimesindeki her bir elemanin en az
bir kez goriintii olarak segilmesi demektir. Her elemanin secildigi durumlar: dog-
rudan saymak yerine, Boliim 8’de gordiigiimiiz igerme-digsarma ilkesinden yarar-
lanarak orten olmayan durumlar: tiim durumlardan ¢ikarmak ¢ok daha pratiktir.
Deger kiimesindeki en az bir eleman bosta kalirsa fonksiyon 6rten olamaz.

Ti{im fonksiyonlarin evrensel kiimesini U, B kiimesindeki 7 elemaninin gériintii
kiimesinde yer almadig1 fonksiyonlar kiimesini A; (i € {1, 2, 3}) ile gosterelim.

1. Evrensel kiimenin boyutu |U|: Tamim kiimesindeki 5 elemanin her biri
icin B’de 3 secenek vardir:

U| = 35 = 243,

2. Bir elemanin bosta kaldig1 durumlar (]| 4;|): Belirli bir eleman (6rnegin
1) se¢ilmezse, tiim elemanlar kalan 2 elemana gitmelidir:

|A;| = 2° = 32.

3
1

ZyAiy—G)xzf’—gx:az—%.

B’de 3 eleman oldugundan ( ) = 3 farkli durum vardir:

3. Iki elemanin ayn1 anda bosta kaldigi durumlar (|A4; N A;|): Belirli iki
eleman (6rnegin 1 ve 2) se¢ilmezse, tiim 5 eleman kalan tek elemana gitmek
zorundadir:

’A, ﬂAj‘ =1°=1.
@) = 3 ikili vardir:
3
D AN Ay = <2) x1°=3x1=3.
i<j

4. Ug elemanin birden bosta kaldigi durumlar (| A;NA>NA3|): Fonksiyon
tanimi geregi goriintii kiimesi bog olamaz; 0 elemana giden fonksiyon sayisi
0° = 0’dr.

Icerme-disarma ilkesi geregince, en az bir eleman1 disarida birakan fonksiyon-
larin sayisi:

|A1U Ay U Ag| =) " |Ai| = D TJAinAj| + A1 N Ay 1 As| =96 — 340 = 93
Dolayisiyla, érten fonksiyon sayisi:
|U| — A1 U Ag U A3| =243 — 93 = 150

olarak hesaplanir. ]
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37.1.3 Cubuk-Ayrag (Stars and Bars) Yontemi

Ornek 37.3. 21 +xo+x3+x4 = 18 denklemini saglayan vexy > 1,29 > 2, x3 > 0,
x4 > 3 kosullarina uyan kag farkl (xy, xe, x3,x4) tam sayr dortlisi vardur?

Céziim. Boluim 5’te ele aldigimiz ayrag¢ yontemi, degiskenlerin negatif olmadig:
(y; > 0) durumlar igin gegerlidir. Degiskenlerin alt siirlar1 birbirinden farkli ol-
dugunda en dogal ilk hamle, degisken degistirerek her birinin alt sinirin1 0’a gek-
mektir. Bu iglem, ceplerinde belirli miktarda para bulunmasi gereken kisilere bu
miktar1 pesinen dagitmaya benzer.

Yeni degiskenleri tanimlayalim:

yu=x1—1>20 = x1=9y1 +1,
Yo=x2—22>20 = w2 =19y2 + 2,
ys=23—0>0 = z3 =ys,

Yp=24—3>20 = z4=1ys+3.

Bu ifadeleri orijinal denklemde yerine yazalim:
(y+1)+(y2+2)+ys+ (ya+3) =18

ity +ys+ys +6=18 = y1 +y2 +y3 +ys = 12.

Simdi problem, 12 6zdes nesneyi negatif olmayan 4 degiskene (y1,y2,ys3, ys >
0) dagitma problemine dontigtii. Ayrag teoremine gore, n 6zdes nesneyi k farkh
kutuya paylagtirmak icin n nesne ve k — 1 ayra¢ kullanilir:

n+k—1\ (124+4-1\ (15
k—1 ) \ 4-1 ) \3)
Kombinasyonu hesaplayalim:

1 15 % 14 x 1
<5>:5XX3:5><7><13:455.

3 Ix2x1

Demek ki kogullar: saglayan 455 farkli tam say1 ¢oztimii vardir. O

En sik yapilan hata: Alt sinirlar pozitif olan degiskenleri sifira gekerken
sag taraftan toplami gikarmak yerine toplamak veya sinirlar1 yanhs eksiltmektir
(6rnegin 1 > 1 i¢in 1 eksiltmek yerine 0 almak).

37.1.4 Giivercin Yuvasi ilkesi

Ornek 37.4. Kenar uzunlugu 1 birim olan bir eskenar ticgenin icerisine rastgele
5 nokta yerlestiriliyor. Bu noktalardan en az ikisi arasindaki mesafenin < % birim
oldugunu kanstlayiniz.
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(Céziim. Soruda verilen 5 nokta ve aranan < % mesafesi, Boliim 7’de inceledigimiz
Giivercin Yuvast Ilkesi'ni akla getirir. Ilkeyi uygulayabilmek icin iiggeni 6yle bol-
gelere ayirmaliyiz ki bolge sayisi nokta sayisindan az (yani en fazla 4) olsun ve
her bir bolgedeki herhangi iki nokta arasindaki mesafe en fazla % birim kalabilsin.

Sekil 37.1: Egkenar liggenin 4 eg parcaya boliinmesi

Kenar uzunlugu 1 birim olan egkenar iiggenin her kenarinin orta noktasini bir-

lestirelim. Bu iglem biiyiik {icgeni, kenar uzunlugu % birim olan 4 adet eskenar

ticgene (11, Ts,T3,Ty) boler.

1. Yuvalar: 4 kiiciik eskenar ticgen.

2. Giivercinler: Ucgen icine yerlestirilen 5 nokta.

Giivercin yuvasi ilkesi uyarinca, 5 nokta 4 yuvaya dagitildiginda en az bir kiigiik
ticgenin igine en az [5/4] = 2 nokta diigmek zorundadir.

Kenar uzunlugu % olan kapali bir egskenar iicgenin i¢indeki veya simirindaki her-
hangi iki nokta arasindaki maksimum uzaklik (liggenin ¢ap), iki koge arasindaki
uzakliktir; o da tam olarak % birimdir.

Dolayisiyla aym kiigiik tiggene diigen bu iki nokta arasindaki mesafe en fazla %
birim olabilir. Ispat tamamlanir. O

37.2 Ek Problemler: Sayilar Teorisi ve Problem C6zme
Teknikleri

Sayilar teorisinde saf aritmetik manipiilasyonlar tek bagina yeterli olmaz; parite
(Boliim 17), invaryantlar (Bolim 18), modiiler kongriianslar (Boliim 14) ve ug
deger ilkesi (Boliim 19) gibi yontemler birlikte kullanilir.

37.2.1 Modiiler Aritmetik ve Boliinebilme

Ornek 37.5. 22026 1 32026 gqunsinan 7 ile boliimiinden kalan kagtur?

Céziim. Buyiik tslerle karsilagtigimizda iki temel yol 6ne ¢ikar: Boliim 14’te gor-
diigiimiiz tizere tabanin kuvvetlerinin mod m’deki periyodunu belirlemek ya da
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ayni boliimde ispatladigimiz Fermat'nin Kii¢iik Teoremi’nden yararlanmak. 7 asal
say1 oldugundan, ged(a,7) = 1 kosulunu saglayan her a i¢in Fermat Teoremi
a™ ' =a%=1 (mod 7) denkligini verir.

Us olan 2026’y1 mod 6’da inceleyelim:

2026 = 6 x 337 +4 = 2026=4 (mod 6).

Fermat’nin Kiiglik Teoremi uyarinca:
=1 (mod7) ve 3°=1 (mod7).
O halde:
22026 — (26)337 5, 21 = 1337 x 21 = 16 (mod 7).
16=2x7+2 = 16 =2 (mod 7). Demek ki 22026 =2 (mod 7).
Simdi 32°%6 terimini hesaplayalim:
32026 — (36)337 5 34 = 1337 x 32 =81 (mod 7).

81 =11 x7+4 = 81 =4 (mod 7). Demek ki 32°26 =4 (mod 7).

Toplarsak:
22026 4 32026 =9 4L 4 =6 (mod 7).

Sonug olarak, verilen saymin 7 ile béliimiinden kalan 6’dir. ]

37.2.2 Degismezler (Invariants) ve Parite

Ornek 37.6. Bir tahtada 1’den 20°ye kadar olan tam saylar yazilidur:
1,2,3,...,20. Bir dgrenci her advmda tahtadan rastgele iki a ve b sayisine silip
yerlerine |a — b| sayisine yazwyor. Tahtada tek bir sayr kalana kadar bu isleme
devam ediliyor. Son kalan say: 0 olabilir mi?

Coziim. Islem adimlar: serbesttir; hangi iki sayinin silinecegi énceden kestirilemez.
Bu tiir stire¢ problemlerinde her adimda korunan bir 6zellik, yani bir invaryant
(Boliim 18) aramak gerekir. Sayilarm toplaminin tekligini veya ¢iftligini, yani pa-
ritesini (Boliim 17) inceleyelim.

Iki say1 a ve b silinip yerine |a — b| yazildiginda, tahtadaki sayilarin toplami
nasil degisir? Eski toplam Segk; olsun. Yeni toplam:

Syeni = Seski —a — b+ |a — b|.
Toplamdaki degisim miktar1 A = Seeki — Syeni:
A=a+b—|a—b|
Biliyoruz ki her a,b € Z igin:

a+b=a—b=la—0b (mod 2).
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Ciinki iki saymin fark: ile toplamimin paritesi aymidir ((a +b) — (a —b) =2b=0
(mod 2)).

Dolayisiyla:
A=(a+b)—|la—bl=|a—bl—]a—b =0 (mod 2).

Bu 6nemli bir tespittir: Her adimda tahtadaki sayilarin toplami ¢ift bir say:1 kadar
azalir. Yani toplamin mod 2’deki degeri, bagka bir deyisle paritesi bir invar-
yanttir.

Simdi baglangictaki sayilarin toplamini hesaplayalim:

20 x 21

So=14+24+3+---+20= = 210.

210 =0 (mod 2) (basglangi¢ toplamu ¢ifttir).

Degigmezlik kurali geregince tahtada son kalan tek say1 X ise:
X=5=0 (mod?2)

olmalidir. 0 ¢ift bir say1 oldugundan (0 = 0 (mod 2)), parite argiimani 01 dogru-
dan elemez. Ancak soru “0 olabilir mi?” diye soruyor. Bir an durup daha derine
bakalim:

Baglangi¢ kiimesindeki tek sayilarin adedine bakalim: {1,3,5,7,9, 11, 13, 15,
17, 19} = 10 adet tek say1 vardir. Iki say1 secildiginde:

o Ikisi de tek ise: |T} — 1| = cift. Tek say1 adedi 2 azalir.
o Biri tek, biri ¢ift ise: |T' — C| = tek. Tek say1 adedi degismez.
o Tkisi de cift ise: |C — Cy| = cift. Tek say1 adedi degismez.

Goriildiigi tizere tek sayilarin sayisi her adimda ya 0 ya da 2 azalir. Baglangigta 10
adet tek say1 oldugundan, adimlarin sonucunda tek say1 adedi 10 - 8 — --- — 0
olabilir. Dolayisiyla son kalan say1 ¢ift olmalidir; 0 da ¢ifttir.

Peki gergekten 0 elde edilebilir mi? Sayilari ardigik ¢iftler halinde gruplayalim:
(1,2),(3,4),(5,6),...,(19,20). Her cifte igslem uygularsak |k — (k + 1)| = 1 elde
edilir. Boylece tahtada 10 tane 1 kalir: 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1. Simdi bu 1’leri ikiger
ikiger esleyip ¢ikarirsak: |1 —1| = 0 elde edilir. 5 adet 0 kalir. Sifirlarin fark: daima
0’dur: |0 — 0] = 0. Sonug olarak tek kalan say1 0 olabilir. O

En sik yapilan hata: Parite invaryantini bulunca incelemeyi birakmaktir.
Toplamin ¢ift ¢ikmasi sonucun kesinlikle 0 olabilecegini tek bagina kanitlamaz;
gecerli bir iglem dizisi (yapic1 6rnek / kurgu) sunulmahdir.
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37.2.3 Ug Deger Ilkesi (Extremal Principle)

Ornek 37.7. Diizlemde sonlu sayida nokta bulunmaktadur. Bu noktalarin olustur-
dugu tim ikili mesafeler birbirinden farklhdwr. Her nokta, kendisine en yakin olan
noktaya bir ok ciziyor. Hicbir noktanin besten fazla ok alamayacagine kanatlayiniz.

Céziim. Bolum 2’deki geligkiyle ispat ve Bolim 19’daki ug deger ilkesini birlegtire-
lim. Bir noktanin en az 3 ok aldigini varsayip bu noktaya gelen oklarin uclarindaki
noktalar arasindaki acilar1 ve mesafeleri inceleyelim.

Bir P noktasma A, B,C gibi en az {i¢ farkli noktadan ok gelmis olsun. Bu
durum, A’ya en yakin noktanin P, B’ye en yakin noktanin P, C’ye en yakin
noktanin P oldugu anlamina gelir:

|AP| < |AB| ve |AP|< |AC|,
|BP| < |BA| ve |BP|<|BC|,
|CP| < |CA| ve |CP|<|CB.

P noktasimin etrafindaki A, B, C' noktalarim1 P’ye gore saat yoniinde siralaya-
lim. Bu {i¢ noktadan en az iki komgu olami arasindaki agiya bakalim. P merkezli
acilardan en az biri:

LAPB+ /BPC + ZCPA = 360°

oldugundan, giivercin yuvasi mantigiyla (Bolim 7) bu agilardan en az biri <

@ = 120° olmak zorundadir. Ancak daha da dar bir simir vardir.

A ve B noktalarii ve PAB tiggenini ele alalim: A'nin P’ye olan mesafesi |AP)|,
B’ye olan mesafesi |AB|den kiciiktiir (|JAP| < |AB|). Aym sekilde B’nin P’ye
mesafesi | BP|, A’ya mesafesinden kiigiiktiir (|BP| < |AB|).

Dolayisiyla PAB ti¢geninde en uzun kenar kesinlikle AB kenaridir:
|AB| > |AP| ve |AB|> |BP]|.
Bir iiggende en biiyiik kenarin kargisindaki agi en biiyiik acidir. Dolayisiyla:
LAPB > /PAB ve /APB > /PBA.
Bir ti¢genin i¢ acilari toplami 180° oldugundan:
ZAPB > 60°

olmak zorundadir! Ciinkii eger ZAPB < 60° olsaydi, diger iki agidan en az biri
> 60° > LZAPB olurdu ki bu da AB’nin en biiyiik kenar olmasiyla celigirdi.

Demek ki P’ye ok génderen herhangi iki noktanin P merkezinde olugturdugu
acl kesinlikle 60°’den biiyiik olmalidir:

91‘7]' > 60°.
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Eger bir noktaya k tane ok geliyorsa:

360°
=6.
60°

k
3600:29i>kx60° — k<
=1

P’ye ok gonderen iki nokta A, B ise |AB| > max(|PA|, |PB|) oldugundan AB tig-
genin en uzun kenaridir; en uzun kenarin karsisindaki aci en biiytik a¢1 oldugundan

ZAPB > 60°’dir.

Dolayisiyla P’ye k ok geliyorsa bu oklarin P merkezinde olugturdugu k& acinin
her biri 60°’den biiyiiktiir ve toplamlar1 360°’dir:

kx60°<360° —= k<6 — k<H5.

Bu simir keskindir: P’nin c¢evresine 72° arayla yerlestirilen 5 nokta, yarigaplari
birbirinden ¢ok az farkl secildiginde hem P’yi en yakin komsu olarak secer hem
de aralarindaki tiim ikili mesafeler birbirinden farkli kalir; yani 5 ok gergekten
miimkiindiir. O

37.3 Ek Problemler: Algoritmalar ve C Programlama

Algoritmik sorularda teorik matematiksel analizin yam sira bellek modelleri, isa-
ret¢i aritmetigi (Boliim 31), asimptotik karmagikhik (O, Boliim 21) ve sir du-
rumlarin C dilinde dogru kodlanmas: belirleyicidir.

37.3.1 Cevaba Ikili Arama (Binary Search on Answer)

Ornek 37.8. Elimizde n adet tahta parcast vardur; i’inci tahtanin uzunlugu L[i]
birimdir. Bu tahtalar: keserek egit uzunlukta en az k adet kiiciik tahta parcast elde
etmek istiyoruz. Elde edilebilecek bir parcanin tam sayn cinsinden en biiyiik uzun-
lugunu O(nlog(max L)) zaman karmasikhiginda bulan C fonksiyonunu yaziniz.

Céziim. “En biiylk uzunluk nedir?” sorusunu dogrudan ¢dzmek yerine Bélim
24’te gordiigiimiiz gibi bir karar problemine doniistiirelim: “Her bir parcanin uzun-
lugu x birim olacak sekilde en az k parca kesilebilir mi?” Eger parca boyu z iken
k parca kesilebiliyorsa, x’ten daha kiiciik her deger icin de bu mumkiindir. Eger
x boyunda kesilemiyorsa, x’ten biiyiik hicbir boyda kesilemez. Bu 6zellik arama
uzayinin monoton oldugunu gosterir. Monotonluk saglandig: i¢in dogrusal arama
(O(max L)) yerine ikili arama (O(log(max L))) uygulayabiliriz.

x uzunlugunda parcalar kesildiginde L[i] boyundaki tahtadan |L[i]/x| parca
elde edilir. Toplam parca sayisi:
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Karar fonksiyonumuz: f(z) > k ise gegerli (true), aksi halde gegersiz (false).
Ikili arama araligimiz [1, max(L)] olacaktir.

Agagidaki C kodunda bu mantik eksiksiz gekilde uygulanmigtr:

#include <stdio.h>

/* Karar fonksiyonu: z uzunlugunda en az k parca cikar mi? */
int kesilebilir_mi(const int L[], int n, int k, int x) {
if (x <= 0) return 1;
long long toplam_parca = 0;
for (int i = 0; i < n; i++) {
toplam_parca += (L[i] / x);
if (toplam_parca >= k) {
return 1; /* Erken sonlandirma: overflow onler */
}
}

return toplam_parca >= k;

int maksimum_parca_boyu(const int L[], int n, int k) {
int sol = 1;
int sag = 0;

/% Arama araliginin ust sinirint belirle */
for (int i = 0; i < n; i++) {
if (L[] > sag) {
sag = L[i];
b

int en_iyi = 0;
while (sol <= sag) {
int orta = sol + (sag - sol) / 2;

if (kesilebilir_mi(L, n, k, orta)) {

en_iyi = orta; /* orta gecerli, daha buyugunu ara */
sol = orta + 1;

} else {
sag = orta - 1; /* orta cok buyuk, kucult */

}
}

return en_iyi;

Karmagiklik Analizi: Déngi log,(max L) adim siirer. Her adimda tiim dizi
bir kez taranarak O(n) iglem yapilir. Toplam karmasiklik O(nlog(max L)) olur.
O

En sik yapilan hata: Orta noktayi hesaplarken (sol + sag) / 2 yazmak
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biiyiik sayilarda tagmaya (integer overflow) yol agabilir; bunun yerine sol + (sag
- sol) / 2 kullanilmahdir. Ayrica x = 0 durumu i¢in sifira bélme hatasina karsg:
tedbir alinmalidir.

37.3.2 Prefix Sums ve 2 Boyutlu Aralik Sorgular:

Ornek 37.9. N x M boyutunda bir tam sayr matrisi veriliyor. Cok sayda (r1,c1)
sol-tist ve (ra,c2) sag-alt koordinatlary verilerek bu dikdortgen bélgedeki sayilarin
toplama sorqulanwyor. Her sorguyu O(1) zamanda cevaplayabilmek icin gereken on
hazirlik matrisinin formilinid ¢ikarmiz ve C kodunu yaziniz.

Coziim. Tek boyutta Boliim 22’de inceledigimiz pref[i| = pref[i— 1]+ A[i] formii-
luyle aralik toplamini pref[R] — pref[L — 1] seklinde O(1) stirede bulabiliyorduk.
Iki boyutta da ayn1 yaklagimi Boliim 8'deki icerme-disarma ilkesiyle birlestirebili-
riz.

Tanmim: P[i][j], matrisin (1, 1) noktasimndan (7, j) noktasina kadar olan dikdort-
genin elemanlar1 toplami olsun. (4, j) hiicresi eklendiginde:

Plil[j] = Pli = 1][j] + Plil[j — 1] = P[i = 1][j — 1] + Matris[i][j].

Burada P[i—1][j — 1] alam hem tistteki hem soldaki dikdoértgende iki kez sayildig
igin bir kez ¢ikarilir.

01—1 (&)

7“1—1 *******

C D (Aranan)

T2

Sorgu Alani: (ry,cp) ile (rg, c2) arasi

Sekil 37.2: 2 Boyutlu Prefix Sums ve I¢erme-Disarma
Herhangi bir [ry...72] X [c] ... ¢ca] sorgusunun toplamu:
Toplam = P[ry][ca] — P[r1 — 1][ca] — Plra]lc1 — 1] + Plr1 — 1][e1 — 1.

C dilinde 1-tabanlh indeksleme kullanarak sinir kontrollerini dogrudan sadeleg-
tirebiliriz:

#define MAXN 1005
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long long P[MAXN] [MAXN];

/* On hazirlik: O(N * M) zaman ve alan */
void on_hazirlik(int N, int M, int Matris[MAXN] [MAXN]) {
for (int i = 1; i <= N; i++) {
for (int j = 1; j <= M; j++) {
P[i] [j] = Matris[i][j]
+ P[1 - 11[35]
+ P[i]l[j - 1]
- Pli - 1105 - 11;

}

/* Sorgu: 0(1) zaman */
long long aralik_sorgusu(int rl, int cl, int r2, int c2) {
return P[r2] [c2]
- P[r1 - 1]1[c2]
- P[r2] [c1 - 1]
+ Plr1 - 11[c1 - 1];
}

Bu sayede her sorgu tam olarak 3 toplama/gikarma iglemiyle O(1) zamanda ya-
nitlanir. O

37.3.3 Isaretciler ve Bellek Takibi (Pointer Tracing)

Ornek 37.10. Asagidaki C kod blogu calistirildiginda ekrana basilacak ¢iktuye advm
advm bellek haritasini cizerek belirleyiniz.

#include <stdio.h>

int main(void) {
int a[] = {10, 20, 30, 40, 50F;
int *p = a;
int *q = &a[3];

printf( , 4 - p);
printf( s *p + *q);
p =2

printf( , *p);

*p = *x(p + 1) + 5;
printf( , al2]);
return 0;
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Coziim. C dilinde dizi isimleri ilk elemanin adresine déniisiir (decay). Isaretci
aritmetiginde (Bolim 31) adresler bayt cinsinden degil, isaret edilen veri turii-
niin boyutu (sizeof(T')) cinsinden 6lgeklenir. Bellek durumunu adim adim takip
edelim:

50
30
45

1. Ik Durum: a dizisi bellekte ardisik 5 tam say1 barmdirir:

o al0] = 10 (Adres: A)

o af1] = 20 (Adres: A+1x4)
o al2] = 30 (Adres: A+2x4)
o al3] = 40 (Adres: A+3x4)
o al[4] = 50 (Adres: A+ 4 x 4)

p = a = p, al0] elemanim gostermektedir. q = &a[3] = ¢, al3]
elemanini gostermektedir.

. Birinci printf: q - p Iki isaretci arasmdaki fark, aralarmdaki bayt fark

degil, eleman sayis1 farkidir:
q—p = &a[3] — &al0] = 3.

Ekrana 3 yazilir.

. Ikinci printf: *p + *q Isaretcilerin gosterdigi degerler toplanir: *p =

al0] = 10, *q = a[3] = 40.
10 + 40 = 50.

Ekrana 50 yazilir.

. Isaretci ilerlemesi: p += 2 p isaretcisi 2 eleman ileri kaydirihir. Artik p,

a[2] adresini gosterir. printf ("%d\{}n", *p) = *p = al[2] = 30. Ek-
rana 30 yazilir.

. Deger Atamasi: *p = *(p + 1) + 5 p su anda &a[2] adresindedir. p

+ 1 ifadesi &a[3] adresini gosterir. *(p + 1) degeri a[3] = 40’tir. Boylece
*p = 40 + 5 = 45 olur. *p dogrudan a[2] hiicresini temsil ettiginden, a [2]
degeri 45 olarak giincellenir. printf ("%d\{}n", al[2]) — ekrana 45
yazilir.

Kodun nihai ¢iktisi satir satir soyledir:
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O

En sik yapilan hata: q - p farkini hesaplarken bayt farkim (6rnegin 32-bit
int igin 3 x 4 = 12) cevap olarak yazmaktir. C standardinda isaretci farki daima
aradaki eleman adedini (ptrdiff_t) verir.

37.3.4 Rekiirsiyon ve Geriye Iz Siirme (Backtracking)

Ornek 37.11. n basamakh, yalnizca {1,2,3} rakamlarindan olusan ve yan yana
gelen hicbir iki rakaman ayni olmadign tim sayilary sozlik sirasina (lexicographical
order) gore ekrana basan rekirsif (rekirsif) C fonksiyonunu yazinz.

(C6ziim. Bu problem bir durum agacini dolagma yapisindadir (Bolim 26). Her
adimda elimizdeki sayiya eklenebilecek gecgerli rakamlari deneriz. Bir o6nceki
adimda eklenen rakam ne ise, mevcut adimda o rakam digindaki segenekler
sirayla denenir. Sozlitk sirasi istendigi icin denemeleri kiiciik rakamdan biiyiige
(1 - 2 — 3) dogru yapmaliyiz. Taban durum (base case) basamak sayis1 n’e
ulastiginda sayiy1 ekrana yazdirmaktir.

C dilinde bunu parametrik bir dizi (karakter katar) ile geriye iz siirme (backt-
racking) yaparak kurabiliriz:

#include <stdio.h>

/* dizi: mevcut sayiyt tutar
basamak: su an doldurulacak indeks (0'dan n-1'e)
n: hedeflenen basamak sayisi */
void olustur(char dizi[], int basamak, int n) {
/* Taban durum: m basamak dolduruldu */
if (basamak == n) {

dizi[n] = '\0'; /* Katar sonlandirici */
printf("/s\n", dizi);
return;

3

/* 1, 2, 3 rakamlarint kucukten buyuge dene */
for (char rakam = '1'; rakam <= '3'; rakam++) {
/* Yan yana aynti rakam gelmeme kosulu */
if (basamak == 0 || dizi[basamak - 1] != rakam) {
dizi[basamak] = rakam; /* Secimi yap */
olustur(dizi, basamak + 1, n); /* Derine in */
/* Geri donuste ekstra temizlige gerek yoktur,
cunku sonrakti dongu ayni indekst ezecektir. */

}

void tum_sayilari_yazdir(int n) {
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char dizi[50]; /* n < 50 warsayilmistir */
olustur(dizi, 0, n);

Agac Boyutu ve Karmagiklik: Ilk basamak icin 3 secenek vardir. Sonraki
her basamak icin bir 6nceki basamaktan farkli 2 segenek vardir. Toplam iiretilen

say1 adedi:
3x ot

olur. Her sayinin basilmasi O(n) siirdiigiinden, toplam zaman karmagikhigi O(n-2")
olur ve bu arama uzay1 i¢in asimptotik olarak optimaldir. O

37.4 Boéliim Ozeti ve Ipuclar1 Kilavuzu

Sinavda soru ¢ozerken tikandiginiz anlarda agagidaki kontrol listesini zihninizden
gecirebilirsiniz:

1. Kiigiik Degerler Yontemi: n = 1,2, 3,4 icin elle yazip tablo olugturun.
Cogu kombinatorik ve say1 teorisi sorusunda genel kural kii¢iik érneklerin
oriintiisiinden ortaya cikar.

2. Simetri ve Tamlayici Sayma: Istenen durumu dogrudan saymak karma-
siksa, tiim durumlardan istenmeyen durumlar1 gikarmay: (tiimleyen kiime,
Boéliim 1 ve Bolum 8) diistintin.

3. Ug Deger ve U¢ Durumlar: Algoritmada dizinin bog olmasi, k = 0, tek
eleman veya negatif sayilar gibi sinir durumlar: mutlaka test edin (Bolim
19).

4. Karmagiklik Biitgesi: N < 10° ise O(N?) ¢éziimiin zaman aginui (TLE)
alacagim goz oniinde bulundurun; O(N log N) veya O(N) arayigina girin
(Boliim 21). N < 20 ise O(2%) geri iz siirme kabul edilebilir ¢oziimdiir.
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Boliim 38

Ekler

Yarigma ortaminda veya yogun problem c¢ozme kamplarinda, ihtiya¢ duyulan bir
formiila, bir algoritmanin asimptotik karmasikligini ya da yabanci kaynaklarda
sikca gecen bir terimin Tiirkce kargiligini hizla animsamak gerekebilir. Bu bolim,
kitabin 6nceki boliimleri boyunca kurulan teorik catimin derli toplu bir bagvuru
kilavuzudur.

Burada listelenen formiil ve karmagiklik ifadelerinin dayanaklar: ilgili boltim-
lerde ayrintili bicimde ele alinmigtir. Bu eklerin amaci ispatlar: yinelemek degil,
temel araglar1 dogrudan bagvurulabilecek bicimde bir arada sunmaktir. Bu eklerde
yalnizca kitapta anlatilan kavramlara yer verilmigtir; ileri veri yapilar1 (Fenwick
agacl, segment tree, sparse table gibi) ve ileri graf algoritmalar1 (Bellman-Ford,
Floyd-Warshall gibi) bu kitabin kapsami digindadir.

38.1 Formiil listesi

Simmav aninda bir 6zdegligi yanhg anmmmsamak (6rnegin indisi 1 kaydirmak ya da
cifte sayma dizeltmesini atlamak) ¢oziimii biitiintiyle gegersiz kilabilir. En sik
bagvurulan temel sonuclar agagida tematik bagliklar altinda derlenmistir.

38.1.1 Kombinatorik ve Sayma

o Permiitasyon ve Kombinasyon (B6liim 4 ve 5): n elemanl bir kiime-
den r elemanin sirali segimi P(n,r), sirasiz segimi (:) ile gosterilir:

Plnr) = —" <n>: . P(nr)

T rl(n —r)! 7!

Smir degerler: (3) = () =1ver <0yadar>nign (7) =0.
« Pascal Ozdesligi (B6liim 5 ve 6): Belirli bir elemanm secilen grupta
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bulunup bulunmadigina gore iki duruma ayirarak saymas:
= +
r r—1 r

« Hokey Sopasi Ozdesligi (Bo6liim 6): Pascal iicgeninde bir kenardan bas-
layip capraz inen terimlerin toplami:

>(1)=(1)

« Vandermonde Ozdesligi (Béliim 6 ve 10): Biiyiikliikleri m ve n olan
iki ayrik kiimeden toplam r nesne se¢me:

(") - (")

o Binom Teoremi ve Katsay1 Toplamlar: (Boliim 6):
" /n
n __ n—k_ k
@y =3 () by
k=0
x =1,y = 1 koyuldugunda toplam alt kiime sayisi:
" /n
—9n
> (1)
k=0
r =1,y = —1 koyuldugunda tek ve ¢ift biiyiikliikteki alt kiimelerin egitligi:

or() 0~ 050+

k k cift k tek

o Tekrarli Kombinasyon / Ayra¢ Yontemi (Boliim 5): n 6zdes nesnenin
k farkli kutuya dagitilmasi:

— Bos kutu kalabilirse (negatif olmayan tam say1 ¢oziimleri, z; > 0):

(n—i—k—l)
k—1

— Her kutuda en az bir nesne olacaksa (z; > 1, n > k): (Zj)
+ Igerme-Disarma Ilkesi (Boliim 8): Sonlu A, Ao, ..., A, kiimeleri igin:

n n
Ul =S 1al- 3 jana)
i—1 i—1 1<i<j<n
+ Y ANA N A = (CD)" A NN Ay
1<i<j<k<n
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« Giivercin Yuvasi flkesi (B6liitm 7): n nesne k yuvaya dagitildiginda, en
az bir yuvada en az [n/k| nesne; en az bir yuvada ise en fazla |n/k| nesne
bulunur.

o Katalan Sayilar1 (Boliim 9): Dengeli parantez dizilimleri, n + 1 yaprakh
ikili agaclar ve kdgegeni agsmayan kafes yollar::

1 [/2n on on -
n — = - 5 :17 n = iLn—i
¢ n—i—l(n) (n) (n—i—l) Co Cni1 ;CC

flk terimler: 1,1,2, 5, 14,42, 132,429, 1430, . ..

o Diizensizlik Sayis1 / Deranjman (Boliim 8): Higbir elemanin kendi
baslangic konumunda yer almadigi permiitasyonlar:

n (_1 k .
D, =n! E k") = (n - 1)(Dn71 + Dn72) =nD,_1+ (_1)
k=0

Do=1,D1=0,Dy=1,D3=2,Dy =9, D5 = 44, Dg = 265, . ...

38.1.2 Sayilar Teorisi

+ Bolme Algoritmas: ve EBOB-EKOK (Boliim 11 ve 13): Hera,b € Z*
icin a = bg+1r (0 <7 < b) esitligini saglayan ¢, r tam sayilar: tektir.

ged(a,b) - lem(a,b) =a-b

o Aritmetigin Temel Teoremi ve Bolen Fonksiyonlar: (Boliim 12):
n > 1 sayisiun asal ¢arpan ayrigimi n = pi*py? - - - pi* olsun:
— Pozitif bolen sayisi: d(n) = Hle(ai +1)

a;+1
piz -

pi—1

— Porzitif bolenler toplami: o(n) = Hle !

o Fermat’nmin Kiigiik Teoremi (Boliim 14’te ispatlanir; Boliim 11, 34
ve 37°de kullanilir): p asal ve ged(a, p) = 1 ise:

a?'=1 (modp) = o’ =a (mod p)
Modiiler ters hesabi: p asal ise a=! = a?~2 (mod p).

o Legendre Formiilii (B6liim 12): n! ¢arpimindaki p asalimn en ytiksek
kuvveti Ej,(n!):

w313 L3 L3+~
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38.1.3 Cebirsel ve Aritmetik Toplamlar
e Aritmetik ve Geometrik Dizi Toplamlari:
n n
. n(n+1) A S |
R = T
=1 =0
e Kuvvet Toplamlari:

ZQ n+1(2n+1)’ Z@_(m) <i2>

=1

38.1.4 Logaritma

o Temel Kural: Carpma — Toplama (Bo6liim 16): a > 0, a # 1 ve
x,y > 0 icin:

log, (zy) = log, x+log, v, log,, T log, z—log, v, log, ¥ = klog, =
Yy
Tanimdan dogrudan ¢ikan ézel degerler: log, 1 = 0, log, a = 1 ve a'°8.® = g,

o Taban Degistirme (Boliim 16):

1 1
98T log, b=

log, x =

log, a’ log, a

Bu egitlikteki @ carpani n’den bagimsiz bir sabittir; bu yiizden biiyiik O

gosteriminde O(logn) yazarken taban belirtilmez.

38.1.5 Graf Teorisi

o El Sikisgma Lemmasi / Cifte Sayim (Boliim 10 ve 28): Koge kiimesi
V', kenar kiimesi E olan her yonsiiz grafta:

S deg(v) = 2|E|
veV

Dogrudan sonug: Tek dereceli koselerin sayisi daima cifttir.

o Agaclarin Karakterizasyonu (Boliim 28): |V| = n koseli bir G grafi
icin agagidaki 6zellikler denktir:

1. G bir agactir (baglantili ve dongustizdiir).
2. G baglantihidir ve |E| =n — 1.
3. G dongiistizdiir ve |E| =n — 1.
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4. Herhangi iki kose arasinda tam olarak bir basit yol vardir.

e Diizlemsel Graflar icin Euler Formiilii: Baglantili bir diizlemsel ¢izimde
kose sayist V', kenar sayist F, ylz sayis1 F' ise:

V-E+F=2

Grafin k baglantili bilegeni varsa: V — E + F =k + 1.

38.2 Terimler sozliigii

Yarigsma programlama kaynaklari hem Tiirkce hem de Ingilizce terminolojiyi bir
arada kullanir. TUBITAK sinav sorularmda yerlesik Tiirkce terimler tercih edilir-
ken, cevrim ici platformlarda Ingilizce terimler 6ne ¢ikar. Asagidaki sozliik, kitap
boyunca kullanilan kavramlarin iki dildeki kargiliklarini derler.
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Tiirkge Terim

ingilizce Kargihig:

alt taban

amortize edilmis analiz
ayrag yontemi (gubuk-yildiz)
ayrik kiimeler (Kruskal baglaminda, Bolim
28)

baglantili bilesen (Boliim 28)
basit yol

binom katsayisi

boliinebilme

cap

giftleme (egleme)

degismez

derece

derinlik 6ncelikli arama
dinamik programlama
diizensiz dizilim (Bolim 8)
dongii (gevrim)

en biyiik ortak bolen (EBOB)
en kigiik ortak kat (EKOK)
en kisa yol

geniglik oncelikli arama

graf

givercin yuvasi ilkesi

hizli iis alma

hokey sopasi 6zdegligi

topolojik siralama (Bolim 28)
en kisa yol (Bélim 28)

iki yoldan sayma

ikili arama

binary heap (Bolim 28’de Prim/Dijkstra
baglaminda)

icerme-digsarma ilkesi (Bolim 8)
kalan smifi (modiiler kongruans)
logaritma (Boliim 16)

MST (Béliim 27-28)

karsit durum / ug deger ilkesi (Boliim 19)
prefix sums (Bolim 22)

modiiler ters eleman

oklid algoritmas: (Bolim 13)
rekiirsiyon (Bolim 2 ve 26)
paylagtirilmig karmagiklik
rekiirans bagintisi

sayacla siralama

seyrek tablo

taban aritmetigi

teklik-¢iftlik (parite)

tersine caligma

ust tavan

yari-degismez

yonlendirilmis dongiisiiz graf

floor (|z])

amortized analysis

stars and bars

disjoint set union (DSU)

connected component

simple path

binomial coefficient
divisibility

diameter

matching

invariant

degree

depth-first search (DFS)
dynamic programming (DP)
derangement

cycle

greatest common divisor (GCD)
least common multiple (LCM)
shortest path

breadth-first search (BFS)
graph

pigeonhole principle

binary exponentiation / modular exponenti-
ation

hockey-stick identity
topological sort

shortest path

double counting

binary search

binary heap

inclusion-exclusion principle
residue class (congruence)
logarithm

minimum spanning tree (MST)
extremal principle

prefix sums

modular inverse

Euclidean algorithm
recursion

amortized complexity
recurrence relation
counting sort

sparse table

base representation

parity

working backwards

ceiling ([z])

monovariant

directed acyclic graph (DAG)
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ingilizce Terim

Kitapta Kullanimi

Adjacency list / matrix (Bolim 28)
BFS (Béliim 28)

Bitmask (Bélim 15 ve 32)
Bitwise (Bolim 32)

DFS (Bélim 28)

Greedy (Bolim 27-28)
Logarithm (Bolim 16)
Memoization (Bolim 26)
Modular arithmetic (Boliim 14)
Prefix sums (Bolim 22)

Sieve of Eratosthenes (Bolim 12)
Two pointers (Bolim 22)

adjacency list / matrix

BFS (genislik 6ncelikli arama)
bitmask

bitwise

DFS (derinlik 6ncelikli arama)
greedy

logaritma

memoization

modiiler aritmetik

prefix sums

Eratosthenes kalburu

two pointers

Bu tabloda yalnizca kitapta gecen Ingilizce terimlere yer verilmistir. Kitapta
anlatilmayan yapilar (binary search tree, bipartite graph, LCA, monoton kuyruk,
segment tree, bit manipulation, brute-force, divide and conquer, combinatorial
proof, Euler totient, in-degree/out-degree, time/space complexity gibi ayr1 baglik-

lar) bu tabloya alinmamgtir.
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